Allgemeine Bemerkungen zum Praktikum Nachrichtentechnik (LB):

Im Praktikum Nachrichtentechnik (LB) soll die in Vorlesungen und Ubungen dargelegte Theorie der
Signaldarstellung und Nachrichtenibertragung anhand von Simulationsprogrammen und Grafiken an-
schaulich dargestellt werden. Die Thematik des gesamten Praktikums ist durch die beiden Vorlesungen

e Nachrichtentechnik | (LB) — Signaldarstellung (im 3. Semester)
e Nachrichtentechnik Il (LB) — Modulationsverfahren (im 6. Semester)

von Prof. Dr.-Ing. Norbert Hanik festgelegt. Der Besuch dieser Lehrveranstaltungen wird flr dieses
Praktikum vorausgesetzt, so dass bei normalem Studienverlauf die Praktikumsteilnahme friihestens im
6. Semester moglich ist. Auf die Vorlesung Nachrichtentechnik | (LB) beziehen sich die Versuche

e Signale & Spektren (S&S), und
e Pulscodemodulation (PCM).

Dagegen ist der Inhalt der letzten drei Versuche Lehrstoff der Vorlesung Nachrichtentechnik Il (LB):

e Amplitudenmodulation (AM),
e  Winkelmodulation (WM),
e Digitalsignaliibertragung (DSU).

Ich habe das Praktikum (gemeinsam mit meinem Kollegen Dr.-Ing. Klaus Eichin) seit Mitte der 1990er
Jahre bis zu unserem Eintritt in den Ruhestand 2011 betreut, und wir beide waren auch die Vorganger
von Professor Hanik beziglich der Vorlesungen Nachrichtentechnik | und Nachrichtentechnik Il. Das
heillt, dass ich durchaus weiB, was Studierende des Lehramts an Beruflichen Schulen (LB) kénnen (soll-
ten) und welche Anforderungen man an Sie aufgrund Ihres Studiums nicht stellen kann.

In der vorliegenden Anleitung, die ich 2013 und 2014 basierend auf den friiheren Anleitungen zusam-
mengestellt habe, sind diese Erfahrungen bericksichtigt. Der Versuch 2

e  Wabhrscheinlichkeit und Statistik (W&S)

wurde als Erganzung hinzugefiigt, da diese Thematik in lhrem Studienplan véllig fehlt, ich aber glaube,
dass ein zukinftiger Berufschullehrer die Grundlagen hierfiir kennen sollte. Das Thema wird nicht sehr
tief behandelt. Fir einige von lhnen ist es nur eine Auffrischung Ihres Gymnasialzeit-Wissens.

Alle Anleitungen gliedern sich grob in die Kapitel Theoretische Grundlagen, Vorbereitungsfragen und
Versuchsdurchfiihrung. Anhand dieses Heftes und der zugrundeliegenden Lehrprogramme sollte ein
Teilnehmer mit Grundkenntnissen der Nachrichtentechnik in der Lage sein, sich die wesentlichen
Merkmale der einzelnen Versuche in jeweils etwa sechs Stunden zu erarbeiten, ca. drei Stunden zur
Vorbereitung sowie drei weitere Stunden fir die Versuchsdurchfiihrung.

Die Musterlésungen der Vorbereitungsfragen und der Versuchsdurchfiihrung sind am Ende aller Ver-
suche beigefiigt. Ich mochte an dieser Stelle - ebenso ausdriicklich wie Giberfliissig - erwdhnen, dass
Sie sicher einen besseren Lernerfolg erzielen, wenn Sie diese Musterldsungen nur zur Kontrolle lhrer
Ergebnisse benutzen.

Ich wiinsche lhnen fir dieses Praktikum viel Erfolg und etwas Spal} beim Durcharbeiten der Versuche.

Miinchen, im Marz 2014 Glinter Soder



Organisation des Praktikums im Sommersemester 2014:

Die Praktikumstermine sind jeweils am Mittwoch zwischen 14:00 und 17:00 Uhr im Raum N2409. Die
vorlaufige Planung sieht wie folgt aus:

e Vorbesprechung am 09.04.

e Versuch 1: Signale und Spektren (S&S) am ........ccceceeureee.

e Versuch 2: Wahrscheinlichkeit und Statistik (W&S) am .......coeuveuenne...
e Versuch 3: Pulscodemodulation (PCM) am .........cccoevvevennee

e Versuch 4: Amplitudenmodulation (AM) am ........cccccoeueueeee.

e Versuch 5: Winkelmodulation (WM) am .........cccceueuene.

e Versuch 6: Digitalsignaliibertragung (DSU) am ..........ccueune..

Die letzten drei Termine werden rechtzeitig bekanntgegeben. Sie richten sich nach dem Fortgang der
Vorlesung Nachrichtentechnik Il (LB) von Prof. Hanik. Die miindlichen Priifungen zum Praktikum finden
in den letzten beiden Semesterwochen statt und dauern jeweils 30 Minuten. Jeder Kandidat wird zu
zwei der insgesamt sechs Themen gepriift. Die Themenzulosung erfolgt am Ende von Versuch 6.

Zum Lerntutorial LNTwww:

An dieser Stelle mochten wir Sie auf das Lerntutorial fiir die Nachrichtentechnik im world wide web —
kurz LNTwww — hinweisen, das am Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik der Technischen Universitat Miin-
chen entwickelt wurde. Zu allen im Praktikum behandelten Themen finden Sie unter http://www.Int-
www.de weitere Informationen sowie multimediale Darstellungen (Lernvideos und interaktive Pro-
gramme), zahlreiche Grafiken und Aufgaben mit Musterlésungen. Der Versuch 2 wird direkt mit LNT-
www durchgefiihrt (Buch 3:,,Stochastische Signaltheorie”). Aber auch bei den anderen Versuchen wird
jeweils auf ein LNTwww-Buch hingewiesen. Der gesamte Inhalt von LNTwww (Theorie, Aufgaben, Mus-
terlésungen) gibt es in PDF-Form unter http://www.Intwww.de/downloads .

Verwendete Grafikprogramme:

Die Versuche 1, 3 und 6 werden mit dem Lehrsoftwarepaket LNTsim — eine Sammlung von DOS-Pro-
grammen — durchgefiihrt. Sie finden die Software als Zip-Version unter

e http://www.Intwww.de/downloads/Sonstiges/Programme/LNTsim.zip

Fir die Versuche 4 und 5 wird jeweils das Windows-Programm ,,amv“ aus dem Lehrsoftwarepaket
LNTwin bendtigt, das wir ebenfalls zum Download bereitstellen:

e http://www.Intwww.de/downloads/Sonstiges/Programme/AMV.zip

Alle diese Programme sind Eigenentwicklungen des Lehrstuhls flir Nachrichtentechnik der TU Miin-
chen (verantwortlich: Prof. Dr.-Ing. habil. Glinter Séder). Im Versuch 5 kommt zudem ein auf GNU Ra-
dio basierendes Demonstrationsprogramm zum Einsatz, das 2012 von Herrn Klaus Madl im Rahmen
seiner Bachelorarbeit unter der Betreuung von Dr.-Ing. Christoph Hausl erstellt wurde. Herzlichen Dank
an beide fir diese schéne Audio-Demonstration.

Noch ein Dank und eine Bitte:

Die Anleitung musste aus frilheren Ausdrucken teilweise in Handarbeit rekonstruiert werden. Ich be-
danke mich herzlich bei Doris Dorn, Johannes Krénung und Klaus Madl. Ich bitte aber auch um Nach-
sicht der Praktikumsteilnehmer tGiber Unzuladnglichkeiten dieser Anleitung. Bitte geben Sie mir Hinweise
auf eventuelle Fehler. Der nachste Praktikumsjahrgang wird es lhnen danken.


http://www.lntwww.de/
http://www.lntwww.de/
http://www.lntwww.de/downloads
http://www.lntwww.de/downloads/Sonstiges/Programme/LNTsim.zip
http://www.lntwww.de/downloads/Sonstiges/Programme/AMV.zip
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Vorbemerkungen:

Dieser Praktikumsversuch behandelt den Lehrstoff der Vorlesung Nachrichtentechnik 1 fiir den Studi-
engang LB (Lehramt an beruflichen Schulen). Mit diesem Versuch soll gezeigt werden, wie mit Hilfe der
Systemtheorie auch relativ komplexe Zusammenhange aus verschiedenen Bereichen der Nachrichten-
technik auf eine zwar abstrakte, aber dafiir sehr handhabbare und tibersichtliche Art und Weise be-
schrieben werden kdnnen. Es sei jedoch an dieser Stelle ausdriicklich betont, dass die angegebenen
Verfahren aufgrund ihres groRen Allgemeinheitsgrades auch in anderen technischen bzw. naturwis-
senschaftlichen Disziplinen wie z. B. der Schaltungstechnik, der Regelungstechnik sowie der Kybernetik
gleichermallen Anwendung finden.

Prinzipiell versucht man in der Systemtheorie, die bei den jeweiligen Aufgabenstellungen vor-kom-
menden GroBen (z. B. zeitverdnderliche Ton-, Bild- und Datensignhale) mittels bestimmter mathe-ma-
tischer Vorschriften in sogenannte Spektralbereiche zu transformieren, um so zu einer ein-facheren
Beschreibung der betrachteten Systeme zu gelangen. Ausgehend von der harmonischen Analyse peri-
odischer Zeitfunktionen (Fourierreihe) werden in diesem Versuch die Gleichungen der Fouriertransfor-
mation sowie deren Anwendungsmoglichkeiten auf lineare zeitinvariante Systeme behandelt.

Als Vorbereitung zu diesem Praktikum sollten Sie die theoretischen Grundlagen durcharbeiten und die
mit ,,V“ gekennzeichneten Vorbereitungsfragen beantworten. Die mit einem Stern versehenen Vorbe-
reitungsfragen und Versuchsdurchfihrungen sind optional, aber trotzdem lehrreich. Sie eignen sich
speziell auch zur Prifungsvorbereitung.

Hinweise zur Programmbedienung:

Die Durchfiihrung des Versuchs findet an Personal Computern statt. Es werden jedoch keinerlei pro-
grammiertechnische, sondern lediglich einige mathematische sowie systemtheoretische Grund-kennt-
nisse vorausgesetzt.

Zur Versuchsdurchfiihrung bendétigen Sie die Menipunkte

e Lineare zinvariante Systeme (im folgendem mit ,,/zi“ bezeichnet)

e Fouriertransformation (,,ft“)
des Lehr- und Demonstrationsprogramms ,LNTsim“. Die Dateneingabe erfolgt weitgehend meni- und
mausgesteuert, wobei standardmaRig die linke Maustaste zu betatigen ist. Durch Driicken der rechten
Maustaste wird dagegen meist ein Eingabefenster ge6ffnet, das die Parameterwerteingabe per Tasta-
tur erlaubt.

Literaturhinweise:

/1/ Hanik, N.: Vorlesungsmanuskript Nachrichtentechnik 1 (LB)

/2/ Hanik, N.: Vorlesungsmanuskript Nachrichtentechnik 2 (LB)

/3/ Marko, H.: Methoden der Systemtheorie, 3. Auflage. Berlin: Springer Verlag, 1995

Hinweise zum Lerntutorial LNTwww:
Die Anleitung ist zur Versuchsvorbereitung ausreichend. Mehr Informationen zum Thema finden Sie in
Kapitel 2 und 3 des LNTwww-Buches Signaldarstellung. Dort finden Sie auch einige passende Lernvi-
deos (IV) und interaktive Multimedia-Elemente (IM):

e Harmonische Schwingungen (LV)

e Eigenschaften und Genauigkeit der Fourierreihe (LV)
e Kontinuierliche und diskrete Spektren (LV)

e GesetzmaRigkeiten der Fouriertransformation (LV)

e Periodendauer Ty periodischer Signale (IM)

e Zeitfunktion und zugehdrige Spektralfunktion (IM)
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1 Periodische Signale

1.1 Definitionen und Eigenschaften

Ein Signal x(t) bezeichnet man als periodisch, wenn fiir alle beliebigen Werte von t und alle ganz-zahli-

gen Werte von i gilt:

x(t +i-Ty =x() . (1)
Der kleinstmogliche Wert von Ty, der (1) erfillt, wird Periodendauer genannt. Den Kehrwert bezeichnet

man als die Grundfrequenz fo= 1/To. Entsprechend ist

2w
wy =2n" f, = To 2

die Grundkreisfrequenz. Bild 1 verdeutlicht diese GroRen an einem Beispiel.

x(0) 4 T, =25 ms; f, = 400 Hz ; wy = 27" fy = 2513 1/s.

5ms

To >

A

Abbildung 1: Beispiel eines periodischen Zeitsignals

Periodische Signale besitzen eine grofle Bedeutung in der Nachrichtentechnik, insbesondere in Zusam-
menhang mit Tragerfrequenzsystemen und der hierfiir erforderlichen Taktgenerierung. Haufig anzu-
treffende Vertreter von periodischen Signalen sind sinus- und rechteckférmige Signale.

Besteht ein Signal aus einer Summe zweier periodischer Signale mit den Periodendauern T; und T,

x(f) = x,(t) + x,(t) , (3)

so ergibt sich die Periodendauer To des Summensignals unabhdngig von den Amplituden- und den Pha-
senverhaltnissen als das kleinste gemeinsame Vielfache von T; und T>. Ist beispielsweise T: = 2ms und
T>=5ms, so betragt die resultierende Periodendauer To = 10ms. Besitzen T; und T, kein gemein-sames
Vielfaches, so ist das Summensignal im Gegensatz zu seinen beiden Komponenten nicht periodisch.
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V 1: Periodendauer und Grundfrequenz

Bestimmen Sie jeweils die Periodendauer Tp und die Grundfrequenz fo der nachfolgend skizzierten
bzw. formelmaRig festgelegten Signale.

S To = i c e s s _fo = s s e s e
x(r)
1 2 3 4 ps
(a) { —»
T —>=Tg ™ s vcenss fo=-eoenn
x(r)
1 i :]& 4‘;15
(b) i
. !
(c) x(t) = sm(x ZE)
I’_‘f_} To B, .00 00 fo | e s s
Ay
(d) x(t) = sin¥(7 ws) .......
= ro B e e 0 le, o el fo WM e easae
I 4
(e) x(f) = cos(2x éﬂ—s) + A -cos(2w 2!‘5-q))
——— TO W R e fo = ..
, ks
(f) x(r) = cos(2x m) + cos(2x o
—— Tg =i sowsoi fo =
N o
(8) x(r) = cos(2x 8}‘5) + 608(8”5
== Tp = :coese. Jo=¢eveonn

1.2 Fourierreihe
Eine periodische Funktion x(t) mit der Kreisfrequenz wo kann in allen Bereichen, in denen sie stetig ist,
auf folgende Weise in eine trigonometrische Reihe (Fourierreihe) entwickelt werden:
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x(f) = ]\}im xn(®) (4)
mit
N N
xN(@) = Ay + D A -cosn-wy-t)+ > B, -sin(n-wy-t). ®)
n=1 n=1

Die Bestimmung der Fourierkoeffizienten Ao, A, und B, beruht auf der Eigenschaft, dass die harmoni-
schen Sinus- und Cosinus-Funktionen Orthogonalfunktionen sind. Fur diese gilt:

To/2 To/2 1
L5 [ cos(n - wy- 1) cos(m - wy- 1) dr = 7,1—- : J sin(n-g- 1) sin(m - wy-1)di= 2 s m =
o 0
£/2 £ 0 falls m=n
T,/2

und Tl : J sin(n - wg - 2)- cos{m - wy-#)dt = 0 fiir alle m, n.
0
-T2

Unter Berlicksichtigung dieser Gleichungen erhalt man fir

- den Gleichanteil: 1 To/2
AO = _f' J x(¢) dt, (6)

. -To/2

- die cos-Koeffizienten: 5 T,/2
A= [x(‘)'ws(”'wo-t)dt, (7)

0

“To/2

- die sin-Koeffizienten: 5 /2
B; = T [ x(t) - sin(n - wy - 1)d. @®)

. ~Tof2

Ist x(t) eine gerade Funktion, d.h. x(-t) = x(t), so sind alle Sinus-Koeffizienten B, = 0. Dagegen gilt fiir
eine ungerade Funktion, x(-t) = -x(t), stets Ao =0 und A, =0.

Eine zur Gleichung (5) dquivalente Darstellung findet sich Gber den Zusammenhang:

A, -cosn-wy-t)+ B, -sin(n-wy-t)= C,-cos(n-wy-t-g@,) )
mit
2 2 - B}
C,=vA;+B; und ¢, = arctan ;14 . (10)

n

Voraussetzung fiir die Konvergenz der Reihendarstellung gemaR (4) und (5) ist, dass das Signal nur
endlich viele Unstetigkeitsstellen je Periode besitzt. An denjenigen Stellen t = t;, an denen das Signal
x(t) endliche Spriinge aufweist, konvergiert die Reihe gegen den aus dem jeweiligen links- und rechts-
seitigen Grenzwert gebildeten arithmetischen Mittelwert.

V2: Berechnung der Fourierkoeffizienten



Versuch 1 —Seite 6 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Gesucht ist die Fourierreihendarstellung des in Abbildung 2 skizzierten periodischen Signals xi(t). Die-
ses kdnnte z.B. durch Doppelweggleichrichtung eines Cosinussignals entstanden sein. Sie kénnen lhre
Ergebnisse anhand der Tabelle in Aufgabe A4 vergleichen.

T x,()

1 + f v f ' 1

-2,0 -1,5 -1,0 0,5 0,5 1,0 1,5

t/T —

Abbildung 2: Betrachtetes periodisches Signal (Cosinus nach Doppelweggleichrichtung)

a) Wie groR ist die Periodendauer To?

b) Berechnen Sie den Gleichanteil Ao.

c) Begriinden Sie, warum alle Sinus-Koeffizienten B, identisch O sind.

d) Berechnen Sie die Koeffizienten A,. Gegeben ist hierzu das bestimmte Integral

/2
2
, - n+1.
f cos(u) - cos(2n - u)du = (- 1)" 42
_.JE'J,J'Z

e) Geben Sie die Fourierreihendarstellung von xi(t) vollstandig an.
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1.3 Spektrum eines periodischen Signals

Jedes Zeitsignal x(t) wird durch seine Spektralfunktion X(f) ebenfalls vollstandig beschrieben. Diese
ist Uber die Fouriertransformation zu berechnen:
+eo
X(f) = f x(t)- 129 gy (11)
Die Umkehrfunktion hiervon lautet (Fourierriicktransformation):

4o

x(t) = f X(f)- el df . (12)
Abkirzend werden diese Funktionalzusammenhange mit X(f) o x(t) bezeichnet. Die Spektralfunktion
(kurz: das Spektrum) eines zeitlich begrenzten Signals (Impuls) kann mit (11) ohne Schwierigkeiten be-
rechnet werden. Dagegen sind bei einem zeitlich unbegrenzten Signal (z.B. einem Gleichsignal oder
einer harmonischen Schwingung) aufgrund des unendlich groRen Integralwertes (11) Grenzlibergange
erforderlich, die durch die Einfihrung der Diracfunktion (Distribution) 6(f) in kom-pakter Weise bewal-
tigt werden kénnen. Die Diracfunktion ist unendlich schmal (d.h. 6(f) = 0 fir f # 0) und bei der Frequenz
f =0 unendlich hoch. Die Impulsflache ergibt einen endlichen Wert:

+ co
Jf o) df = 1 . (13)

— o0

Aus dieser Eigenschaft folgt, dass 6(f) die Einheit 1/Hz = s besitzt.

Mit dieser Definition lassen sich folgende Fourierkorrespondenzen angeben:

x(t) =A o—*  X(f)=A-5(f . (14)

x(t) =A-cosCm-fy-) o X() =2-[0F-f) + 0F+f)] . (19

. A .
x(1) =A-sinQa-fo-) o X(f) =50 [0 ~fo) - O + fo] - (16)
Das Spektrum eines periodischen Signals (hier dargestellt als Fourierreihe gemaR (5))
x(t) = Ag+ > A,-cos(n-wy-t) + > B,-sin{n-w,-1) (17
n=1 n=1

ist mit den Gleichungen (14) bis (16) vollstdndig berechenbar. Der Gleichanteil liefert eine Diracfunk-
tion bei f = 0 mit dem Impulsgewicht A,. Desweiteren gibt es noch Diracfunktionen &(f £ n - fo) bei
Vielfachen der Grundfrequenz fo = 1/To, wobei &(f - n - fo) eine Diracfunktion bei f=n - fo (im positiven
Frequenzbereich) und 6(f + n - fo) eine solche bei f=-n - fo (also im negativen Frequenz-bereich) kenn-
zeichnet. Man erhalt:

X()= 3, D, 0¢-n-f (18)

und somit ein Linienspektrum bei Vielfachen der Grundfrequenz fo = 1/To.
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Die Koeffizienten D, sind im allgemeinen komplexwertig mit Ausnahme des stets reellen Koeffizienten
Do = Ao. Ein Koeffizientenvergleich von (17) mit (18) unter Berlicksichtigung von (15) und (16) ergibt fur
n >0 (positiver Frequenzbereich):

1 . 1 .
D,=3(,-j-B)=5C, el (19)

Das negative Vorzeichen des Imaginarteils ist darauf zurlickzufiihren, dass in (16) die imaginare Ein-
heit im Nenner steht (1/j = —j). Fiir die komplexen Koeffizienten mit negativem Laufindex (n < 0) gilt:

1
D =D

-n n =E

4, +]-B). (20)
Anzumerken ist, dass mit diesen komplexen Fourierkoeffizienten die Fourierreihendarstellung (17) auf-

grund der Eulerschen Gleichungen auch in folgender Weise geschrieben werden kann:

x(t) = D, el (21)

==

Die Fourierkoeffizienten kdnnen dabei nach folgender Gleichung berechnet werden:

'TE‘,IIFQ
D, = % [ x() - €779 dr . (22)
0 T2

Ebenso wie bei den Gleichungen (6) bis (8) kann das Integrationsintervall (hier von —=To/2 bis +To/2)
beliebig verschoben werden, solange die Intervallbreite Ty erhalten bleibt.

V3: Spektrum eines periodischen Signals

Skizzieren Sie das Spektrum X(f) o x(t) des periodischen Zeitsignals

x(t) =3V-2V- cos(2m-fy - 1) + 4V - sin(67 - fo- 1) .

Fos e
Re[X(A] |
-3V
-3 -2 -1 1 2 3 f/fl] ——
/ +3V

Im[X(f)]

Abbildung 3: Spektrum der vorgegebenen harmonischen Schwingung
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1.4 Versuchsdurchfiihrung

In diesem ersten Versuch soll anhand einiger Beispiele gezeigt werden, inwieweit ein periodisches Zeit-
signal durch eine endliche Fourierreihe approximiert werden kann (angendherte harmonische Syn-
these).

Zur Durchfiihrung des Versuchs steht das Programm ,Izi“ zur Verfligung, das die Summe einer aus
endlich vielen Gliedern bestehenden trigonometrischen Reihe (5) berechnet und anschlieBend gra-
phisch ausgibt. Die Koeffizientenzahl N ist dabei frei wahlbar. Alle Zeiten und Frequenzen sind als nor-
miert auf die Bezugswerte T bzw. 1/T zu verstehen.

Mit dem Menipunkt (a) kdnnen vorgegebene Zeitsignale (bipolare Rechteck- und Dreieckfunktion,
Diracpuls) hinsichtlich der Fourierreihendarstellung analysiert werden. Beim Mentpunkt (b) sind da-
gegen die Periodendauer Ty (ebenfalls normiert auf T) sowie die Koeffizienten Ao, A, und B, frei wahl-
bar. Mit dem dritten Menipunkt (c) kdnnen Auswirkungen von linearen Verzerrungen auf periodische
Signale verdeutlicht werden. Hierauf wird erst in der Versuchsdurchfiihrung 2.6 eingegangen.

A1l: Fourierreihendarstellung eines dreieckférmigen periodischen Signals

Ndhern Sie ein dreieckférmiges Signal (vgl. Abbildung 4) durch eine endliche Fourierreihe an und be-
antworten Sie dazu folgende Fragen:

VANRVANIY/\NEVANIVAN
7 ; i —+ 1 f i t f S
20 \5/ -1,0 W W 1,0 W /T, —

Abbildung 4: Betrachtetes dreieckférmiges periodisches Signal

a) Begriinden Sie, warum dieses Signal ein reelles Spektrum besitzt (d.h. es ist B, = 0).
b) Wie grof ist der Fourierkoeffizient Ag?

c) Wabhlen Sie zunachst N = 3. Ermitteln Sie aus der angegebenen Spektralfunktion die Fourier-
koeffizienten A;, A; und As. Zeigen Sie an diesen 3 Beispielen, dass fiir die Cosinus-Koeffizien-
ten der periodischen Dreieckfunktion gilt:

3
A = = fiir ungerades n , ansonsten 0. (23)
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Ay Ay A, A3

mit Programm

nach (23)

d) Interpretieren Sie die Abweichungen der endlichen Fourierreihe vom tatsachlichen Signalver-
lauf far N=1, N=3, N=10 und N = 100.

A2: Fourierreihendarstellung eines Rechtecksignals

Betrachten Sie nun das periodische Rechtecksignal von Abbildung 5, dessen Fourierkoeffizienten sich
wie folgt ergeben (To = T):

At

AU = *min + (xmax _xmin} ' _T_ ’

_ sin(n - 7w - At/ T) 24
An = 2 (xmax-.x:mm) * ne-m ’ ( }
B,=0.

Die verwendeten Signalparameter konnen der unteren Skizze entnommen werden.

T — A f—
).’.(I} Xmax
— i | f |
S T 2T T 4T ~ xmin

Abbildung 5: Allgemeine Form eines periodischen Rechtecksignals.

Zundachst seien die Parameterwerte Xmax = 1, Xmin=-1 und At/T=0.5 .
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a) Ermitteln Sie mit dem Programm ,Izi“ die Fourierkoeffizienten. Uberpriifen Sie diese anhand
von Gl. (24).

0 Ay A, A3 Ay As

mit Programm

nach (24)

b) Interpretieren Sie die Abweichungen der endlichen Fourierreihe vom tatsadchlichen Rechteck-
verlauf fir N=1, N=3, N=10 und N = 100. Welcher Unterschied ist im Vergleich zum dreieck-
formigen Signal gemal Versuch A1, Punkt (d) festzustellen?

c¢) Warum treten hier auch bei sehr groBem N Abweichungen zwischen der Fourierreihe und dem
tatsachlichen Rechteckverlauf auf? Wie nennt man diesen Effekt?

Waihlen Sie nun anstelle des bipolaren ein unipolares Signal (xmin = 0, At/T = 0.5).

d) Tragen Sie die Fourierkoeffizienten in Zeile 1 der nachfolgenden Tabelle ein. Wie unter-schei-
den sich die Fourierkoeffizienten gegeniiber denen des bipolaren Rechtecksignals?

A, A, A, A, A, Aq

AJT = 0.5

At/T = 0.25

At/T = 0.75
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e) Waihlen Sie nun At/T=0.25. Tragen Sie die Fourierkoeffizienten in obige Tabelle (mittlere Zeile)
ein. Welcher Unterschied ist gegentiber At/T = 0.5 festzustellen?

f) Waéhlen Sie nun At/T = 0.75 und tragen Sie die Fourierkoeffizienten in obige Tabelle (untere
Zeile) ein. Interpretieren Sie die Anderungen gegeniiber Punkt e).

A3 *: Fourierreihendarstellung eines Diracpulses (optional)

Ein Diracpuls p(t) ist eine unendliche Summe von Diracimpulsen im Abstand To:

p() =Ty D 8t-n-Ty) . (25)

n=-o
Aus Dimensionsgriinden seien alle Impulsgewichte ebenfalls gleich Ty, da 6(t) die Einheit 1/s besitzt, so
dass p(t) ,ohne Einheit” ist.

a) Ermitteln Sie mit dem Programm ,1zi“ die komplexen Fourierkoeffizienten.

b) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten des Diracpulses auch aus Gl. (22).

c) Bestimmen Sie daraus die Fourierkoeffizienten Ao, A, und B,.

d) Uberpriifen Sie mit dem Programm ,,|zi“ (Menipunkt a), welcher Fehler hier durch den Ab-
bruch der Fourierreihe gemacht wird. Wahlen Sie hierzu N=1, N=10, N =100 und N = 1000.
Betrachten Sie insbesondere die Fourierreihendarstellung bei Vielfachen der Periodendauer
(z. B. bei t = 0) sowie die betragsmaRige Abweichung € beim benachbarten Abtastwert (pro-
grammtechnisch liegt dieser bei t = 0.004; hier sollte eigentlich p(t) = 0 sein). Interpretieren Sie
die Ergebnisse.
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N=1

N =100

N = 1000

N — w

x(t = 0)

£

x(t = 0)

e) Veranschaulichen Sie sich, dass ein unipolares Rechtecksignal (Xmin = 0, Xmax = 1/At) im Grenzfall
At — 0 einen Diracpuls approximiert. Wahlen Sie hierzu N = 100 und At/T =0.1, At/T=0.01,
At/T =0.001. Warum muss Xmax = 1/ At gesetzt werden?

A4: Fourierreihendarstellung eines einweggleichgerichteten Cosinussignals

Gesucht sind die reellen Fourierkoeffizienten des nachfolgend skizzierten periodischen Signals xs(t).

Dieses entsteht z.B. nach idealer Einweggleichrichtung des Sinussignals x4(t). Die Amplituden aller hier

betrachteten Signale seien normiert gleich 1.

Ausgegangen wird von den in Vorbereitungsfrage V2 berechneten Fourierkoeffizienten eines Cosinus-

signals nach Zweiweggleichrichtung. Dieses ist in Abbildung 6 als Signal xi1(t) skizziert. Fiir die Fourier-

koeffizienten gilt hier:

2 4
A =2 A4 =(1ptt.—_ 2. B =0.
O a n =D a-(4-n*-1) "
Ay | A | Ay | Az | Ay | As | Ag | Ay | Ay | Ay | Ay
0.636 | 0.424|-0.085| 0.036{-0.020| 0.013 |-0.009 0.007|-0.005 0.004{-0.003

a) Betrachten Sie das Signal x1(t) am Monitor, wenn es entsprechend der Fourierreihe berechnet
und diese nach N = 10 Koeffizienten abgebrochen wird. An welchen Stellen ist der Abbruch-

fehler am deutlichsten zu erkennen? Betrachten Sie auch das aus der Fourierreihe entste-
hende Signal fur kleinere N-Werte, z.B. fur N=1, N=3 und N = 5.
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x1(r)
2,0 -L5 10 05 0,5 L0 1,5 t/T —=
sz(r} To=T
-2,0 -1,5 -1,0 0.5 0.5 10 L5 /T —=

4

x3(1)
-20 1,5 -10 0,5 0,5 10 L5 ¢ T —»

l||«‘L’-if'i-f}
/N N\ /N /\
\-/[ln -1,5 L0 05 0.5 1,0 1,5\-/; JT —

f xs(r)
20 H—lr,ﬁ 10 25

Bild 6: Signalveridufe zur Aufgabe A4.

=
f

1,0 15

0.5 HT —=

b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten des gegeniiber x1(t) um den Faktor 2 héher-frequen-
teren Signals x»(t) unter Berticksichtigung der neuen Periodendauer Tp = T/2. Wahlen Sie hier
und fiir die nachfolgenden Unterpunkte stets N = 10.
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¢) Um mit dem Programm ,1zi“ den Zusammenhang zwischen x;(t) und den weiteren Signalen
x3(t), xa(t) und xs(t), die alle die Periodendauer Ty = T aufweisen, aufzeigen zu kdnnen, muss
auch bei x,(t) formal die Variable Ty = T gesetzt werden. Wie lauten nun die Fourier-koeffizien-
ten?

’40 ‘41 ‘42 ’43 144 145 346 147 ‘48 !49 ‘410

_

d) Bestimmen Sie die Koeffizienten des gegentiber x(t) verschobenen Signals x5(t) und tber-pri-

fen Sie Ihr Ergebnis mit dem Programm ,,|zi“.
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e) Wie groB sind die Koeffizienten des Sinussignals xa(t)?

f) Bestimmen Sie nun die gesuchten Fourierkoeffizienten des Signals xs(t)? Welcher Zusammen-
hang besteht zwischen x3(t), xa(t) und xs(t)?
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2 Lineare zeitinvariante Systeme

2.1 Methoden der Systemtheorie

Im zweiten Teil dieses Praktikumsversuchs soll der Einfluss eines Ubertragungssystems auf Signal und
Spektrum dargestellt werden. Dabei gelte Abbildung 7 mit dem Eingangssignal x(t) e X(f) und dem
Ausgangssignal y(t) o Y(f).

o X f - ,f o)
}’ ) Ubertragungssystem OB
| O—— ~——-———-—O

(linear, zeitinvariant)

* X() Y :

Abbildung 7: Zur Nomenklatur fiir die Beschreibung von LZI-Systemen

Um den Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal herzustellen, kann man sich der Me-
thoden der Systemtheorie bedienen. Damit kénnen auch relativ komplexe Aufgabenstellungen aus ver-
schiedenen Bereichen der Nachrichtentechnik auf eine zwar abstrakte mathematische, aber dafiir sehr
handhabbare und tbersichtliche Art und Weise beschrieben werden.

Das System in Abbildung 7 kann beispielsweise eine einzelne Baugruppe sein, welche die Form des
anliegenden Signals (z.B. Spannungsverlauf) verandert. Es kann aber auch ein komplettes Nach-rich-
tenlibertragungssystem beschreiben. Das Eingangssignal x(t) ist dann z.B. die Stimme eines Anrufers,
das Ausgangssignal y(t) das auf einem Anrufbeantworter aufgezeichnete Gesprach am anderen Ende
der Ubertragung, das sich von x(t) geringfiigig unterscheidet. Das , System” beinhaltet in diesem Fall
u.a. das Mikrofon, eine Sendeeinrichtung zur Umsetzung des Nachrichtensignals in einen fiir die Uber-
tragung geeigneten Frequenzbereich, das Ubertragungsmedium (Kabel, Licht-wellenleiter, Funk oder
Satellitenverbindung), entsprechende Schaltungskomponenten am Em-pfanger sowie schlieRlich die
magnetische Umsetzung des empfangenen Signals auf Band.

Die Systemtheorie ermdglicht eine Analyse dieses Nachrichtenlibertragungssystems im Zeit- und Fre-
guenzbereich, wobei Realisierungsaspekte nicht beachtet werden und das Gesamtsystem als Einheit
(d.h. als ,,BlackBox*“) aufgefasst wird. Dabei wird nach dem Ursachen-Wirkungs-Prinzip vorgegangen.
Vorauszusetzen sind die Systemeigenschaften Linearitdt und Zeitinvarianz, d.h. es muss gelten:

(@) x,() +x,(t) = y,(1) + y,(0) falls xy(f) == y(f) und x,(8) = y,(t) »
(b) x(t-17) == y(t-7) falls x(r) == y() .

Sind diese Eigenschaften gegeben, so spricht man von einem LZI-System. Fiir das Folgende setzen wir
ohne (allzu groRRe) Einschrankung der Allgemeingultigkeit voraus, dass x(t) und y(t) Spannungs-verlaufe
darstellen.
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2.2 Ubertragungsfunktion

Das Ubertragungsverhalten eines LZI-Systems wird durch die Ubertragungsfunktion

Y(f) _ Wirkungsfunktion
X(f)  Ursachenfunktion

H(f) = (26)

vollstandig beschrieben. Oft wird H(f) auch Systemfunktion oder Frequenzgang genannt.

Da die Spektren X(f) und Y(f) komplex sind, ist H(f) im allgemeinen ebenfalls eine komplexwertige Funk-
tion. Mit der Ddmpfungsfunktion a(f) und der Phasenfunktion b(f) gilt:

H(f) = e . 700 27)

Ist das Eingangssignal x(t) periodisch und dementsprechend das Eingangsspektrum X(f) ein Linienspek-
trum, so besteht auch das Ausgangsspektrum Y(f) = X(f) - H(f) ausschlieRlich aus diskreten Spektralli-
nien bei den gleichen Frequenzen. Das heildt: Aufgrund der Linearitdt des Systems entstehen keine
neuen Frequenzen.

Entsprechend dem Dampfungsverlauf a(f) unterscheidet man zwischen Tiefpass-, Hochpass- und Band-
passsystemen.

V4: Einfluss von LZI-Systemen auf ein Cosinussignal

Gegeben sei die nachfolgende Ubertragungsfunktion mit der Grenzfrequenz fs:

1 _ 1-iflfo 28

HO = T35 7k = 1+ G/fa)

a) Berechnen Sie den Dampfungs- und Phasenverlauf und interpretieren Sie diese Funktionen.
Berechnen Sie insbesondere den Wert H(f = f5).

b) Wie lautet das Ausgangssignal y(t), wenn ein cosinusférmiges Eingangssignal mit der
Amplitude 3V und der Periodendauer T =1/fs anliegt?

c) Welche Eigenschaft hat ein System mit der Ubertragungsfunktion

i-flfo  _ @)’ +iflfe
1+ flfe 1+ (flfe)’

H(f) = (29)

d) Wie lautet nun das Ausgangssignal y(t) bei sonst gleichen Parameterwerten wie in b)? Zeigen
Sie, dass dieses System nicht kausal ist.
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2.3 Lineare Verzerrungen

Liegen am Systemeingang statt einer einzelnen harmonischen Schwingung eine Summe solcher Sinus-
und Cosinusschwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen an, so ist wegen der vorausge-setzten
Linearitat das Superpositionsprinzip anwendbar. Aufgrund der frequenzabhingigen Dampfung a(f)
und Phase b(f) werden die einzelnen Spektralanteile unterschiedlich geddmpft und verschiedenartig
verzogert. Dies hat zur Folge, dass das Ausgangssignal y(t) gegenlber dem Eingangssignal x(t) verzerrt
wird. Im Gegensatz zu nichtlinearen Verzerrungen, durch die auch zusatzliche, im Eingangssignal nicht
vorhandene Frequenzanteile entstehen kénnen, spricht man hier von linearen Verzerrungen.

Das System ist verzerrungsfrei, wenn die Dampfungsfunktion a(f) konstant und der Phasenverlauf b(f)
proportional zu f ist. Verzerrungen, die auf eine frequenzabhangige Dampfung zuriickzufiihren sind,
bezeichnet man als Ddmpfungsverzerrungen. Entsprechend entstehen Phasenverzerrungen aufgrund
eines nichtlinearen Phasenverlaufs b(f).

V5: Einfluss von LZI-Systemen auf ein Cosinussignal
In Al wird gezeigt, dass ein periodisches Dreiecksignal gemal} Abbildung 4 mit guter Naherung durch

eine endliche Fourierreihe angendhert werden kann. Beispielsweise gilt:

8

72

x(1) = 1-cos(wy-t) + % cos(3 - wy- 1) + -1— cos(S-wy-1t) | . (30)

25
Wird dieses Signal (iber einen Tiefpass mit der Ubertragungsfunktion
ENEAT 2
Hf) = e g .2 (31)
Gbertragen, so wird sich das Ausgangssignal y(t) vom Eingangssignal x(t) unterscheiden.

a) Welchen Einfluss hat der zweite Term in Gl. (31)? Setzen Sie fur das Folgende T = 0?

b) Die Grenzfrequenz fs des Tiefpasses sei viermal so groB wie die Grundfrequenz fo = wo/2m. Mit
welchen Faktoren werden die Grundwelle sowie die Oberwellen (n = 3 bzw. n = 5) gedampft?

c) Geben Sie die Fourierreihendarstellung des Ausgangssignals y(t) an. Welche Auswirkungen ha-
ben die Dampfungsverzerrungen im vorliegenden Fall? Wie groR ist y(0)?
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2.4 Impulsantwort und Sprungantwort

Betrachten wir nun den Einfluss eines LZI-Systems auf nichtperiodische, zeitlich begrenzte Eingangs-
signale (kontinuierliche Spektren). Eine Moglichkeit zur Berechnung des Ausgangssignals y(t) bei ge-
gebenem Eingangssignal x(t) ist die Anwendung der Gleichungen X(f) eo x(t), Y(f) = X(f) - H(f) und
y(t) o Y(f). Eine zweite stellt die Faltung (Abschnitt 2.5) dar.

Verwendet man das Eingangssignal x(t) = 6(t), so ist X(f) = 1. Das Ausgangsspektrum ist somit Y(f) = H(f)
und das Ausgangssignal y(t) = h(t), wobei

-+ 00

h(t) = j H(f)- e df (32)

— o

als Impulsantwort (da Antwort des LZI-Systems auf einen Diracimpuls am Eingang) bezeichnet wird.
Ebenso wie durch die Ubertragungsfunktion H(f) wird ein System durch die Funktion (32) vollstindig
beschrieben. Manche Systemeigenschaften lassen sich im Zeitbereich sogar leichter erkennen, so z.B.
die Kausalitdt.

Man bezeichnet ein System dann als kausal, wenn fiir dessen Impulsantwort gilt: h(t < 0) = 0. Im Fre-
guenzbereich ist die Formulierung der Kausalitatsbedingung deutlich schwieriger (siehe Skriptum NT
1). Alle realisierbaren Systeme (z.B. Schaltungen) sind immer kausal. Die Begriindung hierfr ist ein-
fach: Wenn man zum Zeitpunkt t = 0 einen kurzzeitigen Impuls am Eingang anlegt, kann nicht bereits
vorher ein Ausgangssignal erscheinen.

Dennoch beschéftigt man sich in der Systemtheorie auch haufig mit solchen akausalen Systemen, zum
Beispiel bei der Analyse von Dampfungsverzerrungen. Mit einer Laufzeit t hinreichender GroRe kann
namlich jede akausale Ubertragungsfunktion zu einer kausalen gemacht werden h(t) - h(t — ). Wie
Sie in V5 hoffentlich gezeigt haben, werden durch diese MaRnahme keine zusatzlichen Verzerrungen
erzeugt.

Eine weitere wichtige SystembeschreibungsgroRe ist die Sprungantwort o(t). Diese erhalt man am Sys-
temausgang, wenn am Eingang eine Sprungfunktion

0 firr<O
(@) =14 05 fir r =0 (33)
1 firt>0

angelegt wird. Anzumerken ist, dass die Sprungantwort ohne Einheit ist (falls y(t) ohne Einheit ist),
wihrend die Impulsantwort die Einheit 1/s aufweist.

Da die Sprungfunktion y(t) gemal (33) als Integral Gber die Diracfunktion &(t) interpretiert werden
kann, kann auch die Sprungantwort als Integral liber die Impulsantwort berechnet werden:

I

o(t) = [h(r} dr . (34)

o

=00

In Vorbereitungsfrage V7 soll dieser Funktionalzusammenhang tber die Faltungsoperation abgeleitet
werden. Bei kausalen Systemen ist die untere Integrationsgrenze gleich 0.
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V6: Zusammenhang zwischen Ubertragungsfunktion, Impuls- und Sprungantwort

Die Ubertragungsfunktion eines Tiefpasses sei wie folgt gegeben:

TV |
H(f) = siqm 5 kHz) .

a) Wie lautet die Impulsantwort h(t)? Wie grol8 ist insbesondere h(0)? Skizze. Hinweis: Verwen-
den Sie zur Losung die im Tiefpasskatalog angegebene Fourierkorrespondenz.

. . . L 1 L . . ' . ' 1 1
I 1 I ! T T T 1 1 ] T [ T T T T

-1.0 -0.5 0.5ms  ; —u -1.0 -0.5 0.5ms | —

Abbildung 8: Impuls- und Sprungantwort zu V6

b) Geben Sie auch eine quantitative Skizze der Sprungantwort o(t). Wie groR ist o(0)?

c) Durch ein Laufzeitfilter kann obiger Tiefpass kausal gemacht werden. Wie grof8 ist die Verzo-
gerungszeit mindestens zu wiahlen? Geben Sie die Ubertragungsfunktion des kausalen Tiefpas-
ses an und skizzieren Sie die Impuls- und die Sprungantwort in obige Diagramme.
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2.5 Faltung

Ist die Systemantwort h(t) bekannt, so kann der Einfluss eines LZI-Systems (vgl. Abbildung 7) auf das
Eingangssignal x(t) auch direkt im Zeitbereich angegeben werden. Da das Ausgangsspektrum
Y(f) = X(f) - H(f) ist, gilt nach dem Faltungssatz (siehe Skriptum NT1):

—+ oo

y(t) = J x(t)-h(t-17) dz. (35)

-0
Die Faltungsoperation, abgekirzt mit y(t) = x(t) * h(t), ist kommutativ, so dass man alternativ zu (35)
auch schreiben kann:

+ oo

y(t) = f h(z)-x(t-7) dr. (36)

-0

Die Gleichung (35) lasst sich aus der Fouriertransformation (11) und Gl. (26) ableiten:

EN..) + @
Y(f) =X(h-H{) = [ x(1) €127 dr - f he') 2T dr’ = (37)
_.co+m o =
= ( fx(r).-h(z’)-e—i'ﬂﬂf“')dr dt”.

Mit der Substitution t =Tt + t‘ folgt ndamlich:

+o 4o

Y(f) = J j x(7)-h(t-7) dr - eT%F dr . (38)

-0 -0

§ y(f)

Diese Gleichung beschreibt die Fouriertransformation, wenn man das innere Integral gleich y(t) setzt.
Somit ist Gl. (35) bewiesen.

Bei vielen Aufgabenstellungen (jedoch beileibe nicht bei allen) kommt man durch Anwendung der Fal-
tung schneller zum Ergebnis als mit der herkdmmlichen Vorgehensweise

o X(f) == x(t),
o Y(f) = X(f) - H(f) und
o y(t) o= Y(f).

Dies gilt insbesondere dann, wenn x(t) bzw. h(t) zeitlich begrenzt ist (vgl. Vorbereitungsfrage V7) oder
wenn eine der beiden Zeitfunktionen als Summe von (gewichteten und verschobenen) Diracfunktio-
nen dargestellt werden kann. Es gilt ndmlich: §(t — to) * h(t) = h(t — to).
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V7: Berechnung der Sprungantwort iiber die Faltung

Zeigen Sie die Glltigkeit der Beziehung (34) mit Hilfe der Faltungsoperation. Wie lautet diese Gleichung
bei kausalen Systemen?

2.6 Versuchsdurchfiihrung

Im zweiten Versuch sollen die eben dargelegten theoretischen Zusammenhéange an Beispielen nach-
vollzogen und Uberpriift werden. Die Aufgaben A5 bis A7 werden wie in Abschnitt 1.4 mit dem Pro-
gramm ,,1zi (MenUpunkt c) gel6st, die weiteren mit ,, ft“.

A5: Einfluss verschiedener Ubertragungsfunktionen auf ein Rechtecksignal am Eingang

Das Eingangssignal sei das periodische bipolare Rechtecksignal von Abbildung 5 mit At/T = 0.5
(xmax = 1, Xmin = —1). Betrachten und beschreiben Sie qualitativ die verschiedenen Ausgangssignale und
ihre Spektren nach einem

a) GauR-Tiefpass:

b) Tiefpass erster Ordnung:

c) Hochpass erster Ordnung:
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d) Allpass erster Ordnung:

Wabhlen Sie die (normierte) Grenzfrequenz jeweils f; =2 und f; = 4. Beobachten Sie insbesondere die
entstehenden Dampfungs- und Phasenverzerrungen.

AG6: Einfluss verschiedener Ubertragungsfunktionen auf ein Dreiecksignal am Eingang

Beobachten Sie auch den Einfluss der vier in A5 angegeben LZI-Systeme (mit f; = 2) bei dreieck-formi-
gem Signal entsprechend Abbildung 4. Interpretieren Sie nun die Dampfungs- und Phasenver-zerrun-
gen im Vergleich zum rechteckférmigen Eingangssignal gemal AS.

A 7*: Zusammenhang zwischen Diracpuls, Ubertragungsfunktion und Impulsantwort

Wahlen Sie nun als Eingangssignal einen Diracpuls und die vier in A5 angegeben LZI-Systeme (mit f; =2
). Was gibt in diesem Fall das Ausgangsspektrum an?
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8: Kennfunktionen des GauBtiefpasses
a) Ermitteln Sie mit dem Programm "ft" (Menipunkt a)

die Ubertragungsfunktion,

H(f),

die Impulsantwort h(t),

die Sprungantwort p(t) und

die Rechteckantwort p(t) (= Ausgangssignal bei einem Rechteckimpuls der Dauer 1
und Hohe 1 am Eingang, jeweils normiert)

des GauRtiefpasses und tragen Sie diese Funktionen in Bild 9 ein. Wahlen Sie die normierte Grenzfre-
qguenz f; = 1. Geben Sie eine kurze Interpretation der Kurvenverlaufe. Was lasst sich Gber die Realisier-
barkeit dieses Tiefpasses aussagen?

H(f) h(z)
1 3T
2..
‘5....
1..
, f . t
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
o(r) p(1)
11 1-
51 51
i ‘ I
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
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b) Welche qualitativen Veranderungen ergeben sich an der Impuls-, Sprung- und Rechteck-ant-
wort, wenn die Grenzfrequenz f, variiert wird (f,=0.5 bzw. fy=1.5)?

c) Andern Sie nun bei f,= 1 die Dauer und Héhe des Rechteckimpulses am Eingang, wobei die
Impulsflache = Dauer mal Hohe konstant bleibt. Interpretieren Sie die Rechteckantworten.
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A9: Graphische Faltung
Die Faltungsoperation (35) lasst sich graphisch in folgenden Schritten l6sen:

Zeitvariable von Eingangssignal und Impulsantwort umbenennen: t — T,
Impulsantwort spiegeln: h(t) — h( -T1),

Gespiegelte Impulsantwort um t verschieben: h(t) — h(t -1),

Multiplikation der Zeitfunktionen: x(t) - h(t -1),

Integration Uber das Produkt unter Berlicksichtigung der Integrationsgrenzen ergibt

® oo T o

den Wert des Ausgangssignals y(t) zum Zeitpunkt t.

Veranschaulichen Sie sich diese Vorgehensweise mit dem Programm ,,ft“ an einigen Beispielen, und
zwar flr einen

a) rechteckférmigen Eingangsimpuls (Dauer 1) und eine exponentiell abfallende Impulsantwort
(d.h. Tiefpass erster Ordnung, Grenzfrequenz (f; = 0.2),

b) rechteckférmigen Eingangsimpuls ( Dauer 1) und eine rechteckférmige Impulsantwort ( d.h.
Spalttiefpass, Grenzfrequenz f; = 1.0 bzw. f, = 0.5,

c) gaulkférmigen Eingangsimpuls (mit dquivalenter Impulsdauer 1) und eine rechteckférmige
Impulsantwort ( d. h. Spalttiefpass, Grenzfrequenz f; = 1.0),

d) fir einen gauRformigen Eingangsimpuls (mit dquivalenter Impulsdauer 1) und eine gaulRfor-
mige Impulsantwort (Grenzfrequenz f, = 1.0).

Notieren Sie sich in Stichworten die Besonderheiten der jeweiligen Kombinationen.
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3 Tiefpasskatalog

Frequenzgang Impulsantwort
Hf) = 1 fir |f| sfs | 7O =2fosi@nf5 1)
ansonsten 0 mit si(x) = ﬂlx(x—)
Trapez-Tief]
1 fiir Lfl < fl h(t) = 2fG Si(2m 'fG 1) si(2xw fG,r . l)J
H(f) = sz‘% i f & U S5 e poshEB s pudit
271 ansonsten 0 2 h+h
eieck—Ti
= . qid( 7 .
H(f)=1--j[,f—l fir 1] <fq h(t) = fo - si¥(Tfg+1)
¢ ansonsten 0 mit sife) = sin(x)
sir) = —=
RN ; My =2f;  fir il S5
H{) = si(z-2- fo
fo
ansonsten 0
> _Ticfpat
H(f)=si2(:r-;:-f— h@) = fs-[1-f5- It1]
G 1
fi t| < —
ro |t s
Gau3-Tiefpafl
HY) = epl-a- LR | k@) = 2fg- expl-m- (2f 1]
2fq
TiefpaB n-ter Ordnung 1 Ordaung (=1
h(t) = 27 -f5- exp[-27 - f 1]
1 fir t = 0, sonst 0
Hf) = ——— 2. Ordnung (n =22):
(1 +j-fife)' h(t) = 4a-f? -t~ exp[-2n-f-1]
fir t = 0 , sonst 0
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4 Musterlosungen der Vorbereitungsaufgaben

-+

x(1)

(b) t —>

© ) = sin(z ;s

(-2 = w5

(e) x(t) = codh'-z#) +4" con2 - )
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A\
a) T0=T
T2 T/2 %/2
b) A - jx(t)dl=l' ’oos(at'i)dt= = jCOS(u)du
0 T 1 T J T 7
-Ty/2 -T2 — 2
t Ldr
u==m Ts du_“ T

Nach Integration unter Bertcksichtigung der Symmetrie:
2. bz e 2
Ay= = [sm(—z—)-sm(O)] =

c)  xi(7) ist eine gerade Funktion; daraus folgt: B, = 0 fiir alle n

. T2 E T,/2
d A,= T f x,(t) -cos(n - wy -t)dr= T j cos(n‘TLo) -cos(n -M'L)dt
0

T
0 0
-T2 /2 -T2
oy megrai e B ol 2 oo L L. S
Mit y = = T : A == j cos(u) - cos(2n - u)du =(-1) :z'(4'n2—1)
-nf2 /

bwee - cos(n - wy - )

2 2 2
[1+§- cos(wy I)-TS— cos(2 * wy t)+§cos(3 W' ) -. . ]

V3:
r -
RefX (9] _
-3V _pv
. r -1 ! : /
/3 -2 l l 2 3 f /fO —
+j2V -1V +3V ’ -1V

Im[X(f)]



Signale und Spektren Versuch 1 — Seite 31

V4.

a)

b)

d)

Vs:

b)

af) = -In|H)| = In/1+f%fE ,

Imaginarteil
Kf) = —arcH(f) = —arctan—R—f:lT = arctan(f/f,) .

Der Dampfungsverlauf nimmt von 0 Neper (fiir f=0) mit steigender Frequenz konti-
nuierlich zu ("TiefpaBcharakteristik™). Die Phase steigt von 0 auf /2. Fur f = f gilt:

H(f=fo)=V(1+])=05- (1) =+ ¥/

Die Amplitude wird um J/1/2 Kleiner, die Phase betrigt -45°. Daraus folgt:
k. t-T/8

T 4 g
Das Ausgangssignal y(7) ist gegeniiber x(f) um 7/8 nachlaufend.

1) = 2.121V - cos(27 - ) = 2.121V " cos(2x -

Bei f=0 ist H(f)= 0, d.h. die Dampfung unendlich groB. Mit wachsendem f nimmt
a(f) kontinuierlich ab ("HochpaBcharakteristik™). Die Phaseist gegenlaufig zu Punkt

a). Fir f = f gilt:
H(f=fo)=j/(1+])=05-(1+j)= <=+ e*7/%

v

Die Amplitude wird wieder um \/I—/E kleiner, die Phase betragt +45°. Daraus folgt:
W) = 2.121V - cos(27 * /T + %) .
Das Signal ist gegeniiber x(f) um 7/8 vorlaufend, d.h. System ist nicht kausal.

Da hier der Phasenverlauf b(f) linear mit f ansteigt, bewirkt dieser Term keine Pha-
senverzerrungen, sondern lediglich eine fiir alle Frequenzen konstante Verzogerung
um 7 ("Verschiebungssatz”, siche Skriptum NT1, Abschnitt 1.4.6).

Hf =f,) = TG = e/t ~ 0952
Hf =3f) = G 9w 0,643
Hf=5fy) = ™68 = e257/64 = 0203 .
Die einzelnen Anteile werden entspreéhend Punkt b) gedampft. Somit ist

.Y(t) = % "0.952'008((00'0 + %'008(3 -a)o-t) + 9%'005(5'(00’!)] 2

Die Spitzen (hoherfrequent) sind abgeschwacht. Der Wert bei £=0 ist nur mehr

¥0) = % [0.952 R0 0'293] ~ (.838 .

9 25
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Veé:
a) h(z) ist dreieckformig im Bereich |z | < 0.5 ms. 2(0) = 1/(0.5ms)= 2 kHz.
b) o(r) ergibt sich nach (34) als Integral iiber A(f). Der Endwert ist somit 1, o(0) = 0.5.

hT o //\\ T } !
(t) akausal \\ kausal o(t)
\\ ‘LO.S
\
% akausal kausal
IR B . W —— —_—
-1.0 -0.5 0.5ms f —= -1.0 -0.5 0.5ms { —

¢) Minimale Verzogerungszeit: f = (.5 ms.

. f ~j=wrf-Ims
H{) = siXx 5 kHz) e 3

V7.
Wir gehen von Gl. (36) aus. Mit x(7) = y(r) gema8 Gl. (33), wobei formal ¢ durch 7 er-
setzt wird, ist die gespiegelte Funktion x(z-7) fiir 7 > 0 identisch 0, ansonsten 1. Durch
die Zeitverschiebung um¢ erfolgt der Sprung (von 1 auf 0) erst bei ¢, so daB das Produkt
h(t)-x(t-7) fir 7 > t ebenfalls gleich 0 ist. Damit erhdlt man die obere Integrationsgrenze
von Gl. (34).

Ist A(7) = 0 fiir 7 < 0, so kann die untere Integrationsgrenze zu 0 gesetzt werden, und

man erhalt:

t
o(t) = Jrh(r) drz.

0

V8:
Entsprechend der Definitionsgleichung (39) gilt:

g

1
o P

FL(p) = J' e?t dr = _l-e"P"
P
0

Betrachtet man p als eine reelle Variable, so beschreibt die Laplacetransformierte eine
reelle Funktion (Hyperbel). Da p jedoch komplex ist, ergibt obiges Ergebnis einen Pol
bei p = 0. Demgegeniiber ist I'(f) eine komplexe Funktion, deren Realteil nur bei der
Frequenzf = 0 erscheint (Diracfunktion), wahrend der kontinuierliche Anteil eine imagi-
nare ungerade Funktion ist.
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5 Musterlosungen zur Versuchsdurchfithrung
Al:

a) Es handelt sich um eine gerade Funktion, da x(-f) = x(f) ist.
b) Aypist 0, da dieser Koeffizient den Gleichanteil (Mittelwert) des Signals angibt.

c) Die Spektrallinien bei den (normierten) Frequenzen f= 1, 2bzw. 3 sind 0.405, 0 bzw.
0.045. Die dazugehorigen cos-Koeffizienten sind doppelt so groB.

AO Al AZ A3
mit Programm 0 0.810 0 0.090
8 8
h (23 =
-5 0 = 0 TP

Die Werte stimmen exakt uiberein. Alle Koeffizienten mit geradzahligem » sind 0,

da x(f) = —x(t +Tp/2) gilt (d.h. das Signal ist innerhalb der Periode ungerade, vgl.

Skriptum NT1).

d N=1: In der Fourierreihe ist nur die Grundfrequenz (als Cosinus) enthalten.

N=3: Bereits recht gute Anndherung. Grote Abweichung bei /=0 und Vielfa-
chen von T aufgrund der Spitze im Signalverlauf. Die maximale Abwei-
chung betragt ca. 10%.

N=10: Im allgemeinen ist innerhalb der Zeichengenauigkeit kein Unterschied
zwischen Fourierreihe und Original feststellbar. Die maximale Abwei-
chung an der Spitze betragt nun ca. 4%.

N=100: Eswerden nun auch die Spitzen sehr gut nachgebildet. Die Abweichung
betragt nur noch ca. 0.4%.

A2
a) A, A, A, A, A, As
mit Programm 0 1.273 0 -0.425 0 0.255
nach (24) 0 4 0 - 8 0 .8
4 3w 5w

Die angezeigten Werte stimmen exakt iiberein.

b) N=1: Die Grundfrequenz hat eine groBere Amplitude als das Rechtecksignal
selbst, da die Fourierkoeffizienten alternierende Vorzeichen aufweisen.

N=3 Die Approximation ist deutlich schlechter als beim Dreieckimpuls, da das
Rechtecksignal Unstetigkeitsstellen aufweist. Diese Aussage gilt fir alle

Werte von N.
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N=100: Beisehr groBen N-Werten (z.B. N=100) wird der Funktionsverlauf mit
Ausnahme der Unstetigkeitsstellen gut nachgebildet. Bei diesen kommt
es zu schnell oszillierenden Uberschwingern (siehe Punkt c).

c) Selbst fiir N—+ oo kommt es in der Nahe der Sprungstellen zu Uberschwingern bis zu
ca. %% (Gibbscher Effekt). Der Wert an der Sprungstelle direkt ergibt sich als der
arithmetische Mittelwert von links- und rechtsseitigem Grenzwert.

d) A, A, A, A, A, Aq

At/T = 0.5 0.5 0.637 0 -0.212 0 0.127

AT =025 0.25 0.450 | 0.318 | 0.150 0 -0.090

At/T=075| 0.75 0450 | -0.318 | 0.150 0 -0.090

Die Koeffizienten A, (n > 0) sind halb so groB wie unter Punkt a); dies gehtauch aus
Gl. (24) hervor. Der Gleichanteil ergibt sich nun zu 4y = 0.5.

e) Der Gleichanteil ergibt sich nun zu Ay = 0.25, da der Amplitudenwert 1 jetzt nur
halb so oft wie unter Punkt d) erscheint. Die Koeffizienten Ay, (d.h.: n gerade) sind
halb so groB wie die Koeffizienten 4, unter Punkt d). Beispielsweise gilt:
A,= 0.318 = 0.637/2. Dies hangt damit zusammen, daB wegen der halb so breiten
Rechteckimpulse die Hillkurve der Spektrallinien doppelt so breit und deshalb auch
nur halb so hoch ist. Die Koeffizienten dazwischen sind Interpolationswerte.

f) Es gilt: xg(t) = 1-x()t-7/2). Der Gleichanteil ergibt sich nun zu 4y =1-0.25=
0.75. Die Koeffizienten A, besitzen die gleichen Betrige wie unter e), jedoch mit
unterschiedlichen Vorzeichen aufgrund der Invertierung und Verschiebung (siehe
auch Aufgabe A4(d)).

A3:
a) D,=1firallen

b) Es gilt:
T2 T /2
1 o RN
D= | M-t <. [ 700 et
Ty/2 g T2

Alle anderen Diracimpulse liegen auBerhalb des Integrationsintervalls. Fiir £ =0 ist die
Diracfunktion gleich 0, fiir =0 ist der Drehfaktor gleich 1. Somit gilt:
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Tof2
D, = J yde=1.
-T2
c) Ay=1, A,=2 fiir alle n, B,=0 fiir alle n
d) N=1 N=10|N=100 | N=1000| N-—
x(t = 0) 3.000 21.00 201.0 2001.0 0
€ 2.999 20.76 47.6 15.0 0
£
X1 = 0) =1 0.988 0.237 0.007 0

Je groBer N, desto besser wird der Diracpuls approximiert.

e) Beim Rechtecksignal nehmen die Fourierkoeffizienten D, mit wachsendem n ab. Je
kleiner At/T ist, um so langsamer geschieht der Abfall. Fur Az/T=0.001 sind alle
dargestellten Fourierkoeffizienten gleich 1 (auf 3 Dezimalstellen genau).

Fiir kleine Werte von At kann sin(n-z- At/T) = n-7- At/T gesetzt werden, so daB fur
die Fourierkoeffizienten naherungsweise gilt: D, = At/T. Das bedeutet, da D, fir
kleines At ebenfalls sehr klein wird. Dies muBl durch eine groBere Amplitude 1/Az
kompensiert werden. Physikalisch bedeutet diese VergroBerung der Amplitude, daB
der Rechteckimpuls ebenso wie der zu approximierende Diracimpuls p(7) die Impuls-
flache 1 besitzt.

Ad:
a) Der Abbruchfehler macht sich an der Signalspitze am stirksten bemerkbar. Der
Fehler ist wieder um so groBer, je kleiner NV ist.

b) Nach Vorbereitungsfrage V2(e) gilt:

2 2 2 2
x,(1) = ;l:l +§-'cos(a)0'z)-?§-cos(2'w0'r) +-3—§-'cos(3'wo°t)-. . ]

Das Signal x(¢) ist doppelt so schnell. Es ergeben sich genau die gleichen Fourier-
koeffizienten wie unter Punkt a, wenn man die tatsachliche Periodendauer Ty = 7/2
einsetzt. Daraus folgt fiir die Kreisfrequenz: wg = 2a/Ty = 4a/T Dies zeigt auch das
Programm.

c) Geht man dagegen wieder von der Periodendauer T =T aus, so sind die Koeffizien-
ten mit ungeradem »n gleich Null, wahrend fiir gerades n gilt:

Apy(t)) = A, x,(1)) -
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Der Koeffizient Ag und die B-Koeffizienten sind weiterhin 0. Gegenaber Punkt b)
ist die Approximation bei gleichem N = 10 etwas schlechter, da nun nur mehr 5 von
Null verschiedene 4A-Koeffizienten herangezogen werden.

Ay | A Ay | Ay | Ay | A5 | Ag | A; | A5 | Ay | Ay

0636 | 0 |0.424| 0 |-0.085 O 0036, 0 [-0.0200 0 |[0.013

Das Zeitsignal lautet nun mit wg = 27/T:
x,(1 =—% |:1+% cos(Z-wy-t)——¢ 2 cos(4 wg 1) + 325 ~Cos(6 - wy 1) -. . ]

d) Aus den Signalverlaufen erkennt man sofort, daB x;(r) = xp(t-T/4) ist. Daraus folgt:

S = % [1 + %'008(2-wo-(l-§))——12-5-~cos(4-wo-(t-§)) +32—5-cos . ]

ERES

. 1+--cos(2 wg -t - 't)-i cos(4- wy-1-2- :r)+% cos:l

—

Il
BN

3

1-3 cos(2-wg-t) - 2 cos(4 g * t)--i5 cos(6-wy-1)-. . ] .

Ay | Ay | Az | A5 | Ay | A5 | Ag | A | Ay | Ay | Ay

0636| 0 |-0424 0 |-0.085 0 |[-0.036, O |-0.020, 0O |-0.013

e) Ap=0, 4,=0 fir alle n, B;=1, alle anderen (d.h. mit n 22) B-Koeffizienten sind 0.
f) Es gilt:
1
xs(t) = E‘[x3(t) + x,(0)] -

Das bedeutet, dal wegen der Linearitdt die in d) und e) bestimmten Koeffizienten
jeweils halbiert und aufsummiert werden miissen. Daraus folgt:

Ay | Ay | Ay | A3 | Ay | A5 | Ag | Ap | Ay | Ay | Ay

0318, 0 |[-0212 O (-0.042] 0O [-0.018f O |-0.010f O (-0.006

By | Ba| By | Bi | Bs: | Bg| B | Bu| Bs | By

0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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AS:

a) GauB-TiefpaB: Die hoherfrequenten Anteile werden weiter gedampft. Deshalb wer-
den die Ecken abgerundet. Je kleiner die Grenzfrequenz, desto starker ist dieser Ef-
fekt. Phasenverzerrungen treten hier keine auf: auch y(¢) ist eine gerade Funktion.

b) TiefpaB erster Ordnung: Das Eingangsspektrum wird nach Betrag und Phase veran-
dert (Dampfungs- und Phasenverzerrungen). Sowohl der Flankenanstieg als auch
der -abfall verlaufen nun nach einer Exponentialfunktion. Je kleiner die Grenzfre-
quenz, desto langsamer erfolgt der Anstieg und Abfall.

c) HochpaB erster Ordnung Die hochfrequenten Flanken werden nicht beeinfluBt. Da-
gegen werden die konstanten Signalabschnitte sehr stark verformt (Dampfungs- und
Phasenverzerrungen). Je groBer die Grenzfrequenz, desto starker ist dieser Effekt.
Da die sprunghaften Anderungen des Eingangssignals jeweils normiert 2 betragen,
ist das (normierte) Ausgangssignal an den Sprungstellen £2.

d) AllpaB erster Ordnung Die Fourierkoeffizienten von Ein- und Ausgangssignal sind
betragsmaBig gleich (keine Dampfungsverzerrungen). Trotzdem wird der Signalver-
lauf aufgrund der Phasenverzerrungen stark verzerrt (siche auch Al2).

A6:
Bei den Tiefpéassen machen sich die linearen Verzerrungen weniger bemerkbar als
in AS, da das Eingangssignal weniger hochfrequente Anteile besitzt. Entsprechend
starker sind die Verzerrungen beim HochpaB. Das Ausgangssignal 1aBt hier die
Dreiecksform nicht mehr erahnen, lediglich die Spitzen werden einigermaBen richtig
wiedergegeben.

AT:

Das Ausgangssignal zeigt eine Summe von Impulsantworten, d.h. es gilt:

-]

W) =p@)*h@®) = Ty D 8(t-n-TY)*h{) =Ty > h(t-n-Tp)
n=-wo n=-@
Das Ausgangsspektrum gibt die Ubertragungsfunktion in abgetasteter Form wieder
(bei Vielfachen der Grundfrequenz). Dies 138t sich z. B. mit dem Faltungssatz zeigen.

AS8:

a) Ubertragungsfunktion und Impulsantwort sind gauBférmig. Die Sprungantwort
steigt von 0 auf 1 monoton an, es gibt keine Uberschwinger. Die Rechteckantwort
ist ebenfalls trage und erreicht den gewiinschten Maximalwert 1 nicht ganz, sondern
lediglich 0.988. Ohne zusatzliche Laufzeit ist der GauBtiefpaB nicht realisierbar.



Versuch 1 — Seite 38

Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

b)

c)

A9

a)

b)

d)

H(f) k(1)
1 + 3 4
2 -
5T
1
f , : ; =
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1k &
11
alt) p(®)
1 T 1
ST 5
g e : e
=2 | 0 1 2 2 ~1 0 1 2

Bei groferem f; werden auch die héheren Frequenzen besser durchgelassen, die Im-
pulsantwort wird schmaler und héher. Je groBer fg, desto besser nahert sich die
Sprungantwort der Sprungfunktion und die Rechteckantwort der Rechteckfunktion
an (steilere Flanken). Entsprechend gegenlaufig ist das Verhalten bei kleinerem fg.

Je schmaler und hoher der Eingangsimpuls, desto mehr nahert sich die Rechteckant-
wort der Impulsantwort an, was bereits in A3 (Unterpunkt e) deutlich wurde.

Die Vorgehensweise ist genauso wie in der Anleitung beschrieben. Da x(¢) auf den
Bereich -T/2< 1 <7/2 und h(¢) auf 7 =0 begrenzt ist, beginnt y(f) ebenfalls erst bei
-T/2. Im Bereich bis 7/2 ist ein exponentieller Anstieg, anschlieBend ein exponen-
tieller Abfall feststellbar.

Da nun die Impulsantwort ebenfalls symmetrisch zu 7= 0 ist, konnte auf die Spiege-
lung verzichtet werden. Es ergibt sich ein dreieckformiger Ausgangsimpuls (falls
fe=1.0, d.h. Breite der Impulsantwort ebenfalls 1) bzw. ein trapezformiger Aus-
gangsimpuls (falls f = 0.5, d. h. Breite der Impulsantwort gleich 2).

Die Breite des gauBformigen Eingangsimpulses wird durch die Faltung mit der Im-
pulsantwort vergroBert. Man erhalt genau das gleiche Ergebnis, wenn ein rechteck-
formiger Eingangsimpuls mit einer gauBférmigen Impulsantwort gefaltet wird.
Die Faltung eines gauBférmigen Eingangsimpulses mit einer gauBférmigen Impuls-
antwort ergibt wieder einen GauBimpuls, dessen Breite von den Parametern ab-
hangt. Der Ausgangsimpuls ist stets breiter als Eingangsimpuls und Impulsantwort.
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Vorbemerkung:

Dieser Versuch behandelt die Grundlagen der Wahrscheinlichkeit und der Statistik. Als Vorbereitung
sind die Kapitel 1 bis 3 durchzuarbeiten und die Vorbereitungsaufgaben unter

o Kapitel 1.4
o Kapitel 2.5
o Kapitel 3.6

zu lésen. Im Anhang finden Sie die Musterlésungen der Aufgaben zu Ihrer Kontrolle. Die Aufgaben zur
Versuchsdurchfiihrung, die Sie im Praktikum bearbeiten missen, sind in

e Kapitel 1.5
e Kapitel 2.6
o Kapitel 3.7

zusammengestellt. Die vollstandigen Versuchsbeschreibungen und die Musterlosungen finden Sie in
unserem Lerntutorial ,,LNTwww* (www.Intwww.de) im Buch 3:,,Stochastische Signaltheorie”.

Im ,,LNTwww*“ gibt es auch einige Lernvideos zu den entsprechenden Kapiteln, welche zum besseren
Verstandnis der Thematik beitragen konnten. Diese Videos finden Sie, indem Sie www.Intwww.de
besuchen, das Buch ,Stochastische Signaltheorie” und dort die zweite Seite der Vorbemerkungen aus-
wahlen. Im Zusammenhang mit diesem Versuch bieten sich an:

e Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit (zu Kapitel 1.1: Dauer 5:19)

e Mengentheoretische Begriffe ... (zu Kapitel 1.2 — 2-teilig: Dauer 6:10 — 6:10)

e Statistische (Un—)Abhéangigkeit (zu Kapitel 1.3 — 3-teilig: Dauer 4:17 — 3:40 — 3:40)

e Momente von diskreten ZufallsgrofBen (zu den Kapiteln 2.2 und 3.3: Dauer 6:32)

e  Wahrscheinlichkeit und Dichtefunktion (zu Kapitel 3.1 — 2-teilig: Dauer 5:30 — 6:35)
e Zusammenhang WDF — VTF (zu Kapitel 3.2 — 2—teilig: Dauer 6:40 — 3:20)

Wir hoffen, dass wir Ihnen mit diesem Versuch die Grundideen der Wahrscheinlichkeitsrechnung na-
her bringen konnen, obwohl (oder gerade weil) diese Thematik in Ihren Vorlesungen nicht direkt be-
handelt wird. Aber vielleicht kdnnen Sie noch auf Wissen aus lhrer Schulzeit zurlickgreifen.

Literaturhinweise:

1 Buch 3 des Lerntutorials LNTwww: ,Stochastische Signaltheorie”
Greiner, M.; Tinhofer, G.: Stochastik fiir Studienanfédnger der Informatik. Minchen: Carl Han-
ser, 1996.

3 Papoulis, A.; Pillai, S.U.: Probability, Random Variables, and Stochastic Processes. Fourth Edi-
tion. New York: McGraw-Hill, 2002.


http://www.lntwww.de/
http://www.lntwww.de/
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1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1 Einige grundlegende Definitionen
Experiment und Ergebnis

Ausgangspunkt einer jeden statistischen Untersuchung ist ein Zufallsexperiment. Darunter versteht
man einen unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbaren Versuch mit ungewissem Ergebnis
E, bei dem jedoch die Menge {E,} der moglichen Ergebnisse angebbar ist.

Die Anzahl der moglichen Ergebnisse bezeichnet man als den Ergebnisumfang M. Dann gilt:

{E e G={E}=1{Ey, ..., Em} (1)

Hierbei kann die Laufvariable u alle ganzzahligen Werte zwischen 1 und M annehmen. G nennt man
auch den Ereignisraum oder die Grundmenge.

Beispiel: Beim Experiment ,,Miinzwurf” sind die beiden méglichen Ergebnisse Zahl und Bild, das heifst,
in diesem Fall gilt M = 2. Dagegen sind beim Zufallsexperiment, ,, Werfen einer Roulettekugel” ins-ge-
samt M = 37 verschiedene Ergebnisse méglich, so dass fiir den Ergebnisraum bzw. fiir die Grundmenge
gilt:

G={E}=1{0,1,2, .., 36} (2)

Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Definition: Mit der Annahme, dass jeder Versuch genau ein einziges Ergebnis aus G zur Folge hat und
dass jedes dieser M Ergebnisse in gleicher Weise (ohne Bevorzugung oder Benachteiligung) moglich
ist, gilt fiir die Wahrscheinlichkeit eines jeden Ergebnisses E,:

Pr(E,) = 1/M (2)

Dies ist die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. Pr( ... ) steht dabei fir ,probability” und ist
als eine mathematische Funktion zu verstehen.

Beispiel: Beim Zufallsexperiment ,,Miinzwurf” gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten der beiden mdglichen
Ergebnisse: Pr(Zahl) = Pr(Bild) = 1/2. Dies setzt voraus, dass jeder Versuch entweder mit Zahl oder mit
Bild ausgeht und dass nicht bei einem Versuch die Miinze auf ihrem Rand zu stehen kommt. Auch beim
Versuch ,,Werfen einer Roulettekugel” sind die Wahrscheinlichkeiten Pr(E,) = 1/37 nur dann fiir alle

Zahlen von 0 bis 36 gleich, wenn der Roulettetisch nicht manipuliert wurde.

Anmerkung: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung — und die darauf aufbauende Statistik — kdnnen nur
dann fundierte Aussagen liefern, wenn alle implizit vereinbarten Voraussetzungen tatsachlich erfillt
sind. Diese Bedingung zu Uberprifen ist nicht Aufgabe der Statistik, sondern von denjenigen, die diese
nutzen. Da gegen diese Grundregel oft verstoRen wird, hat die Statistik in der Gesellschaft einen viel
schlechteren Ruf, als ihr eigentlich zustehen wiirde.
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Ereignis und Ereignismenge

Unter einem Ereignis A; versteht man stets eine Menge bzw. Zusammenfassung von Ergebnissen. Die
Menge aller Ereignisse bezeichnet man als die Ereignismenge {A;}. Da die Anzahl | der moglichen Er-
eignisse {A;} im Allgemeinen nicht mit der Anzahl M der moglichen Ergebnisse — also der Elemente von
G = {E,} — Ubereinstimmt, werden hier unterschiedliche Indizes gewahlt.

Definition: Fir die Wahrscheinlichkeit eines aus K Ergebnissen zusammengesetzten Ereignisses A, gilt:
K Anzahl der giinstigen Ergebnisse

Pr(4) M  Anzahl der moglichen Ergebnisse )

Diese Gleichung nennt man die Wahrscheinlichkeitsdefinition nach Laplace. Glinstige Ergebnisse sind
dabei solche, die zum zusammengesetzten Ereignis gehoren. Aus dieser Gleichung geht bereits hervor,
dass eine Wahrscheinlichkeit stets zwischen 0 und 1 liegen muss (einschlieflich dieser beiden
Grenzen).

Beispiel: Betrachten wir zur Verdeutlichung das Experiment ,,Werfen eines Wiirfels“. Die méglichen Er-
gebnisse sind E, € G={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Definieren wir nun zwei Ereignisse (I = 2), ndmlich

A1 = [die Augenzahl ist geradzahlig] = {2, 4, 6}
und
A = [die Augenzahl ist ungeradzahlig] = {1, 3, 5},

so ist die Ereignismenge {Ai, Az} gleich der Grundmenge G. Aiund A, stellen hier ein vollsténdiges
System dar. Dagegen ist die weitere Ereignismenge {As, As} ungleich der GrundmengeG, wenn man die
beiden Einzelereignisse wie folgt definiert:

As = [die Augenzahl ist kleiner als 3] = {1, 2},
A4 = [die Augenzahl ist gréfSer als 3] = {4, 5, 6}.

Hier beinhaltet die gemeinsame Ereignismenge {As, As} nicht das Element ,3” der Grundmenge. Die
Wahrscheinlichkeiten der obigen Ereignisse sind Pr(Ai1) = Pr(Az) = Pr(A4) = 1/2 und Pr(As) = 1/3.
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1.2 Mengentheoretische Grundlagen

Venndiagramm, Grundmenge und leere Menge

In spateren Kapiteln wird manchmal auf die Mengenlehre Bezug genommen. Deshalb sollen hier die
wichtigsten Grundlagen und Definitionen dieser Disziplin kurz zusammengefasst werden.

Ein wichtiges Hilfsmittel der Mengenlehre ist das Venndiagramm gemaR dem nachfolgenden Bild.

Grundmenge G

Menge C

Abbildung 1: Venndiagramm

Angewandt auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung werden hierin die Ereignisse A; als Flachenbereiche
dargestellt. Zur einfacheren Beschreibung bezeichnen wir hier die Ereignisse im Gegensatz zu Kapitel
1.1 nicht mit Ay, A,, As usw., sondern mit A, B und C. Die Gesamtflache entspricht der Grundmenge G.

Diese beinhaltet alle moglichen Ergebnisse und steht fir das sichere Ereignis, das definitionsgemal
mit der Wahrscheinlichkeit 1 eintritt: Pr(G) = 1. Zum Beispiel ist beim Zufallsexperiment Werfen eines
Waiirfels die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,die Augenzahl ist kleiner oder gleich 6” identisch 1.

Dagegen beinhaltet die leere Menge @ kein einziges Element. Bezogen auf Ereignisse kennzeichnet
die leere Menge das unmégliche Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit Pr(@) = 0. Beispielsweise ist beim
Experiment Werfen eines Wiirfels die Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis ,,die Augenzahl ist gréBer als
6” identisch 0.

Weiterhin ist anzumerken, dass nicht jedes Ereignis A mit Pr(A) = 0 wirklich nie eintreten kann. So ist
die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis ,, der Rauschwert n ist identisch 0“ zwar verschwindend klein
und es gilt Pr(n = 0) = 0, wenn n durch eine kontinuierliche ZufallsgréRe beschrieben wird. Trotzdem
ist es natirlich moglich, dass irgendwann auch der exakte Rauschwert n = 0 auftritt.
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Vereinigungsmenge

Definition: Die Vereinigungsmenge C zweier Mengen A und B beinhaltet alle die Elemente, die entwe-
der in der Menge A oder der Menge B oder in beiden enthalten sind. FormelmaRig wird dieser Zusam-
menhang wie folgt ausgedriickt:

C=AUB(=A+ B (4)

In der Literatur ist hierflr auch die Bezeichnung Summenmenge gebrauchlich und es wird manchmal
das Pluszeichen benutzt. In diesem Versuchsskript und im Lerntutorial wird aber ausschlief8lich das U-
Zeichen verwendet.

Grundmenge G

Menge A

Vereinigungsmenge C

Abbildung 2: Venndiagramm zur Vereinigungsmenge

Anhand des obigen Bildes sind die folgenden GesetzmaRigkeiten der Mengenlehre leicht einzusehen:

AUD=A (Vereinigung mit der leeren Menge)
AUG=C(CG (Vereinigung mit der Grundmenge)
AUA=A (Tautologiegesetz)

AUB=BUA (Kommutativgesetz)
AuBUC=AU (B UYC(O (Assoziativgesetz)

Ist Gber die Ereignismengen A und B nichts weiter bekannt, so kénnen fiir die Wahrscheinlichkeit der
Vereinigungsmenge nur eine untere und eine obere Schranke angegeben werden:

Max(Pr(A), Pr(B)) < Pr(AU B) < Pr(A) + Pr(B) (5)

Die tatsachliche Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge ist gleich der unteren Schranke, wenn A
eine Teilmenge von B ist oder umgekehrt. Die obere Schranke gilt fiir disjunkte Mengen.

Beispiel: Betrachtet man die beiden Ereignisse A = ,,die Augenzahl ist gr6f3er oder gleich 5“ = {5, 6}
und B =, die Augenzahl ist geradzahlig” = {2, 4, 6}, so beinhaltet die Vereinigungsmenge die Elemente
{2, 4, 5, 6}. Die Wahrscheinlichkeiten sind Pr(A) = 2/6, Pr(B) = 3/6 und Pr(AU B) = 4/6 . Die untere
und die obere Schranke gemdf3 den hier angegebenen Ungleichungen ergeben sich zu 3/6 und 5/6.
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Schnittmenge

Eine weitere wichtige mengentheoretische Verknipfung stellt die Schnittmenge dar.

Definition: Die Schnittmenge C zweier Mengen A und B beinhaltet alle Elemente, die sowohl in A als

auch in B enthalten sind. FormelmaRig wird dieser Zusammenhang wie folgt ausgedriickt:
C=ANnB(=A"-B) (5)

In der Literatur ist hierflir auch die Bezeichnung Produktmenge gebrauchlich und man verwendet das
Multiplikationssymbol. Im nachfolgenden Bild ist die Schnittmenge dunkelgrau dargestellt.

Grundmenge

Schnittmenge C

Menge 4
Menge B

Abbildung 3: Venndiagramm zur Schnittmenge

Analog zur Vereinigungsmenge sind hier folgende GesetzmaRigkeiten zu nennen:

ANn@P=0 (Schnitt mit der leeren Menge)
ANnG=A (Schnitt mit der Grundmenge)
ANA=A (Tautologiegesetz)
ANB=BnNnA (Kommutativgesetz)
(AnB)NnC=An(BnC) (Assoziativgesetz)

Ist iber die Ereignismengen A und B nichts weiter bekannt, so kann auch fiir die Wahrscheinlichkeit
der Schnittmenge nur eine untere und eine obere Schranke angegeben werden:

0 < (Pr(A N B) < Min(Pr(A), Pr(B)) (6)

Pr(A n B) wird auch Verbundwahrscheinlichkeit genannt und mit Pr(A, B) bezeichnet. Sie ist gleich der
oberen Schranke, wenn A eine Teilmenge von B ist oder umgekehrt. Die untere Schranke ergibt sich
flr die Verbundwahrscheinlichkeit von disjunkten Mengen.

Beispiel: Geht man wieder von den Ereignissen A =, die Augenzahl ist gréfSer oder gleich 5“ = {5, 6} und
B =, die Augenzahl ist geradzahlig” = {2, 4, 6} aus, so besteht die Schnittmenge aus nur einem Element:
A n B ={6}. Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt: Pr(A) = 2/6, Pr(B) = 3/6, Pr(A n B) = 1/6. Die untere und
obere Schranke entsprechend den hier angegebenen Ungleichungen sind 0 und 2/6.
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Komplementidrmenge

Definition: Die Komplementédrmenge von A oft gekennzeichnet durch eine lberstreichende Linie, be-
inhaltet alle die Elemente, die in A nicht enthalten sind, und es gilt fiir deren Wahrscheinlichkeit:

Pr(A) = 1-Pr(A) (7)

Grundmenge &

Komplementiarmenge .4

Abbildung 4: Venndiagramm zur Komplementarmenge

Im obigen Venndiagramm ist die zu A komplementadre Menge schraffiert dargestellt. Aus diesem Bild
sind folgende mengentheoretische Beziehungen zu erkennen:

e Die Komplementdarmenge der komplementdaren Menge von A ist die Menge A selbst:
A=A

e Die Vereinigungsmenge einer beliebigen Menge A mit ihrer Komplementarmenge ergibt die
Grundmenge:
Pr(AnA)=Pr(G)=1

e Die Schnittmenge von A mit der zugehorigen Komplementarmenge ergibt die leere Menge:
Pr(AUA)=Pr(@) =0

Beispiel: Die zu der Menge A = ,,die Augenzahl ist kleiner als 5“ gehérige Komplementdrmenge lautet:
,die Augenzahl ist gréfser oder gleich 5. Deren Wahrscheinlichkeit berechnet sich zu 1 — Pr(A) = 1/3.
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Teilmenge

Definition: Man nennt A eine echte Teilmenge von B und schreibt hierfliir A € B, wenn alle Elemente
von A auch in B enthalten sind, aber nicht gleichzeitig alle Elemente von B auch in A. In diesem Fall
gilt fir die Wahrscheinlichkeiten:

Pr(4) < Pr(B) (8)

Dagegen bezeichnet man A als eine unechte Teilmenge von B und verwendet nachfolgende Notation,
wenn A entweder eine echte Teilmenge von B ist oder A und B gleiche Mengen sind:

ASB=(AcB)U(4=B) 9

Fur die Wahrscheinlichkeiten gilt dann die GréRenrelation Pr(A) < Pr(B), wobei das Gleichheitszei-
chen den Sonderfall identischer Mengen bericksichtigt. Da die Schnittmenge A N B stets eine Teil-
menge von A ist, A aber auch gleichzeitig eine Teilmenge der Vereinigungsmenge A U B, gelten auch
die beiden als Absorptionsgesetze bekannten Gleichungen:

(AnB)uA=A

(AUB)NA=A

Grundmmenge G

Menge B

Menge A

Abbildung 5: Venndiagramm zur Teilmenge

Beispiel: Die Menge A = ,die Augenzahl ist ungeradzahlig” = {1, 3,5} ist eine (echte) Teilmenge
der Menge B = ,die Augenzahl ist eine Primzahl” = {1, 2,3, 5}, wenn G die Zahlen 1 bis 6 enthdlt.
Die Wahrscheinlichkeit Pr(A) = 3/6 ist deshalb kleiner als Pr(B) = 4/6.




Versuch 2 — Seite 10 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Theoreme von de Morgan

Folgende beiden Theoreme sind in der Statistik elementar wichtig:

(10)

X~
D
s
Il
|
(@
oo]]

(11)

X~
C
s
Il
|
D
oo]]

Diese GesetzmaRigkeiten sind im folgenden Bild veranschaulicht. Die Menge A ist links dargestellt und
die Menge B rechts. Die Komplementarmenge von A ist in horizontaler Richtung schraffiert und die zu
B komplentdre Menge in vertikaler. Das Komplement der Vereinigungsmenge ist sowohl horizontal als
auch vertikal schraffiert und damit gleich der Schnittmenge der beiden Komplentdrmengen von A
und B.

Grundmenge G

Die Schnittmenge A N B ist We‘Abbilldur'\g 6: Ve.nndia.gramrﬁ”zu Hen.Theré}eﬁe;von de Mlo;ga;n " nplement ist
dann entweder horizontal,ver_._ ___ . _._._:hfirdieses
nach dem zweiten Theorem von de Morgan die Vereinigungsmenge der beiden Komplementarmengen

von A und B.

Beispiel: Betrachten wir nun die beiden Mengen A =, die Augenzahl ist ungeradzahlig” = {1,3,5} und

B =, die Augenzahl ist gréfier als 2”= {3, 4,5, 6}. Daraus folgen die beiden komplementdren Mengen
»die Augenzahl ist geradzahlig” = {2, 4, 6} bzw. , die Augenzahl ist kleiner als 3= {1, 2}. Weiter erhdlt
man mit den beiden obigen Theoremen folgende Mengen:

ANB=AUB={1246} und AUB =ANB = {2}
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Disjunkte Mengen

Das nachfolgende Bild zeigt zwei disjunkte Mengen A und B im Venndiagramm.

Grundmenge G

Menge A

Abbildung 7: Venndiagramm zur disjunkten Menge

Definition: Zwei Mengen A und B bezeichnet man als disjunkt oder miteinander unvereinbar, wenn
es kein einziges Element gibt, das sowohl in A als auch in B enthalten ist.

In diesem Sonderfall gelten die folgenden Aussagen:

e Die Schnittmenge zweier disjunkter Mengen A und B ergibt stets die leere Menge:
Pr(ANB) =Pr(@) =0

e Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge zweier disjunkter Mengen A und B ist immer
gleich der Summe der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten:
Pr(A U B) = Pr(A) + Pr(B)

Beispiel: Die Mengen A =, die Augenzahl ist kleiner als 3”= {1,2} und B =, die Augenzahl ist gréfSer
als 3”= {4, 5, 6} sind zueinander disjunkt, da sie kein einziges gemeinsames Element beinhalten. Die
Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge {1, 2,4, 5, 6} ist dementsprechend 5 /6.

Additionstheorem

Der Zusammenhang Pr(4 U B) = Pr(A) + Pr(B) fiur die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge
gilt nur fur den Sonderfall disjunkter Mengen A und B. Wie errechnet sich diese Wahrscheinlichkeit
aber bei allgemeinen, nicht notwendigerweise disjunkten Ereignissen?

Betrachten Sie hierzu das folgende Venndiagramm mit der dunkel dargestellten Schnittmenge A N B.
Die linke graue Menge beinhaltet alle Elemente, welche zu A gehdren, aber nicht zu B. Die Elemente
von B, die nicht gleichzeitig in A enthalten sind, erkennt man an der hellgrauen Farbe auf der rechten
Seite. Alle eingefarbten Flachen zusammen ergeben die Vereinigungsmenge A U B.
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Grundmenge G Rest: AN B

Abbildung 8: Venndiagramm zu den Additionstheoremen

Aus dieser mengentheoretischen Darstellung erkennt man folgende Zusammenhange:
Pr(4) =Pr(AnB) +Pr(AnB),

Pr(B) =Pr(AnB) +Pr(ANnB),

Pr(AUB) =Pr(AnB)+Pr(AnB)+Pr(AnB),

Addiert man die ersten beiden Gleichungen und subtrahiert davon die dritte, so erhalt man:
Pr(4) + Pr(B) —Pr(AUB) =Pr(ANnB)

Durch Umstellen dieser Gleichung kommt man zu der Darstellung, die allgemein als das
Additionstheorem fiir zwei beliebige, nicht disjunkte Ereignisse bekannt ist:

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(ANn B)

Beispiel: Betrachtet man wieder die beiden Mengen A = ,die Augenzahl ist ungeradzahlig” =
{1,3,5} und B = ,die Augenzahl ist grofder 2” = {3,4,5, 6}. Damit sind die Wahrscheinlichkeiten
Pr(A) = 1/2,Pr(B) = 2/3 sowie Pr(AU B) =5/6 undPr(AN B) = 1/3. Anhand dieser Zahlen-
werte ldisst sich die Giiltigkeit des Additionstheorems sehr einfach zeigen: 5/6 = 1/2+2/3 —1/3.

Vollstandiges System

Nun betrachten wir wieder mehr als zwei solche Ereignisse, namlich allgemein I. Diese Ereignisse wer-
den im Folgenden mit A; bezeichnet, und es gilt fir den Laufindex: 1 < i <.

Definition: Eine Konstellation mit den Ereignissen Ay, ..., 4;,..., A; bezeichnet man dann und nur dann
als ein vollstéindiges System, wenn die beiden nachfolgenden Bedingungen erfillt sind:

o Alle Ereignisse sind paarweise disjunkt:
AN Aj=Qfirallei # j

e Die Vereinigung aller Ereignismengen ergibt die Grundmenge:
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Aufgrund dieser beiden Voraussetzungen gilt dann fiir die Summe aller Wahrscheinlichkeiten:

1
;Pr(Ai) 1

Beispiel: Die beiden Ereignismengen A, = {1,5} und A, = {2,3} ergeben beim Zufallsexperiment
»Werfen eines Wiirfels” zusammen mit der Menge A; = {4,6} ein vollsténdiges System, jedoch nicht
beim Experiment Werfen einer Roulettekugel.

1.3 Statistische Abhdngigkeit und Unabhdngigkeit
Allgemeine Definition von statistischer Abhangigkeit

Bisher haben wir die statistische Abhdngigkeit zwischen Ereignissen nicht besonders beachtet, auch
wenn wir sie wie im Fall zweier disjunkter Mengen bereits verwendet haben: Gehort ein Element zu A4,
so kann es mit Sicherheit nicht auch in der disjunkten Menge B enthalten sein. Eine deterministische
Abhdngigkeit zwischen zwei Groen ist die starkste Form von Abhéangigkeit Gberhaupt. Weniger
ausgepragt ist die statistische Abhangigkeit. Beginnen wir mit deren Komplement, also der
statistischen Unabhdngigkeit.

Definition: Zwei Ereignisse A und B bezeichnet man dann als statistisch unabhéingig, wenn die Wahr-
scheinlichkeit der Schnittmenge A N B gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ist:

Pr(A n B) = Pr(4) - Pr(B) (12)

In manchen Anwendungsfallen ist die statistische Unabhangigkeit offensichtlich, z. B. beim Experiment
Miinzwurf. Die Wahrscheinlichkeit fiir Zahl oder Bild ist unabhdngig davon, ob beim letzten Wurf Zah/
oder Bijld aufgetreten ist. Und auch die einzelnen Ergebnisse beim Zufallsexperiment Werfen einer
Roulettekugel sind bei fairen Bedingungen stets statistisch unabhédngig voneinander, auch wenn
einzelne Systemspieler dies nicht so recht wahrhaben wollen.

Bei anderen Anwendungen ist dagegen die Frage, ob zwei Ereignisse statistisch unabhangig sind oder
nicht, gefiihlsm&Rig nicht oder nur sehr schwer zu beantworten. Hier kann man nur durch Uberpriifung
des oben angegebenen formalen Unabhangigkeitskriteriums zur richtigen Antwort gelangen, wie das
nachfolgende Beispiel zeigen soll.

Beispiel: Wir betrachten das Zufallsexperiment Werfen mit zwei

Wiirfeln, wobei die beiden Wiirfel an ihren Farben Rot (R) und Blau B: I"li"“‘f \“hﬁ_l —r

(B) unterschieden werden kénnen. Die Grafik verdeutlicht diesen . et

Sachverhalt, wobei in dem zweidimensionalen Feld (R, B) die ‘-': . il?» 4 5 U SR

Summe S =R + B eingetragen ist. E - 3 418 | 6 , | 1
£3j4|516] "

Die beiden Ereignisse A, = ,R < 4" und A, = ,B > 4" sind im = slel7138]0 1

Bild durch schraffierten Hintergrund bzw. hellgrauen Zahlen her- & -

vorgehoben. A; und A, sind statistisch unabhdngig, da die Wahr- 5|6]7]8(9([10|11|S=R+B

scheinlichkeit der Schnittmenge — also Pr (A, N A,) = 1/6 —gleich l 61718 101112

dem Produkt der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten Pr(A,) =
1/2 und Pr(A,) = 1/3 ist. Aufgrund der Aufgabenstellung hitte  Abbildung 9: Mégliche Ergebnisse des Zufalls-
auch jedes andere Ergebnis sehr iiberrascht. experimentes Werfen mit 2 Wiirfeln
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Aber auch die zwei Ereignisse A; = ,R < 4” und A; = ,S = 7" sind wegen Pr(A;) = 1/2,Pr(4;) =1/6 und
Pr(A, N A3)=1/12 statistisch voneinander unabhdngig. Das Ereignis ,S = 7” ist in der Grafik durch dicke
Umrahmungen gekennzeichnet.

Dagegen bestehen wegen Pr(4,) = 1/2, Pr(4,) = 5/36 und Pr(4; n 4,) = 1/18statistische Bindungen zwi-
schen A; = ,R < 4” und dem Ereignis A, = ,S = 8", welches unter dem Punkt ,Bedingte Wahrscheinlichkeit”
visualisiert ist. Die beiden Ereignisse A; = ,R < 4” und A5 = ,S = 10” sind sogar disjunkt. Dies zeigt, dass Dis-
junktivitét eine besonders ausgeprdgte Form von statistischer Abhéngigkeit ist.

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Bestehen zwischen den zwei Ereignissen A und B statistische Bindungen, so ist durch die (unbedingten)
Wahrscheinlichkeiten Pr(A4) und Pr(B) der Sachverhalt im statistischen Sinne nicht eindeutig be-
schrieben. Man bendtigt dann vielmehr noch so genannte bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Definition: Fir die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B gilt:

o _Pr(AnB)
r(A|B) = — B (13)

In gleicher Weise gilt fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A:

, _Pr(AnB)
I'(BlA) = W (14)

Verknipft man diese beiden Gleichungen, so ergibt sich der Satz von Bayes:

Pr(B|4) = Pr(Ay:z/;)Pr(B) (15)

Im Folgenden sind einige wichtige Eigenschaften von bedingten Wahrscheinlichkeiten zusammenge-
stellt:

e Auch eine bedingte Wahrscheinlichkeit liegt stets zwischen 0 und 1 einschlieflich dieser
beiden Grenzen: 0 < Pr(4|B) < 1.

e Kann die Bedingung B als konstant angesehen werden, so gelten alle im Kapitel 1.2 fiir die
unbedingten Wahrscheinlichkeiten angegebenen Rechenregeln auch weiterhin.

e Sind die existierenden Ereignisse A und B disjunkt, so ist Pr(A|B) = Pr(B|A) = 0.

e Ist B eine echte oder unechte Teilmenge von A, so ist Pr(4|B) = 1.

e Sind zwei Ereignisse A und B statistisch unabhangig, so sind deren bedingte Wahrscheinlich-
keiten gleich den unbedingten, und es gilt dann z. B. der Zusammenhang:

Pr(ANB) _ Pr(4)-Pr(B) _ g
By @

Pr(A|B) =
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Beispiel: Wir betrachten wieder das Zufallsexperiment Werfen mit zwei Wiirfeln, wobei wie beim letz-
ten Beispiel S = R + B die Summe des roten und des blauen Wiirfels bezeichnet. Im nachfolgenden
Schema ist das Ereignis A; = ,R < 4” wieder schraffiert und das Ereignis A, = ,S = 8” durch dicke
Umrahmungen markiert.

B: blauer Wiirfel —»
1.2 3% 4 5 6

Die bedingte Wabhrscheinlichkeit Pr(Aq|A4) =2/5
(zwei der fiinf dick umrandeten Felder sind auch schraf-

'T
fiert) berechnet sich aus dem Quotienten der Verbund- ’_:_,'
wahrscheinlichkeit Pr(A; NA,) =2/36 und der =
Wahrscheinlichkeit Pr(A,) = 5/36. Da A; und A, sta- = .
tist{'sch abhdngig sind, ist Pr(A, !A4) =2/5 un- £ A ' 5 ' 6 -1slol1 0\
gleich Pr(A,) = 1/2. Entsprechend ist Pr(A4|A;) = > : [,
1/9. Dieses letzte Ergebnis ldsst sich z.B. auch iiber den - Jd 819 |10/11|S=R+B
Satz von Bayes ableiten: l 6171819 (10(11(12

l = M Abbildung 10: Mégliche Ergebnisse des Zufalls-
1/2 experimentes Werfen mit 2 Wiirfeln

Dagegen gelten fiir A, und das hierzu statistisch unabhéngige Ereignis A; = ,S = 7" die Beziehungen
(siehe Grafik zum letzten Beispiel):

Pr(A;|A3) = Pr(4;) = 1/2 bzw. Pr(A4s|A,) = Pr(43) =1/6

Allgemeines Multiplikationstheorem

Wir betrachten nun wieder mehrere Ereignisse 4; mit 1 < i < I. Diese Ereignisse A; stellen nun aber
kein vollstdndiges System mehr dar, das heildt, sie sind nicht paarweise zueinander disjunkt und es
kénnen zwischen den einzelnen Ereignissen auch statistische Bindungen bestehen.

In diesem Fall gilt fiir die Verbundwahrscheinlichkeit, also fiir die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge
aller I Ereignisse A4;:

Pr(4; Nn..NA4))

(16)
= PI'(AI) . Pr(A1_1|A1) . PI‘(AI_2|A1_1 N AI) Lt Pr(A1|A2 Nn..N AI)

Beispiel: Eine Lostrommel enthdlt zehn Lose, darunter drei Treffer (Ereignis T). Dann ergibt sich fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass man mit zwei Losen zwei Treffer zieht:

PI‘(Tl N Tz) = PI'(Tl) " Pr(Tzl Tl) = 3/10 * 2/9 = 1/15 =~ 6,7%

Hierbei ist berticksichtigt, dass sich bei der zweiten Ziehung nur mehr neun Lose und zwei Treffer in der
Urne befinden. Wiirde man jedoch die Lose nach der Ziehung wieder in die Trommel zuriicklegen, so
wdren die Ereignisse T; und T, statistisch unabhéngig und Pr(T; N T,) = (3/10)? = 9%.




Versuch 2 — Seite 16 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Rickschlusswahrscheinlichkeit

Gegeben seien Ereignisse A; mit1l < i <, die ein vollstindiges System bilden. Das heifl3t: Alle
Ereignisse sind paarweise disjunkt (4; N A; = @ fiir alle i # j) und die Vereinigungsmenge ergibt die
Grundmenge:

1
Ai=G (17)
i=1

Daneben betrachten wir noch das Ereignis B, von dem alle bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr(B|A4;)
mit den Indizes 1 <i < bekannt sind. Dann gilt fir die (unbedingte) Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses B gemall dem so genannten Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

1 1
Pr(B) = Z Pr(B N A,) = Z Pr(B|4;) = Pr(A,). (18)
i=1 i=1

Aus dieser Gleichung folgt mit dem Satz von Bayes fiir die Riickschlusswahrscheinlichkeit:

Pr(B|A;) - Pr(4;))  Pr(B|A;) - Pr(4))
Pr(B) ~ 2L_ Pr(BlAy) - Pr(4y)

Pr(B|A;) = (19)

Beispiel: In Miinchner Studentenheimen wohnen Studierende der LMU (Ereignis L=70%) und der TUM
(Ereignis T=30%). Es ist weiterhin bekannt, dass an der LMU 60% aller Studierenden weiblich sind, an
der TUM nur 10%. Der Anteil aller Studentinnen (Ereignis W) kann dann mit dem Satz von der totalen
Wabhrscheinlichkeit ermittelt werden:

Pr(W) = Pr(W|L) - Pr(L) + Pr(W|T) - Pr(T) = 0.6 - 0.7 + 0.1 - 0.3 = 45%

Trifft man eine Studentin, so kann man mit der Riickschlusswahrscheinlichkeit

Pr(W|L) - Pr(L) 0.6-0.7 14

P L == = [ —
r(Liw) Pr(W|L) - Pr(L) + Pr(W|T) - Pr(T) 0.6-0.7+0.1-03 15

vorhersagen, dass sie an der LMU studieren wird. Ein durchaus realistisches Ergebnis.
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1.4 Vorbereitungsaufgaben
Z1.1: Summe zweier Terndrsignale

Gegeben seien zwei dreistufige Nachrichtenquellen X Y

und Y, deren Ausgangssignale jeweils nur die Werte - 1,
0 und +1 annehmen kénnen. Die beiden Signalquellen
sind statistisch voneinander unabhangig. Eine einfache
Schaltung bildet nun das Summensignal S = X + Y.

Bei der Signalquelle X treten die Werte - 1, 0 und +1 mit + g

gleicher Wahrscheinlichkeit auf, wahrend bei der Quelle
Y der Signalwert 0 doppelt so wahrscheinlich ist wie die )

beiden anderen Werte - 1 bzw. +1.

¥

Abbildung 11: Schaubild zur Aufgabe Z1.1

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Stoff von Kapitel 1.1.

a)

b)

d)

Wie grol3 sind die Auftrittswahrscheinlichkeiten der Signalwerte von Y? Wie grol} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass Y = 0 ist?

Pr(Y =0) =

Wie viele unterschiedliche Signalwerte I kann das Summensignal S annehmen? Welche sind
dies?

Mit welchen Wahrscheinlichkeiten treten die in b) ermittelten Werte auf? Wie wahrscheinlich
ist der Maximalwert Sy, ?

Hinweis: Lésen Sie die Aufgabe nach der klassischen Definition; beriicksichtigen Sie trotzdem
die unterschiedlichen Auftrittshaufigkeiten des Signals Y.

Pr(§S = Smax) =
Wie andern sich die Wahrscheinlichkeiten, wenn nun anstelle der Summe die Differenz D =
X-Y betrachtet wird? Begriinden Sie lhre Antwort.

O Die Wahrscheinlichkeiten bleiben gleich.
O Die Wahrscheinlichkeiten dndern sich. Wie dndern sie sich?
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Z71.2: Ziffernmengen

Grundmenge &
Die Grundmenge G sei die Menge aller Ziffern zwischen 5 <
1 und 9. Gegeben sind dazu die folgenden Teilmengen: 4 \ &
A = [die Zif fern < 3] & & &

7 ”
B = [die durch 3 teilbaren Zif fern] 4 //%
/s

C = [die Zif fern 5,6,7,8] 7 7 é
/ 9

Daneben seien noch weitere Mengen definiert: C B

D=(ANB)U(AnB)
E=(AUB)Nn(AUB)
F=(AuC)NnB
H=AnNC)U(ANBNC)

Uberlegen Sie sich zunichst, welche Ziffern zu den Mengen D, E, F und H gehéren und beantworten
Sie dann die nachfolgenden Fragen. Begriinden Sie alle Ihre Antworten mengentheoretisch.

a) Welche der nachfolgenden Aussagen sind richtig?
O A und B sind disjunkte Mengen.
O A und C sind disjunkte Mengen.
O B und C sind disjunkte Mengen.

b) Welche der nachfolgenden Aussagen sind richtig?
O Die Vereinigungsmenge A U B U C ergibt die Grundmenge.
O Die Komplementidrmenge von A N B N C ergibt die Grundmenge.

c) Welche der nachfolgenden Aussagen sind richtig?
O Die Komplementidrmengen von D und E sind identische Mengen.
O F ist eine Teilmenge der Komplementirmenge von B.
O Die Mengen B, C und D bilden ein vollstindiges System.
O Die Mengen A4, C und H bilden ein vollstindiges System.

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Stoff von Kapitel 1.2.



Wahrscheinlichkeit und Statistik Versuch 2 — Seite 19

Z1.5: Ausfallwahrscheinlichkeiten

Ein Gerateteil ist aus mehreren Bausteinen By,B,,...,B,
aufgebaut, deren jeweilige Funktionsfahigkeit unabhangig von
allen anderen angenommen werden kann. Das Teil T;
funktioniert nur dann, wenn alle n Bausteine funktionsfahig
sind. Es ist davon auszugehen, dass alle Bausteine B,, die gleiche
Ausfallwahrscheinlichkeit p, besitzen. Zur Erhéhung der
Zuverlassigkeit werden sehr wichtige Baugruppen haufig
dupliziert. Das Gerat G kann somit mengentheoretisch wie folgt
beschrieben werden:

G =

Das heil3t: Das Gerat G ist dann einsatzbereit, wenn zumindest
eines der beiden baugleichen Teilgerate (T; oder T5)
funktionsfahig ist.

a)

b)

d)

.1
I
I
[
|

-
I
|
|
|

T, UT,

Die Ausfallwahrscheinlichkeit p; des Gesamtgerats darf nicht groer sein als 0.04%. Wie grof3
dirfen die Ausfallwahrscheinlichkeiten p; der zwei parallel vorhandenen Gerateteile hochs-
tens sein?

Prmax =

Jedes Teil bestehe aus n = 3 Bausteinen, die jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p, = 0.1 aus-
fallen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit pr exakt.

br =

Welcher Wert ergibt sich fir py =0.01? In welcher Form kann man pr fiir kleine Werte von
p4 anndhern?

br =

Wie viele Bauteile kann das Teilgerdt hochstens enthalten, wenn pr < 2% gelten soll und je-
des Bauteil eine Ausfallwahrscheinlichkeit von 0.4% aufweist?

n=

Hinweis: Diese Aufgabe bezieht sich auf den Lehrstoff von Kapitel 1.3.
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1.5 Versuchsdurchfiihrung

Die fir die Versuchsdurchfiihrung im Praktikum vorgesehenen Aufgaben (siehe nachste Seite), finden
Sie auf dem ,LNTwww“ (www.Intwww.de). Hier klicken Sie auf das Buch ,,Stochastische Signaltheorie”.
Um die Aufgaben leichter zu finden, kénnen Sie vorher noch eine Einstellung vornehmen. Gehen Sie

hierzu (Siehe Bild) auf ,Persénliche Einstellungen” und aktivieren Sie das ,,LNTwww” als reines
,»Aufgabentutorial“. Nun koénnen Sie die Aufgaben leicht anhand lhrer Nummer finden. Die
Beantwortung der Fragestellungen erfolgt direkt online und wird sofort korrigiert. AnschlieSend
kénnen Sie den Losungsweg anhand der Musterldsungen nachvollziehen. Um den Lern- erfolg zu
sichern, l6sen Sie die Aufgaben bitte gewissenhaft und lassen Sie lhre Losungen erst danach
korrigieren. Machen Sie sich selbststiandig Notizen, welche zur Ergebnissicherung und fir die
Nachbereitung des Praktikums zuhause dienen sollen.

1.
Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik
Technische Universitit Miinchen
Signaldarstellung|
Lineare zeitinvariante Systeme
Stochastische Signaitheorle
Einfiihrung in die Informationstheorie
Modulationsverfahren
0} '_-10 Digitalsignaliibertragung
) ..Q 'a Moblle Kommunikation
3 % 0 : Einfuhrung in die Kanalcodierung
. ﬁ 0 B Beispiele von Nachrichtensystemen
0 _8 Biografien und Bibliografien
Q=
% g % E Anmelden
8 EO il Personliche Einstellungen
il W I
" m(]) o = Downloads
Qsuchen
Impressum
Kontakt
) Personliche Einstellungen
* Sie kdnnen Ihre personlichen Einstellungen permanent speichern. wenn Sie sich bei LNTwww
registrieren lassen.
Benutzerkonto von "nicht angemeldeter Benutzer":
Design Klassische Buchform [=]
Scrollbereich Nur Seiteninhalt scrollen [z
SchriftgroBe Mittel [~]
Schriftart (Voraussetzung: diese Schriftart ist bei Thnen installiert!) Times New Roman [+]
Bilderqualitit normale Qualitat [+]
Wollen Sie LNTwww als reines Aufgabentutorial verwenden? NEIN e JA
(Nur Bearbeitung der Aufgaben - Sprung zum Theorieteil ist aber moglich) \
Die Passwort-Option stehit nur fiir angemeldete Benutzer zur Verfiigung !!!
Altes Passwort: I
Das Passwort 4ndern? Neues Passwort: _
Neues Passwort (wiederholen): _
[ Andem | [ Zurick | | Schiiefien |
e e
3. | | Buch: Stochastische Signaltheorie Lemtutorial LNTwww
Inhaltsverzeichnis (nur Aufgaben)
1 Wahrscheinlichkeitsrechnung S
1.1 Einige grundlegende Definitionen \
1. Al.1: Wrfelspiel Miixchen 9
2, Z1.1: Summe zweier Teméirsignale 9

{ 1.2 Mengentheoretische Grundlagen
1.3 Statistische Abhiingigkeit und Unabhiingigkeit
{ 1.4 Markovketten



http://www.lntwww.de/

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Versuch 2 — Seite 21

Aufgaben zu Kapitel 1.

Al.1: Wirfelspiel Maxchen

A1.2: Schaltlogik (D/B-Wandler)
A1.3: Fiktive Universitat Irgendwo
Z1.4: Summe von TernargrofRen

A1.5: Karten ziehen (optional)
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2 Diskrete Zufallsgrof3en

2.1 Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit
Zufallsgrole

In Kapitel 1.1 wurde bereits der Begriff Zufallsexperiment erldautert. Darunter versteht man einen un-
ter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbaren Versuch mit ungewissem Ergebnis E, bei dem
jedoch die Menge {E, } der mdglichen Ergebnisse angebbar ist.

Haufig sind die Ergebnisse eines Versuchs Zahlenwerte, beispielsweise beim Zufallsexperiment Werfen
eines Wiirfels. Dagegen liefert das Experiment Miinzwurf die zwei moglichen Ergebnisse Zah/ und Bild.

Zur einheitlichen Beschreibung verschiedenartiger Experimente und wegen der besseren numerischen
Handhabung verwendet man den Begriff der ZufallsgréfSe, oft auch als Zufallsvariable bezeichnet.

Definition: Eine Zufallsgréfie z ist eine ein-eindeutige Abbildung der Ergebnismenge {E,} auf die
Menge der reellen Zahlen. Ergdnzend zu dieser Definition wird noch zugelassen, dass die ZufallsgroRe
neben dem Zahlenwert auch eine Einheit besitzt.

ein-eindeutige

Experiment E mit moglichen ZufallsgroRRe z mit moglichen

Ergebnissen E, < Abbildung Zahlenwerten z, = z(E,)

Abbildung 12: Veranschaulichung zur Zufallsgroe

e Beim Zufallsexperiment Werfen einer Roulettekugel hat eine Unterscheidung zwischen E und
z keine praktischen Auswirkungen, kann aber aus formalen Griinden durchaus sinnvoll sein.
So bezeichnet E, = 8, dass die Kugel in der mit ,,8“ markierten Vertiefung der Roulettescheibe
zum Liegen gekommen ist. Arithmetische Operationen wie z. B. eine Erwartungswertbildung
sind anhand der Ergebnisse nicht moglich. Dagegen bezeichnet die ZufallsgroRe z tatsachlich
einen Zahlenwert (hier ganzzahlig zwischen 0 und 36), aus dem der zu erwartende Mittelwert
der ZufallsgréRe (hier 18) ermittelt werden kann. Durchaus moglich, aber nicht sinnvoll ware
z. B. die Zuordnung £, = 8 & z, # 8.

e Beim Experiment Miinzwurf sind die moglichen Ergebnisse Zahl und Bild und es verbieten sich
arithmetische Operationen bezliglich der Ergebnismenge ganz von selbst. Erst durch die zwar
willkirliche, aber ein-eindeutige Zuordnung zwischen der Ereignismenge {E, } = {Zahl, Bild}
und der Menge {z,} = {0,1} der erlaubten ZufallsgréBen kann hier Gberhaupt ein Kennwert
angegeben werden. Ebenso kdnnte man die Zuordnung ,Bild < 0; Zahl & 1” festlegen.

e In der digitalen Schaltungstechnik bezeichnet man die beiden moglichen logischen Zustinde
einer Speicherzelle — z. B. eines Flipflops — gemaR den moglichen Spannungspegeln mit L (Low)
und H (High). Diese Bezeichnungen werden im Folgenden auch fiir Bindrsymbole
Ubernommen. Fir praktische Arbeiten bildet man diese Symbole meist wieder auf
ZufallsgroRen ab, wobei auch diese Zuordnung willkirlich ist, aber sinnvoll gewahlt werden
sollte. In der Codierungstheorie wird sinnvollerweise {L, H} auf {0,1} abgebildet, um die
Moglichkeiten der Modulo-Algebra nutzen zu kénnen. Zur Beschreibung der Modulation mit
bipolaren (antipodalen) Signalen wahlt man dagegen besser die Zuordnung {L,H} & {- 1, +1}.

Kontinuierliche und diskrete ZufallsgroRRen
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Nach den méglichen Zahlenwerten z, = z(E,,) unterscheiden wir hier zwischen kontinuierlichen und
diskreten ZufallsgroRen:

e Eine kontinuierliche ZufallsgrofRe z kann — zumindest in gewissen Bereichen — unendlich viele
verschiedene Werte annehmen. Genauer gesagt: Die Menge der moglichen Zufallswerte ist
bei solchen GroRen auch nicht abzahlbar. Beispiele hierfiir sind die Geschwindigkeit eines
Autos (etwa im innerstadtischen Bereich zwischen 0 und 120 km/h) oder auch die
Rauschspannung bei einem Nachrichtensystem. Beide ZufallsgroBen haben sowohl einen
Zahlenwert als auch eine Einheit.

e Ist dagegen die Menge {z,} abzdhlbar, so bezeichnet man die ZufallsgroRe als diskret. Meist
ist die Zahl der moglichen Werte von z auf M begrenzt. In der Nachrichtentechnik nennt man
M den Symbolumfang (im Sinne der Codierungs- und Informationstheorie) bzw. die
Stufenzahl (aus Sicht der Ubertragungstechnik).

Zundachst beschranken wir uns auf diskrete, M-stufige ZufallsgroBen ohne innere statistischen Bin-
dungen, die gemaR Kapitel 1.1 durch die M Auftrittswahrscheinlichkeiten p, = Pr(z = z,) vollsténdig
charakterisiert sind. Deren Summe (ber alle M Wahrscheinlichkeiten ist definitionsgemal gleich 1.
Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit Pr(z = z,) dafir, dass eine kontinuierliche ~ ZufallsgroRe z einen
ganz bestimmten Wert z, annimmt, identisch Null. Hier muss, wie im Kapitel Kontinuierliche Zufalls-
grofien beschrieben wird, auf die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) lbergegangen werden.
Weitere Informationen hierliber finden Sie in Kapitel 3.

Zufallsprozess und Zufallsfolge

Ein Zufallsprozess unterscheidet sich von dem bisher betrachteten Zufallsexperiment dadurch, dass er
nicht nur ein Ergebnis (Ereignis) liefert, sondern eine zeitliche Folge von Ergebnissen (Ereignissen).
Damit kommt man zur Zufallsfolge (z,) mit folgenden in unserer Darstellung festgelegten
Eigenschaften:

e Die Laufvariable v beschreibt den zeitlichen Ablauf eines Prozesses und kann Werte zwischen
1 und N annehmen. Haufig wird eine solche Folge auch als N-dimensionaler Vektor
dargestellt.

e Zujedem Zeitpunkt v kann die ZufallsgroRe z,, einen von M verschiedenen Werten annehmen:

z, €Zymitv=1,...Nundu=1,..,M (20)

e Ist der Zufallsprozess ergodisch, so weist jede beliebige Zufallsfolge (z,) gleiche statistische
Eigenschaften auf und kann als Reprasentant fiir den gesamten Prozess herangezogen werden.

e In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dass zwischen den einzelnen Elementen der Folge keine
statistischen Bindungen bestehen, das heiRt, es gilt fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten:

Pr(z,|z,_q ... 21) = Pr(z,). (21)

Beispiel: Wiederholt man das Zufallsexperiment Werfen einer Roulettekugel zehnmal, so ist z. B. die
folgende Zufallsfolge méglich: (z, ) = (8;23;0;17;36;0;33;11;11; 25). Zu jedem Zeitpunkt sind
trotzdem — unabhdngig von der Vergangenheit — alle Zufallsgréf8en zwischen 0 und 36 méglich und
gleichwahrscheinlich, was aber aus einer solch kurzen Folge nicht abgelesen werden kann.

Bernouillisches Gesetz der grof3en Zahlen
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Zur Beschreibung einer M-stufigen ZufallsgroRe verwendet man folgende BeschreibungsgrofRen, deren
Summe lberalleu = 1,..., M jeweils den Wert 1 ergeben:

e die Wahrscheinlichkeitenp, = Pr(z = z,); diese liefern Vorhersagen (ber das zu
erwartende Ergebnis eines statistischen Versuchs und sind somit so genannte A-priori-
Kenngréfsen.

e die relativen Hdufigkeiten hIEN) ; diese sind A-posteriori-Kenngréfsen und erlauben statistische

Aussagen beziglich eines vorher durchgefiihrten Versuches. Sie werden wie folgt ermittelt:

" = (rllv—“) u=1,.., M. (22)

Hierbei bezeichnet N die Anzahl aller Versuche und n, die Anzahl der Versuche, die zum

Ergebnis E,, bzw. zu der ZufallsgroRe z,, fihren.

Nur im Grenzfall N — oo stimmen die relativen Haufigkeiten mit den zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten liberein, zumindest im statistischen Sinne. Dagegen gilt fir endliche Werte von
N entsprechend dem von Bernoulli formulierten Gesetz der grofien Zahlen:

Pr(|hlgN) - pH| = e) < m

Aus dem Bernoullischen Gesetz der groRen Zahlen folgt auch die Aussage, dass bei unendlich langen

(23)

Zufallsfolgen (das heiRt fiir N — oo) die relativen Haufigkeiten hl(lN) und die Wahrscheinlichkeiten p,
mit Wahrscheinlichkeit 1 identisch sind.

Beispiel: Eine Bindrdatei besteht aus N = 10° Bindrsymbolen (Bit), wobei die Nullen und Einsen
gleichwahrscheinlich sind: py = p; = 0.5. Das Bernoullische Gesetz der grofien Zahlen (mit e = 0.01)
besagt nun, dass die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,die Anzahl der Nullen bzw. der Einsen in der
Datei liegt zwischen 495000 und 505000” gréfSer oder gleich 1 —0.0025 = 99.75% ist.

Anmerkung:

e Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich die relative Haufigkeit h!(LN) eines Ereignisses E;, und
die zugehdrige Wahrscheinlichkeit p,, betragsmaRig um mehr als einen Wert € unterscheiden,
ist nicht gréRer als 1/(4-N-&®). Fir ein gegebenes & und eine zu garantierende
Wahrscheinlichkeit kann daraus der minimal erforderliche Wert von N berechnet werden.

e Der monotone Abfall mit N gilt nur im statistischen Sinne und nicht fiir jede einzelne

Realisierung. Beispielsweise kdnnen beim Experiment Miinzwurf durchaus nach N = 1000
Wiirfen die relative Haufigkeiten von Zahl und Bild exakt gleich 0.5 sein (wenn nz,pn; =
ngiiq = 500 ist) und nach einer groReren Anzahl von Versuchen, beispielsweise nach N =
2000, wieder mehr oder weniger stark davon abweichen.

e Fiithren mehrere Personen parallel das Experiment Miinzwurf durch und stellt man jeweils die
relative Haufigkeit in Abhéangigkeit von N dar, so ergeben sich dementsprechend
Kurvenverlaufe, die zwar tendenziell, aber nicht monoton abfallen. Berechnet man den
Mittelwert Gber unendlich viele solcher Kurven, so erhdlt man den monoton mit N abfallenden
Verlauf gemaR Bernouilli.

2.2 Momente einer diskreten ZufallsgréRe
Berechnung als Schar- bzw. Zeitmittelwert
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Die Wahrscheinlichkeiten bzw. die relativen Haufigkeiten liefern weitreichende Informationen (iber
eine diskrete ZufallsgroRe. Reduzierte Informationen erhdlt man durch die so genannten
Momente m;,, wobei k eine natlirliche Zahl darstellt.

Unter der fir das Folgende stillschweigend vorausgesetzten Ergodizitéit gibt es zwei unterschiedliche
Berechnungsmaglichkeiten fiir das Moment k-ter Ordnung:

e die Scharmittelung bzw. Erwartungswertbildung (Mittelung Gber alle moglichen Werte):

my = E[z¥] = Z pu -zt  mit E[..]: Erwartungswert (24)

e die Zeitmittelung Uber die Zufallsfolge (z,, ) mit der Laufvariablenv = 1,...,N:

N
— 1
my = zK = lim N z¥  mit iiberstreichender Linie: Zeitmittelwert. (25)

N—-oo
v=1
Die beiden Berechnungsarten fihren fir geniigend grolRe Werte von N zum gleichen asymptotischen
Ergebnis. Bei endlichem N ergibt sich ein vergleichbarer Fehler, als wenn die Wahrscheinlichkeit durch

die relative Haufigkeit angenahert wird.

Linearer Mittelwert — Gleichanteil

Mit k = 1 erhalt man aus der allgemeinen Gleichung flr die Momente den linearen Mittelwert:

N
1
m; = Z Dy 2, = lim — N Zy (26)

N—-oo
=1
Der linke Teil dieser Gleichung beschrelbt die Mittelung uber alle moglichen Werte (Scharmittelung),

wahrend die rechte Gleichung die Bestimmung als Zeitmittelwert angibt. In Zusammenhang mit
Signalen wird diese GroRe auch als der Gleichanteil bezeichnet.

Beispiel:  Ein  Bindrsignal mit den  beiden «xy

Amplitudenwerten 1V (fiir das Symbol L) und 3V (fiir PV =08
das Symbol H) sowie den Auftrittswahrscheinlichkeiten vt ———— ——— [ . m=26V
p. = 0.2 bzw. py = 0.8 hat einen linearen Mittelwert
(Gleichanteil) von 2.6 V. Bestimmt man diese Kenngréfe o
durch  Zeitmittelung (ber lediglich N = 1000 Pr(1V)=02
Signalwerte, so wird man einen geringfiigig anderen t
Wert erhalten Abbildung 13: Graphische Darstellung zum linearen

’ Mittelwert

Quadratischer Mittelwert — Varianz — Streuung

In analoger Weise zum linearen Mittelwert erhalt man mit k = 2 flir den quadratischen Mittelwert:

M
m, = Z Pu -zﬁ = lim — ) z2 (27)
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Im Zusammenhang mit Signalen gibt m, die (mittlere) Leistung an, bezogen auf den Widerstand 1().
Beschreibt z eine Spannung, so besitzt m, die Einheit ,V2”. Zusammen mit dem Gleichanteil m; kann
daraus als weitere KenngréRe die Varianz o2 bestimmt werden (Satz von Steiner):

o2 =m, —mi (28)

Als Streuung o bezeichnet man in der Statistik die Quadratwurzel der Varianz; manchmal wird diese
GroRe auch Standardabweichung genannt.

Bei einem Zufallssignal entspricht die Varianz o2 physikalisch der Wechselleistung und die Streuung o
dem Effektivwert. Bei dieser Definition ist wiederum der Bezugswiderstand 1) zugrunde gelegt.

Beispiel: Ein Bindrsignal mit den beiden

Amplitudenwerten 1V (fiir das Symbol L) - Pr(3V)=08
und 3V (fiir das Symbol H) sowie den s e s ooyt ey becsi g mto
Auftrittswahrscheinlichkeiten ~ p, = 0.2 R i b R pRRRR N i (ki - m=16\
bzw. py = 0.8 hat eine Signalleistung 7| [~ "7 I | i S S - m-ag
von 7.4V2. Mit my = 2.6V (siehe Linearer 1V St s
Mittelwert) folgt daraus o? = 0.64 V2 .'x

bzw. o = 0.8V. Die gleiche Varianz und

der gleiche Effektivwert ergeben sich fiir die  Abbildung 14: Graphische Darstellung zum quadratischen Mittel-
Amplitudenwerte OV (fiir das Symbol L) und ~ Wert, der Varianz und der Streuung

2V (fiir das Symbol H), vorausgesetzt, die Auftrittswahrscheinlichkeiten p; = 0.2 und py = 0.8 bleiben
gleich. Dagegen stimmen die Momente — z. B. der lineare Mittelwert m, und der quadratische
Mittelwert m, — dann nicht mehr (iberein.

2.3 Binomialverteilung
Allgemeine Beschreibung

Die Binomialverteilung stellt einen wichtigen Sonderfall fiir die Auftrittswahrscheinlichkeiten einer
diskreten ZufallsgroRe dar. Zur Herleitung der Binomialverteilung gehen wir davon aus, dass I binare
und statistisch voneinander unabhangige ZufallsgroBen b; den Wert 0 mit der Wahrscheinlichkeit
B.(b; = 0) = 1- p und den Wert 1 mit der Wahrscheinlichkeit Pr(b; = 1) = p annehmen kann. Dann

ist die Summe
1
z= Z b; (29)

ebenfalls eine diskrete ZufallsgréRe mit dem Symbolvorrat {0,1,2,..., 1}, die man als binomialverteilt
bezeichnet. Der Symbolumfang betragt somit M =1 + 1.

Beispiele: Die Binomialverteilung findet in der Nachrichtentechnik ebenso wie in anderen Disziplinen
mannigfaltige Anwendungen:

e Sie beschreibt die Verteilung von Ausschussstlicken in der statistischen Qualitéitskontrolle.

e Sie wird zur Berechnung der Restfehlerwahrscheinlichkeit bei blockweiser Codierung benétigt.

e Die per Simulation gewonnene Bitfehlerquote eines digitalen Ubertragungssystems ist im
Grunde genommen ebenfalls eine binomialverteilte Zufallsgréfe.
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Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung

Fir die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung gilt mitu = 0,...,I:

I
py=Pr(z=p) = (“) pt-(1—-p)H (30)

Der erste Term gibt hierbei die Anzahl der Kombinationen (,,/ tiber u”) an:

(31)

(1)_ I! -1 -p+ 1)
w oul-( = 1:2-..-p

Beispiel: Mit den Parametern = 6 undp = 0.4 ergeben sich rechts dargestellte Wahrscheinlichkeiten
der Binomialverteilung:

.
Fiir sehr grofse Werte von | kann die Binomialverteilung durch R /UU 311

die im ndchsten Abschnitt beschriebene Poissonverteilung 0277

angendhert werden. Ist gleichzeitig das Produkt I - p sehr viel 0.187 —

grofler als 1, so geht nach dem Grenzwertsatz von de Moivre- |

Laplace die Poisson- und damit auch die Binomialverteilung in v Ur[ 1 [:B-ﬂ 004

eine diskrete Gaufiverteilung liber. Abbildung 15: Binomialverteilung

Beispiel , Blockfehlerwahrscheinlichkeit”

Ubertragt man jeweils Blécke von I = 10 Symbolen iber einen Kanal, der mit der Wahrscheinlichkeit
p = 0.01 das Symbol verfdlscht (e; = 1) und entsprechend mit der Wahrscheinlichkeit 1-p = 0.99
das Symbol unverfalscht tibertragt (e; = 0), so gilt fiir die neue ZufallsgroBe f (Fehler pro Block):

I
f = Z €; (32)
i=1

Die ZufallsgréRe f kann nun alle Werte zwischen 0 (kein Symbol verfélscht) und I (alle Symbole falsch)
annehmen; die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind p,. Der Fall, dass alle I Symbole richtig
ibertragen werden, tritt mit der Wahrscheinlichkeit p, = 0.991° ~ 0.9044 ein. Dies ergibt sich auch
aus obiger Gleichung fir u = 0 unter Beriicksichtigung der Definition, 10 Gber 0“ = 1. Ein einziger
Symbolfehler (f = 1) tritt mit folgender Wahrscheinlichkeit auf:

p; = 10-0.01-0.99° ~ 0.0914 (33)

Der erste Faktor berticksichtigt, dass es fiir die Position eines einzigen Fehlers nun , 10 tber 1“ = 10
Moglichkeiten gibt. Die beiden weiteren Terme beriicksichtigen, dass ein Symbol verfalscht und neun

richtig Ubertragen werden miissen, wenn f = 1 gelten soll.

Fur f = 2 gibt es bereits deutlich mehr Kombinationen, namlich , 10 Gber 2“ = (10-9)(1-2) = 45
und man erhalt:

py = 45-0.01%2-0.998 ~ 0.041. (34)

Kann nun ein Blockcode bis zu zwei Fehlern korrigieren, so ist die Restfehlerwahrscheinlichkeit:
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PR=D3+ +pPo=1—pyp—p; —p, = 107* (35)

Man erkennt, dass die zweite Berechnungsmoglichkeit tiber das Komplement schneller zum Ziel
flihrt. Allerdings kdnnte man auch beriicksichtigen, dass bei diesen Zahlenwerten pp = ps gilt.

Momente der Binomialverteilung

Die Momente (oder Mittelwerte) kénnen mit den Gleichungen von Kapitel 2.2 und den
Wabhrscheinlichkeiten der Binomialverteilung allgemein berechnet werden. Fir das Moment k-ter
Ordnung gilt:

1
1
me = E[zK = ) k- (H) p (1= )k (36)
u=0

Daraus erhalt man nach einigen Umformungen fiir den linearen und den quadratischen Mittelwert:
my=1-p (37)

(38)

Die Streuung (Quadratwurzel der Varianz) erhalt man durch Anwendung des Steinerschen Satzes:

o= /mz—m%=,/l-p-(1—p) (39)

Die maximale Varianz 02 = I /4 ergibt sich fiir die charakteristische Wahrscheinlichkeitp = 0.5. In
diesem Fall gilt die Symmetriebeziehung p, = p;_,,. Je mehr p vom Wert p = 0.5 abweicht, umso
kleiner ist die Streuung, und umso unsymmetrischer werden die Wahrscheinlichkeiten um den
Mittelwert I - p.

Beispiel: Betrachten wir wie im letzten Beispiel einen Block von I = 10 Symbolen, die jeweils mit der
Wahrscheinlichkeit p = 0.01 unabhdingig voneinander verfélscht werden, so ist die mittlere Anzahl von
Fehlern pro Block gleichm; = E[f] =1-p = 0.1, die Streuung (Standardabweichung) der
ZufallsgréfSe f betrdgt o =~ 0.315. Im vollstéindig gestérten Kanal (das heifit: p = 0.5) ergeben sich
demgegeniiber die Werte m¢ = 5 und oy ~ 1.581.

2.4 Poissonverteilung
Wahrscheinlichkeiten der Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist ein Grenzfall der Binomialverteilung, wobei

e zum einen von den Grenziibergdangen I — oo und p = 0 ausgegangen wird,
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e zusatzlich vorausgesetzt ist, dass das Produkt [ - p = A einen endlichen Wert besitzt, der die
mittlere Anzahl der ,Einsen” in einer festgelegten Zeiteinheit angibt und als Rate bezeichnet
wird.

Im Gegensatz zur Binomialverteilung (0 < u < I) kann hier die ZufallsgroBe beliebig grofe
(ganzzahlige, positive) Werte annehmen, was bedeutet, dass die Menge der moéglichen Werte hier
nicht abzahlbar ist. Da jedoch keine Zwischenwerte auftreten kénnen, spricht man auch hier von einer
diskreten Verteilung.

Beriicksichtigt man die oben genannten Grenziberginge in der Gleichung fir die
Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung, so folgt flir die Auftrittswahrscheinlichkeiten der
poissonverteilten Zufallsgrofe z:

, Il Y Na N\ H
p”:Pr(Z:“):}Lrgp!-(l—u)!'(7> '<1_7) (40)
Daraus erhalt man nach einigen algebraischen Umformungen:

AR
=2 .2

Pu = (1)

eispiel: Nachfolgend sind die Wahrscheinlichkeiten
er Binomialverteilung (mit I = 6 undp = 0.4) und Pr(7= fi)
er Poissonverteilung (mit A = 2.4) gegeniiberge- t

tellt. Beide Verteilungen besitzen den gleichen Mittel-

ert my = 2.4. Bei der Poissonverteilung (im Bild je- . u
eils die rechten Pfeile) sind die duf3eren Werte wahr- = S 2
. : — . i} sl =l &l gh s Sz 3 o
scheinlicher als bei der Binomialverteilung und es kén- 2 1[ 2 =) s =l 2,28 8 =3
nen (theoretisch) auch beliebig grofe Werte auftreten. =4 ZI © L =] Dﬂiq&c—‘c—p
0 1 2 3 4 5 6 7 H
Abbildung 16: Binominalverteilung -
Poissonverteilung

Momente der Poissonverteilung

Der Mittelwert und die Streuung der Poissonverteilung ergeben sich direkt aus den entsprechenden
Gleichungen der Binomialverteilung durch zweifache Grenzwertbildung:

m1=}Lr£101-p= A

(a2)
p-0
o=JimI-p 1-p)=V2 (@3)

p—0
Daraus ist ersichtlich, dass bei der Poissonverteilung stets 0? = m; = A gilt.
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Beispiel: Wie im Beispiel auf der letzten Seite

werden die Binomialverteilung (mit I = 6 undp = F1(5 = fi)

0.4) und die Poissonverteilung (mitA = 2.4) 1 m =14 A T T Binomial
miteinander  verglichen. Beide Verteilungen - 1 ’

besitzen genau den gleichen Mittelwert m; = 2.4. 2 '

Bei der Poissonverteilung (im Bild jeweils die

rechten Pfeile) ist die Streuung
(Standardabweichung) o ~ 1.55, bei der gy ¥ vy 1 A » >
Binomialverteilung betrégt diese nur ¢ = 1.2. 0 1 2 3 4 5 6 7 yii

Abbildung 17: Momente der Poissonverteilung

Gegenliberstellung Binomialverteilung - Poissonverteilung

Im Folgenden sollen sowohl die Gemeinsamkeiten als auch die Unterschiede zwischen binomial- und
poissonverteilten Zufallsgréfien nochmals herausgearbeitet werden.

Die Binomialverteilung ist zur Beschreibung von solchen stochastischen Ereignissen geeignet, die
durch einen vorgegebenen Takt gekennzeichnet sind. Beispielsweise betragt bei ISDN (Integrated
Services Digital Network) mit 64 kbit/s die Taktzeit T etwa 15.6us.

Nur in diesem Zeitraster treten binare Ereignisse auf. Solche Ereignisse sind beispielsweise die
fehlerfreie (e; = 0) oder fehlerhafte (e; = 1) Ubertragung einzelner Symbole. Die Binomialverteilung
ermoglicht nun statistische Aussagen Uber die Anzahl der in einem langeren Zeitintervall T, =1 - T zu
erwartenden Ubertragungsfehler entsprechend dem nachfolgenden Bild (die oberen markierten
Zeitpunkte).

Auch die Poissonverteilung macht Aussagen (ber die Anzahl der Binarereignisse in einem endlichen
Zeitintervall. Geht man hierbei vom gleichen Betrachtungszeitraum T; aus und vergroRert die Anzahl
I der Teilintervalle immer mehr, so wird die Taktzeit T, zu der jeweils ein neues Binarereignis (,,0” oder
,1”) eintreten kann, immer kleiner. Im Grenzfall geht T gegen Null. Das heifit: Bei der Poissonverteilung
sind die bindren Ereignisse nicht nur zu diskreten, durch ein Zeitraster vorgegebenen Zeitpunkten
moglich, sondern jederzeit. Das untere Bild verdeutlicht diesen Sachverhalt.

Um im Mittel wahrend der Zeit T; genau so viele ,Einsen” wie bei der Binomialverteilung zu erhalten

1
l ||
[ 1 L 1T 1T Lg—»

|
[ [
0 T 2T 3T 4T ST 6T 7T 8T 9T 10T

[ e

|
g

(im gezeichneten Beispiel: 6), muss allerdings o 1
die  Wahrscheinlichkeit p = Pr(e; = 1) l
|
[

01 o o 1 1 1 o

l l l 1 Binomialverteilung
I
4

gegen Null tendieren.

[
[
[‘
! T.= 10T
Abbildung 18: Gegeniiberstellung Binomialverteilung - Poisson-
verteilung




Wahrscheinlichkeit und Statistik Versuch 2 — Seite 31

2.5 Vorbereitungsaufgaben
A2.1: Wahlnachfrage

Zu einer Oberblrgermeisterwahl treten die drei . )
Kandidaten A, B und C an. Gewihlt ist derjenige Ergebms der Wahlnachfrage
Kandidat, der mehr als 50% der abgegebenen
Stimmen erhalt. Gelingt dies im ersten Wahlgang
keinem der drei Bewerber, so kommt es zwischen den
beiden Kandidaten mit den meisten Stimmen zu einer
Stichwahl.

Direkt nach SchlieBung der Wahllokale wird das
Ergebnis einer Wahlnachfrage vorgelegt:

Kandidat A: 48%, Kandidat B: 30%, Kandidat C: 22%.

Die Nachfrage basiert auf einer Umfrage unter N = 2000 der insgesamt N’ = 800.000 Wahlerinnen
und Wahler. Gehen Sie bei der Beantwortung der nachfolgenden Fragen von folgenden
Voraussetzungen aus:

e Die bei der Wahl von den Kandidaten A, B und C tatsachlich erzielten Stimmen kdnnen als die
Wahrscheinlichkeiten p4, pg und p. aufgefasst werden, obwohl auch diese selbst als relative
Haufigkeiten (bezogen auf N') ermittelt werden.

o Die 2000 ausgewahlten Wahler reprasentieren die gesamte Wahlerschaft im statistischen
Sinne ideal und haben bei der Wahlnachfrage wahrheitsgemal} geantwortet.

e Entsprechend dem Bernouillischen Gesetz der grofien Zahlen sollen die Ergebnisse dieser
Nachfrage als relative Haufigkeiten aufgefasst werden: hy, = 0.48,hgz = 0.3, h = 0.22.

a) Wen erwarten Sie nach dieser Nachfrage als zukiinftigen Oberbiirgermeister?
O Kandidat A
O Kandidat B
O Kandidat C

b) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Stichwahl erforderlich sein wird? Geben Sie
hierfiir die obere Schranke an.

Max: Pr(keine Stichwahl) =

c) Wir setzen nun voraus, dass der Kandidat A tatsachlich genau 48% der Stimmen erhélt. Wie
grof ist damit hochstens die Wahrscheinlichkeit, dass Kandidat C die Stichwahl erreicht?

Max: Pr(C erreicht Stichwahl) =

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.1.
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Z2.2: Diskrete ZufallsgrofRen

a(r)
g

Gegeben seien drei diskrete ZufallsgroRen a, b und c, die als die +1j

Momentanwerte der dargestellten Digitalsignale definiert seien. T

Diese besitzen folgende Eigenschaften: a4 L | [} {
e Die ZufallsgroBe a kann die Werte +1 und - 1 mit b{lnn
" —
gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen. | l—} | |
e Die ZufallsgroRe b ist ebenfalls zweipunktverteilt, aber ' - Tt
mit Pr(b =1) = pund Pr(b = 0) = 1-p. “o,
e Die Wahrscheinlichkeiten der ZufallsgroRRe c seien | r
1 1 4 —t . >
Pr(c =0) = 3 und Pr(c = +1) =Pr(c=-1) = " N L IJ t

e Zwischen diesen drei ZufallsgréBen bestehen keine a(m
4
statistischen Abhangigkeiten. +2

h

+1T
Aus den ZufallsgréBen a,b und ¢ wird nun eine weitere

Zufallsvariable d gebildet: ; i T t
-1 T L‘
d=a—-2b+c -3

Die Grafik zeigt Ausschnitte dieser vier ZufallsgroRRen. Es ist zu
erkennen, dass d alle ganzzahligen Werte zwischen -4 und +2

annehmen kann.

a) Wie groB ist die Streuung der ZufallsgréRe a?
O, =

b) Wie groB ist die Streuung der ZufallsgroRe b? Setzen Sie p = 0.25.
p=0.25:0, =

c) Wie groR ist die Streuung der ZufallsgroRe c?
o, =

d) Berechnen Sie den Mittelwert m, der ZufallsgréRe d fir p = 0.25.
p=025:my =

e) Wie grol} ist der quadratische Mittelwert m,; dieser ZufallsgréRe d fir p = 0.25.
p =0.25:my, =

f)  Wie groR ist die Streuung o, firp = 0.25?

p =0.25:04 =

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Kapitel 2.2.
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2.6 Versuchsdurchfiihrung

Aufgaben zu Kapitel 2.

Zu Kapitel 2 sind folgende Aufgaben wéhrend des Praktikums zu bearbeiten.

e A2.2: Mehrstufensignale

e A2.3: Summe von Bindrzahlen

e A2.4:7Zahlenlotto (6 aus 49)

e A2.5: Binomial- oder poissonverteilt?
e Z72.5: Blumenwiese (optional)
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3 Kontinuierliche ZufallsgroBen

3.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)
Eigenschaften kontinuierlicher Zufallsgroen

Im Kapitel 2 wurde gezeigt, dass die Amplitudenverteilung einer diskreten ZufallsgroRe durch ihre
M Auftrittswahrscheinlichkeiten bestimmt ist, wobei die Stufenzahl M meist einen endlichen Wert
besitzt.

Nun betrachten wir kontinuierliche ZufallsgroBen. Darunter versteht man ZufallsgroRen, deren
mogliche Zahlenwerte nicht abzihlbar sind (,wertkontinuierlich”). Uber eine eventuelle
Zeitdiskretisierung wird hier keine Aussage getroffen, das heilSt, kontinuierliche Zufallsgr6Ren kénnen
durchaus zeitdiskret sein. Weiter setzen wir flr dieses dritte Kapitel voraus, dass zwischen den
einzelnen Abtastwerten X, keine statistischen Bindungen bestehen.

Im Weiteren kennzeichnen wir kontinuierliche ZufallsgréBen (meist) mit x im Gegensatz zu den
diskreten ZufallsgroRRen, die wie im Kapitel 2 weiterhin mit z bezeichnet werden.

Beispiel: Das nachfolgende Bild zeigt einen Ausschnitt eines stochastischen Rauschsignals x(t), dessen
Momentanwert als eine kontinuierliche Zufallsgréfie x aufgefasst werden kann.

ol I WV

t—>  —— L)

K

Abbildung 19: stochastisches Rauschsignal x(t)

Aus der rechts
dargestellten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion erkennt man, dass in diesem Beispiel Momentanwerte
um den Mittelwert m,; am hdufigsten auftreten. Da zwischen den Abtastwerten x,, keine statistischen
Bindungen bestehen, spricht man hier von ,,Weifsiem Rauschen”.

Allgemeine Definition der WDF

Bei einer kontinuierlichen ZufallsgroRRe ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese ganz bestimmte Werte
annimmt, identisch 0. Deshalb muss zur Beschreibung einer kontinuierlichen ZufallsgroRe stets auf die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion — abgekirzt WDF — (ibergegangen werden.
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Definition: Der Wert der WDF f,(x) an der Stelle x, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der
Momentanwert der ZufallsgréRe x in einem (unendlich kleinen) Intervall der Breite Ax um x, liegt,
dividiert durch Ax:

Pr{x —Eﬁx <x +A—x}
fx(x — ) _ H 2 H 2
" Ax
Diese fiir stochastische Signale dulRerst wichtige BeschreibungsgréRe weist folgende Eigenschaften

auf:

(44)

e Obwohl aus dem beispielhaften Zeitverlauf auf der letzten Seite zu ersehen ist, dass die
haufigsten Anteile bei x = m, liegen und die WDF hier ihren groBten Wert besitzt, ist die
Wahrscheinlichkeit Pr(x = m,), dass der Momentanwert exakt gleich dem Mittelwert m, ist,
identisch 0.

e Fir die Wahrscheinlichkeit, dass die ZufallsgréfRe im Bereich zwischen x,, und x,, liegt, gilt:

Xo
Pr(x, <x <xy) = fr(x)dx (45)
Xu

e Alswichtige Normierungseigenschaft ergibt sich daraus fiir die Flache unter der Dichtefunktion
mit den Grenziibergangen x,, & —oo und x5 = +0o0:

+ 00

fi()dx =1 (46)

e Die entsprechende Gleichung fur diskrete, M-stufige ZufallsgroRen sagt aus, dass die Summe
Uber die M Auftrittswahrscheinlichkeiten den Wert 1 ergibt.

WDEF-Definition fir diskrete Zufallsgréf3en

Aus Griinden einer einheitlichen Darstellung ist es zweckmaRig, die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
auch fir diskrete ZufallsgrofRen zu definieren. Wendet man die Definitionsgleichung der letzten Seite
auf diskrete ZufallsgroRen an, so nimmt die WDF an einigen Stellen x, aufgrund des nicht verschwin-
dend kleinen Wahrscheinlichkeitswertes und des Grenziibergangs 4x — 0 unendlich groRe Werte an.
Somit ergibt sich fiir die WDF eine Summe von Diracfunktionen, die man auch als Distributionen be-
zeichnet:

M
fr(x) = 2 Py 6(x—x,) (47)
u=1

Die Gewichte der einzelnen Diracfunktionen sind dabei gleich den Wahrscheinlichkeiten p, = Pr(x =
Xy)-

Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion stehen in dhnlichem Verhaltnis zueinander
wie ein diskreter Spektralanteil (Linienspektrum einer harmonischen Schwingung) zu einem
kontinuierlichen Spektrum (siehe die entsprechenden Kapitel 2 und 3 im Buch ,,Signaldarstellung”).
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Beispiel: Nachfolgend sehen Sie einen Ausschnitt o
eines Rechtecksignals mit den 3 méglichen

Werten - 1V, 0V und + 1V, wobei der Signalwert +1v Brb=t2) v
0V doppelt so héufig wie die duferen Signalwerte _] ﬂ ﬂ -

auftritt. 1 4 5 s 9
Prix=-1V)
. <’

Somit lautet die dazugehérige WDF (Anteile von AV
oben nach unten): tT—> < fi(v)

Abbildung 20: WDF eines Rechtecksignals

fr(x) =025-6(x —1V) +0.5-6(x) + 0.25-5(x + 1V) (48)

3.2 Verteilungsfunktion (VTF)
VTF bei kontinuierlichen ZufallsgroRen

Zur Beschreibung von ZufallsgroRen wird neben der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auch haufig
die Verteilungsfunktion (VTF) herangezogen, die wie folgt definiert ist:

Definition: Die Verteilungsfunktion F, (r) entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass die ZufallsgrofRe x
kleiner oder gleich einem reellen Zahlenwert r ist:

E(r)=Pr(x <r) (49)

Bei einer kontinuierlichen ZufallsgréRe sind bezliglich der VTF folgende Aussagen moglich:

e Die Verteilungsfunktion kann aus der WDF f,.(x) durch Integration berechnet werden. Es gilt:

E.(r) = f ' F,(x)dx (50)

e Da die WDF nie negativ ist, steigt F,.(r) zumindest schwach monoton an, und liegt stets
zwischen den beiden Grenzwerten F,(r »-) = Qund F.(r = +) = 1.

e Umgekehrt lasst sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion aus der Verteilungsfunktion durch
Differentiation bestimmen:

dFE.(r)
dr

Der Zusatz ,,r = x” soll deutlich machen, dass das Argument der WDF die ZufallsgroRRe selbst

fr(x) =

(51)
r=x

ist, wahrend das Argument der VTF eine beliebige reelle Variable r ist. Anzumerken ist, dass in
mancher Literatur auch zwischen der ZufallsgroRe und dem WDF-Argument unterschieden
wird.

-1V
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Beispiel: Das linke Bild zeigt das Foto Lena, das hdufig als Testvorlage fiir Bildcodierverfahren dient.
Wird dieses Bild in 256 X 256 Bildpunkte (Pixel) unterteilt, und ermittelt man fiir jede einzelne Pixel die
Helligkeit, so erhélt man eine Folge (x,) von Grauwerten, deren Linge N = 256% = 65536 betrigt.
Der Grauwert x ist dabei eine wertkontinuierliche Zufallsgréf3e, wobei die Zuordnung zu Zahlenwerten
willktirlich erfolgt. Beispielsweise sei ,Schwarz” durch den Wert x = 0 und ,,Wei8” durch x =1
charakterisiert. Der Zahlenwert x = 0.5 kennzeichnet dann eine mittlere Graufirbung.

Y

Abbildung 21: Lena - WDF f,(x) - Verteilungsfunktion F (1)

Im mittleren Bild ist die WDF f,(x) dargestellt, die in der Literatur auch oft als Grauwertstatistik
bezeichnet wird. Es ist ersichtlich, dass im Originalbild einige Grauwerte bevorzugt sind und die beiden
Extremwerte x = 0 (,tiefes Schwarz”) bzw. x = 1 (,reines Weif3”) nur sehr selten auftreten. Die
Verteilungsfunktion F,(r) dieser kontinuierlichen ZufallsgréfSe ist stetig und steigt, wie das rechte Bild
zeigt, von 0 auf 1 monoton und stetig an.

Anmerkung: Genau genommen ist bei einem am Computer darstellbaren Bild —im Gegensatz zu einem
echten Foto — der Grauwert stets eine diskrete ZufallsgréfSe. Bei grofier Auflésung der Farbinformation
(,Farbtiefe”) kann man diese ZufallsgréfSe allerdings ndherungsweise als kontinuierlich betrachten.

VTF bei diskreten Zufallsgrof3en

Fir die Berechnung der Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgréfie x aus deren WDF muss stets
von einer etwas allgemeineren Gleichung ausgegangen werden. Hier gilt mit £ > 0:

r+¢&
E.(r) = lirréf f(x)dx (52)
-0 J_

Die Berechnung der Verteilungsfunktion durch Grenzwertbildung ist aufgrund des "<"-Zeichens in der
Definitionsgleichung erforderlich. Beriicksichtigt man weiterhin, dass bei einer diskreten ZufallsgroRe
die WDF aus einer Summe von gewichteten Diracfunktionen besteht, so erhalt man:

r+& M
F(r) = lim f z Py 80x — x,)dx (53)
o

Vertauscht man in dieser Gleichung Integration und Summation, und bericksichtigt man weiterhin,
dass die Integration Uber die Diracfunktion die Sprungfunktion ergibt, so erhalt man:

M x+e
_ . s _(Ofallsx <0
Fx(r) - E 1pu VO(T - Tx): mit Vo(x) - Ll_l;% f_m 6(u)du - {1 fallsx >0 (54)
u:

Hierzu ist zu bemerken:
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Die Funktion yy(x) unterscheidet sich von der in der Systemtheorie sonst Ublichen
Sprungfunktion y(x) dadurch, dass an der Sprungstelle x = 0 der rechtsseitige Grenzwert Eins
glltig ist (anstelle des Mittelwertes 1/2 zwischen links- und rechtsseitigem Grenzwert).

Mit obiger VTF-Definition gilt dann fiir die Wahrscheinlichkeit von kontinuierlichen und
diskreten ZufallsgréBen sowie von gemischten ZufallsgroRen mit diskreten und
kontinuierlichen Anteilen gleichermalien:

Pr(x, <x < xg) = E.(xg) — F.(xy) (55)

Bei rein kontinuierlichen ZufallsgréBen kénnen in dieser Gleichung das ,Kleiner”-Zeichen und
das ,Kleiner / Gleich” — Zeichen gegenseitig ersetzt werden.
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Beispiel: Wird nun der Grauwert des Bildes auf der letzten Seite mit 8 Stufen quantisiert, so dass jedes
einzelne Pixel durch 3 Bit dargestellt und (ibertragen werden kann, so ergibt sich die diskrete
Zufallsgréfie q. Durch die Quantisierung geht allerdings ein Teil der Bildinformation verloren, was sich
im quantisierten Bild durch — mehr oder weniger — ausgepréigte Konturen auswirkt.

v

Abbildung 22:Lena - WDF f,(q) - Verteilungsfunktion F (1)

Die dazugehérige WDF f,(q) setzt sich allgemein aus M = 8 Diracfunktionen zusammen, wobei bei der
hier gewdhlten Quantisierung den méglichen Graustufen die Werte q,, = (u-1)/7 mitu = 1,2,...,8
zugeordnet sind. Die Gewichte der Diracfunktionen kann man aus der WDF f,.(x) des Originalbildes
berechnen. Man erhdlt:

2u-1)/14
2, -3 2,1
puzPr(qzqu)zPr( 12 <x< 3 >= f fr(x)dx
(2u-3)/14

wobei fiir die beiden undefinierten Randbereiche (x < 0 bzw. x > 1) jeweils f,.(x) = 0 zu setzen ist. Da
im  Originalbild die Graustufen x =0 bzw. x=1 weitgehend fehlen, sind die
Wahrscheinlichkeiten p; = pg = 0, so dass in der WDF tatséchlich nur sechs Diracfunktionen sichtbar
sind. Die beiden fehlenden Diracfunktionen bei 0 und 1 sind im Bild durch Punkte markiert. Die
Verteilungsfunktion Fy(r) in der rechten Grafik weist entsprechend dem oben Gesagten

Unstetigkeitsstellen auf, bei denen jeweils der rechtsseitige Grenzwert giiltig ist.

3.3 Erwartungswerte und Momente
Berechnung als Scharmittelwert

Die Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) bietet weitreichende Informationen Gber die
betrachtete ZufallsgroRe. Die so genannten Erwartungswerte und Momente liefern nur reduzierte
Informationen. Fir diskrete ZufallsgroRen wurden deren Berechnungsmoglichkeiten bereits in Kapitel
2.2 angegeben. Nun werden diese BeschreibungsgroRen allgemeiner und im Zusammenhang mit der
WDF betrachtet.

Definition: Der Erwartungswert beziiglich einer beliebigen Gewichtungsfunktion g(x) kann mit der
WDF £, (x) in folgender Weise berechnet werden:

+00

E[g()] = f 900 - fu()dx (s6)
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Setzt man in diese Gleichung fiir g(x) = x* ein, so erhilt man das Moment k-ter Ordnung:

+o0
my = E[x*] = f x* - £ (x)dx (57)

Aus dieser Gleichung folgt mit k = 1 fiir den linearen Mittelwert, der in Zusammenhang mit Signalen
auch als der Gleichanteil bezeichnet wird:

my; = E[x] = f+oox e ()dx (58)

Analog gilt mit k = 2 fur den quadratischen Mittelwert:

m, = E[x?] = f+wx2  fre(x)dx (59)

Diese GroRe kennzeichnet die (auf den Einheitswiderstand 1) bezogene) Signalleistung. Bezeichnet x
beispielsweise eine Spannung, so hat m, die Einheit ,,V?2”.

Bei einer diskreten, M-stufigen ZufallsgroRe erhalt man auch mit den hier angegebenen Formeln
wieder die bereits in Kapitel 2.2 angegebenen Gleichungen (Berechnung als Scharmittelwert):

Hierbei ist beriicksichtigt, dass das Integral Gber die Diracfunktion §(x) gleich 1 ist.

M

my = Z pli . xﬂ (60)
u=1
M

m, = Z Py X5 (61)
u=1

Zentralmomente

Eine besonders groRe Bedeutung haben in der Statistik die Zentralmomente, die im Gegensatz zu den
herkémmlichen Momenten jeweils auf den Mittelwert m, bezogen sind:

e = E[(x — my)¥] = f (x = m)* - £ (x)dx (62)

Die zentrierten und die nichtzentrierten Momente -y, bzw. m;, — kénnen direkt ineinander
umgerechnet werden. Dabei gilt:

k
— Z k “m _(_m )k—K
‘le - K K 1 (63)
k=0
k
m, = Z k . -(m )k—x
k — K nuK 1 (64)
k=0

Die formalen GréRen mg und pg ergeben sich nach den allgemein giiltigen Gleichungen (siehe letzte
Seite) jeweils zu 1. Fiir das Zentralmoment erster Ordnung gilt nach obiger Definition stets u; = 0.
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Beispiel: Alle Momente my, einer bindren Zufallsgréfie mit den Wahrscheinlichkeiten Pr(0) = 1-p und
Pr(1) = p sind gleich p. Mit obigen Gleichungen erhdlt man dann fiir die ersten Zentralmomente:

fy = my —mi = p — p?
p3=mz—3-my-m+2-mi=p—3-p2+2-p3

Pa=my—4-mg-m+6-my-mi—3-mf=p—4-p>+6-p>—-3-p*

3.4 Gleichverteilte ZufallsgroBe
Allgemeine Beschreibung und Definition

Definition: Eine ZufallsgroBe x nennt man gleichverteilt, wenn sie nur Werte in einem Bereich von
Xminbis Xmax @annehmen kann, und jeder Wert innerhalb dieses Intervalls gleichwahrscheinlich ist.

J(x) F.(r)
4

3 A

X min X e X

Abbildung 23:WDF f,(x) - Verteilungsfunktion F (1)

Obiges Bild zeigt links die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) und rechts die Verteilungs-
funktion (VTF) einer gleichverteilten ZufallsgréRe x. Daraus konnen folgende Eigenschaften abgeleitet
werden:

e Die Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion f,(x) besitzt im Bereich von x,;;, bis X4, den
konstanten Wert 1/(X;nax — Xmin), Wobei an den beiden Grenzstellen fur f,(x) jeweils nur
der halbe Wert — also der Mittelwert zwischen links- und rechtsseitigem Grenzwert — zu setzen
ist.

o Die Verteilungsfunktion E, (1) steigt im Bereich von x,,;,, bis X, linear von 0 auf 1 an.

e  Mittelwert und Streuung haben bei der Gleichverteilung folgende Werte:

_ (xmax + xmin)

my = > (65)
o= Xmax — Xmin (66)
2V3
xrznax

e Bei symmetrischer WDF (X;,0x = —Xmin) €rhalt man als Sonderfallm; = 0 und 0, =
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Beispiel: Nachfolgend sehen Sie zwei Signalverldufe mit gleichférmiger Amplitudenverteilung. Im linken
Bild ist statistische Unabhdngigkeit der einzelnen Abtastwerte vorausgesetzt, das heifst, x,, kann alle
Werte zwischen X, und X, mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen, und zwar unabhéngig
davon, welche Werte in der Vergangenheit (x,,_1, X,,_», ... ) aufgetreten sind. Beim rechts dargestellten
Sdgezahnsignal y(t) ist diese Unabhédngigkeit aufeinanderfolgender Signalwerte nicht mehr gegeben.

x(7) y(f)
yi,

—-

¥
"TVEAX = Tax

o AU LA N L
" ’ H ' l .. ?

X, . P_ .

; > >

I I

Abbildung 24: statistisch abhangige Funktion y(t) und statistisch unabhédngige Funktion x(t)

Bedeutung der Gleichverteilung fiir die Nachrichtentechnik

Hier sind unter anderen, folgenden Punkte zu nennen:

e Beider Beschreibung und Modellierung von nachrichtentechnischen Systemen sind gleichver-
teilte ZufallsgrofRen eher die Ausnahme. Ein Beispiel flr eine solche ZufallsgroRRe ist die Phase
bei kreissymmetrischen Stérungen, wie sie z. B. bei Quadraturmodulationsverfahren auftreten.

e Auch in der Bildverarbeitung und Bildcodierung wird oft vereinfachend mit der
Gleichverteilung anstelle der tatsachlichen, meist sehr viel komplizierteren Verteilung des
Originalbildes gerechnet, da der Unterschied des Informationsgehaltes zwischen einem
natiirlichen Bild und dem auf der Gleichverteilung basierenden Modell relativ gering ist.

e Die Bedeutung gleichverteilter ZufallsgréRen fir die Informations- und Kommunikationstech-
nik —insbesondere fir die Simulation nachrichtentechnischer Systeme —ist darauf zuriick-
zufiihren, dass entsprechende Zufallsgeneratoren relativ einfach zu realisieren sind, und an-
dere Verteilungen sich daraus leicht ableiten lassen. Mit dem nachfolgend genannten Berech-
nungstool kdnnen Sie sich unter anderem die KenngréRen der Gleichverteilung fiir beliebige
Xpmin UNd X4, @anzeigen lassen:

Dieses Tool finden Sie im ,,LNTwww”.

Buch: Stochastische Signaltheorie Abechaitt: 3.4 Gleichverteilte Infallsgrofe
Eazpitzl: 3 Hontinunierliche InfallsgriBen Ssite: 2 von &

WDF, VTF und Momente spezieller Verteilung (DateigroRe: 216 KB)
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3.5 GauBverteile ZufallsgroRe
Allgemeine Beschreibung

ZufallsgrofRen mit GaufBscher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion — diese Bezeichnung geht auf den
Mathematiker, Physiker und Astronomen Carl Friedrich Gaul} zurtick — sind wirklichkeitsnahe Modelle
fir viele physikalische GroRen und haben daher auch fiir die Nachrichtentechnik eine grolRe
Bedeutung. Dies hat mehrere Griinde:

e Nach dem zentralen Grenzwertsatz besitzt jede Linearkombination statistischer Grof3en, z. B.
1

x = z X;

i=1
im Grenzfall (I - o) eine GauRsche WDF, so lange die einzelnen Komponenten keine
statistischen Bindungen besitzen. Dies gilt (nahezu) fir alle Dichtefunktionen der einzelnen
Summanden x;.

e Viele Rauschprozesse erfiillen genau diese Voraussetzung, das heil3t, sie setzen sich additiv aus
einer sehr groRen Anzahl unabhédngiger Einzelbeitrdge zusammen, so dass ihre
Musterfunktionen (Rauschsignale) eine GauRsche Amplitudenverteilung aufweisen.

e Legt man ein gauBverteiltes Signal zur spektralen Formung an ein lineares Filter an, so genligt
das Ausgangssignal ebenfalls der GauRverteilung. Es andern sich nur die Verteilungsparameter
wie Mittelwert und Streuung sowie die inneren statistischen Bindungen der Abtastwerte.

Beispiel: Das Bild zeigt links ein Gaufsches Zufallssignal x,(t) und rechts ein gleichverteiltes Signal
X, (t) mit gleichem Mittelwert m, und gleicher Streuung a. Man erkennt, dass bei der GaufSverteilung
im Gegensatz zur Gleichverteilung beliebig grofie und beliebig kleine Amplitudenwerte auftreten
kénnen, auch wenn diese sehr unwahrscheinlich sind.

(1) X,(T)
4

” ‘ | ‘l. >
|i‘l“| w f" |\| V d
[ Il U

\/‘ u '~ Xos

-
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| f 4

7y h }f
|

v

Abbildung 25: gauBverteiltes Signal x1(t) und gleichverteiltes Signal x, (t)




Versuch 2 — Seite 44 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktion

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer gaullverteilten ZufallsgroRe lautet allgemein:

£ 1 _W (67)
x) = e 20
x V2w o

Die Parameter einer GauRschen WDF sind der Mittelwert m; und die Streuung o. Aus der linken
unteren Darstellung geht hervor, dass die Streuung o als der Abstand von Maximalwert und
Wendepunkt aus der glockenférmigen WDF £, (x) auch grafisch ermittelt werden kann. Ist m; =0
und o = 1, so spricht man oft auch von der Normalverteilung.

J.(x) F (r)
xev) =)
1

2xN2. o

1
T

b3 X 1y r

Abbildung 26: GauBRsche Normalverteilung

Die Verteilungsfunktion E,(r) einer gaulverteilten ZufallsgroRe ist im rechten Bild dargestellt; diese
ist punktsymmetrisch um den Mittelwert m,. Durch Integration tber die Gausche WDF erhalt man:

r—m

F) =6 )mit¢(x>=% f ) au (68)

Man bezeichnet ¢(x) als das Gauf3sche Fehlerintegral. Dessen Funktionsverlauf ist analytisch nicht
berechenbar und muss aus Tabellen entnommen werden. ¢(x) kann durch eine Taylorreihe
angendhert oder aber aus der in Programmbibliotheken oft vorhandenen Funktion ,erf(x)” berechnet
werden.

Uberschreitungswahrscheinlichkeit

Bei der Untersuchung digitaler Ubertragungssysteme muss oft die Wahrscheinlichkeit bestimmt
werden, dass eine gauRverteilte ZufallsgroRe x mit Varianz o einen vorgegebenen Wert x,
Uberschreitet. Fir diese Wahrscheinlichkeit gilt:

Pr(x > xy) =Q (?) (69)

Hierbei bezeichnet Q(x) = 1 — ¢(x) die Komplementarfunktion zu ¢(x); man nennt diese Funktion
das Komplementdre Gaufsche Fehlerintegral und es gilt folgende Berechnungsvorschrift:

+ 00 2

Qx) = LJ e_(uT) du=1-¢(x) (70)
V2r

X
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Auch dieses Integral kann analytisch nicht gel6st werden und muss aus Tabellen entnommen werden.
In Bibliotheken findet man haufiger die Funktion ,erfc(x)”, die mit Q(x) in einfachem Zusammenhang
steht:

Qx) = %erfc (%) (71)

Speziell fiir groRere Werte von x — also fiir kleine Fehlerwahrscheinlichkeiten — liefern die nachfolgend
angegebenen Schranken eine brauchbare Abschatzung fir das Komplementdre GauBsche
Fehlerintegral. Q,(x) bezeichnet hierbei eine obere und Q, (x) eine untere Schranke:

1
1 -5 —1__2 ‘x_z_ 1 (72)
Q) = ¢ &) W) == 50,0 (1-3)

Das nachfolgende Bild zeigt die Q-Funktion in logarithmischer Darstellung fiir lineare (obere Achse)
und logarithmische Abszissenwerte (untere Achse). Die obere Schranke (Kreise) ist ab ca. x =1
brauchbar, die untere Schranke (Rauten) ab etwa x = 2. Fir x-Werte = 4 sind beide Schranken
innerhalb der Zeichengenauigkeit vom tatsachlichen Funktionsverlauf nicht mehr zu unterscheiden.

o ]
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—— | | | | | | |
Qlx) -t —‘% S e e ey o R e e e e e s o
| . | | | | | |
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Abbildung 27: Komplementares GauBsches Fehlerinteral
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Zentralmomente und Momente

Die Kenngréfien der Gauflverteilung weisen einige charakteristische Eigenschaften auf, namlich:

e Die Zentralmomente py, (identisch mit den Momenten m;, der dquivalenten mittelwertfreien
ZufallsgrofRe x-m;) sind bei der GaulRschen WDF wie auch bei der Gleichverteilung aufgrund
der symmetrischen Verhiltnisse fir ungerade Werte von k identisch 0. Das Zentralmoment u,
ist definitionsgemaR gleich 2.

o Alle hdheren Zentralmomente mit geradzahligen Werten von k lassen sich bei gaulRférmiger
WDF — wohlgemerkt: ausschlieRlich bei dieser — durch die Varianz o2 ausdriicken:
pr = (k—=1)-(k—=3)-..-3-1-0" (falls k gerade).

e Daraus konnen die nichtzentrierten Momente m; mit nachfolgender Gleichung bestimmt
werden:

k

k
my = Z (K) WTRE (L (73)

Es ist anzumerken, dass diese GIeichGng allgemein gilt, also flr beliebige Verteilungen.

e Ausder oberen Gleichung folgt direkt u, = 30* und daraus fiir die Kurtosis der Wert K=3. Den
Wert K-3 bezeichnet man deshalb auch haufig als die Gauf8abweichung. Ist diese negativ, so
erfolgt der WDF-Abfall schneller als bei der GauBverteilung. Beispielsweise hat bei einer
Gleichverteilung die GaulRabweichung stets den Zahlenwert 1.8-3 =-1.2

Beispiel: Die ersten Zentralmomente einer gaufSverteilten Zufallsgréfse mit Streuung o = 1/2 lauten:

1 3 15 105

%) ZZ:IM ZE:HG zaxﬂs zﬁ

Alle Zentralmomente mit ungeradem Index sind identisch 0.
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3.6 Vorbereitungsaufgaben
A3.1: cos? - und Dirac-WDF (optional)

Jx)
Die Grafik zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen T

(WDF) zweier ZufallsgréRen x und y. A
Die WDF der ZufallsgroRe x lautet in analytischer Form:
T
A-cos?(=-x) fir—-2<x<2,
fr(x) = { (4 ) fu . } } '

0 sonst. 2 1 1 2 "

Dagegen besteht die WDF der ZufallsgréBe y aus insgesamt f;"}':’
fuinf Diracfunktionen mit den im Bild unten angegebenen ’ ‘,:_t,_,l
Gewichten. Betrachtet man diese ZufallsgréBen als
Momentanwerte zweier Zufallssignale x(t) und y(t), so ist 02 0.2
offensichtlich, dass die beiden Signale jeweils auf den 0.1 0.1
Wertebereich +2 ,amplitudenbegrenzt” sind. BetragsmaRig T ’

groRRere Werte kommen nicht vor. '2 _'1 1 5 ¥

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf den gesamten Lehrstoff

von Kapitel 2.1 und Kapitel 3.1. Es gilt folgende Gleichung:

[ cos?(ax)dx = - sin(2ax)

2 1
a) Welche der nachfolgenden Aussagen treffen uneingeschrankt zu?

O Die ZufallsgréRe x ist wertkontinuierlich.

O Die ZufallsgréRe y ist wertdiskret.

O Die ZufallsgréRe vy ist gleichzeitig zeitdiskret.

O Die WDF liefert keine Aussage bzgl. ,zeitdiskret/zeitkontinuierlich”.
b) Berechnen Sie den Parameter A der WDF f, (x).

A=

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ZufallsgréRRe x exakt gleich 0 ist?
Pr(x=0) =

d) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass x groRer als 0 ist?
Pr(x >0) =

e) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass y groRer als 0 ist?
Pr(y>0)=

f)  Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass y betragsmaRig kleiner als 1 ist?
Pr(lyl<1) =

g) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass x betragsmaRig kleiner als 1 ist?

Pr(lx|<1) =
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3.7 Versuchsdurchfiihrung

Aufgaben zu Kapitel 3.

Zu Kapitel 3 sind folgende Aufgaben wéhrend des Praktikums zu bearbeiten.

73.2: Zusammenhang WDF/VTF
Z3.5: Antennengebiete (optional)
A3.6: Verrauschtes Gleichsignal
Z3.6: Prifungskorrektur

Musterlosungen
Musterlosung zur Vorbereitungsaufgabe 71.1

a)

d)

Da die Wahrscheinlichkeiten von +1 gleich sind und Pr(Y = 0) = 2 - Pr(Y = 1) gilt, erhalt
man:

Pr(Y =1)+Pr(Y =0)+Pr(Y =-1)=1

9%-Pr(Y =0)+Pr(Y = 0)+§-Pr(Y= 0)=1

>Pr(y =0) =7

S kann insgesamt I = 5 Werte annehmen, namlich-2,-1,0,+1 und +2.

Da Y nicht gleichverteilt ist, kann die klassische
Sienal X ——
Wahrscheinlichkeits-Definition hier eigentlich e

nicht angewandt werden. Teilt manY jedoch

Sumie

gemall dem Bild in vier Bereiche auf, wobei man +1

zwei der Bereiche dem Ereignis Y = 0 zuordnet,

S=-1Mls=0
so kann man die klassische Definition dennoch 0 — e
anwenden. Dan: erhilt man: ~ - N - Sl -
P = =—=1 Eh D=-1 D=0 D=+
r(s=0) 2 /3 3 : = 4=+l
3 1 M| - 2l s-1 S=-10
Pr(S = 1) =—=-— 5 e e e
r(§ =+1) 7=
Pr(S=-1) = 3 = !
==Y =127%
1
Pr(§ =42) =—
r( ) 3
Pr(S=-2)= !
=727

Aus obiger Darstellung ist auch ersichtlich, dass das Differenzsignal D und das Summensignal
S die gleichen Werte mit gleichen Wahrscheinlichkeiten annehmen. Dies war zu erwarten, da
Pr(Y = 1) gleich Pr(Y =-1) vorgegeben ist.

Musterlosung zur Vorbereitungsaufgabe 71.2

Fir die weiteren Mengen gilt:

D=(AnB)u(AnB)=[{123}n{1,24578} U [{456789}n{3,69}] = {1,269}
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E=AUB)N(AUB)=ANnAUMANB)UMANB)UMBNB)=(ANB)UANB)=D =1{1,26,9}
F=(AuC)nB=1{1,2356,78}n{1,2,45,78} = {1,2,5,7,8}

H=ANCUMANBNC)=(AnNC)={49}

a)
o (al)istfalsch: A und B beinhalten jeweils die ,3”.
e (a2)istrichtig: Es liegt kein gemeinsames Element vor.
e (a3)istfalsch: B und C beinhalten jeweils die ,,6”.

b)

e (bl)ist falsch: Esfehlt die,4”.
(b2) ist richtig: AN B N C = @ (es gibt keine Ziffer, die gleichzeitigin A, B und C enthalten ist).

Bildung der Komplementiarmenge:

ANBNC=90=G

(c1) ist richtig: Die Mengen D und E enthalten genau die gleichen Elemente und somit auch
deren Komplementarmengen.

(c2) ist richtig: Allgemein, das heillt fiir beliebige X und B gilt:
XNBcB = MitX=AUC folgt somitF c B

(c3) ist falsch: Beispielsweise sind B und C nicht disjunkt.

(c4) istrichtig: A ={1,2,3}, C ={5,6,7,8}, H = {4,9}

Musterldsung zur Vorbereitungsaufgabe 7Z1.5

a) Dadie beiden Teilgerate unabhangig voneinander ausfallen, gilt mengentheoretisch:
Pr(G fallt aus) = Pr(T, fallt aus) - Pr(T, fallt aus)
Da die Teile T; und T, baugleich sind, fallen sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit pr aus.
Daraus folgt: p; = p# bzw. pr =,/ps <V0.0004 = 0.02

b) Dieses Ergebnis ist einfacher Gber das Komplementarereignis zu bestimmen:
Pr(T; funktioniert) = Pr(B, funktioniert N B, funktioniert N Bsfunktioniert)

c) Mitp, = 0.01 erhdlt man py = 2.97%. Allgemein gilt die Ndherung: pr = n - ps(= 3%).

d) Mit der Ndherung aus (c) folgt direkt n = 5. Bei groBerem p, miisste man wie folgt vorgehen:

09967 > 098 = n <809 _cii06~5
= = 102(0.996)

Musterlosung zur Vorbereitungsaufgabe A2.1
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b)

Man sollte dieser Nachfrage zumindest glauben, dass Kandidat A wahrscheinlich gewinnt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Nachfrage (h,) vom endgiiltigen Ergebnis (p4) betragsmaRig
um mehr als 2% abweicht, ist nach dem Bernouillischen Gesetz der grolRen Zahlen mit N =
2000:

1
- >002)<———=0. )
Pr(lhy = pal) 2 0.02) < ooy = 03125

Diese Wahrscheinlichkeit beinhaltet die beiden Falle, dass py < 46% und p4, = 50% ist. Nur
im letzten Fall gibt es keine Stichwahl:

Pr(keine Stichwahl) < 15,6%
Mit € = 4% (ergibt sich aus 0.26-0.22) liefert das Gesetz der grolRen Zahlen:

1
Pr(lh, — po|) > 0.04) < —— = 0.078.
r(lhe = pcl) 2 0.04) < =007z = 0.078

Daraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit, dass Kandidat C mindestens 26% der Stimmen erhalt, ist nicht
groRer als 3.9%.

Da p, = 0.48 fest vorausgesetzt wurde, gilt in diesem Fall gleichzeitig pg < 0.26. Da es sich hier um
kontinuierliche ZufallsgroBen handelt, sind (pc = 0.26; pg < 0.26) und (pc > 0.26; pg < 0.26)
gleich. Damit ist die Wahrscheinlichkeit Pr(C erreicht die Stichwahl) ebenfalls auf 3.9% beschrankt.

Musterlosung zur Vorbereitungsaufgabe 72.2

a)

b)

d)

Aufgrund der Symmetrie gilt:
mg=0; my,=05-(-1)2+05-(1)?=1

Daraus erhalt man mit dem Satz von Steiner:

62 =41-02=1 bzw.o, =1

Allgemein gilt fir das Moment k —ter Ordnung:
me=(1-p) 0+p-1*=p

Daraus folgt mit p = 1/4:

my,=my, =p, 0, =+p (1—p)=0433

Fiir die Zufallsgrofe c gilt:
) 1 2,1 o 1 !
m, = 0 (symmetrischum 0), m,. = . (- + . 0° + . (D= = >

= g, =+/(1/2) = 0.707

Nach den allgemeinen Regeln fiir Erwartungswerte gilt mit p = 0.25:
my = E[a—2b+c] =E[a] —2-E[b] + E|c]
=mg—2-m,+m;=0-2-p+0=-05

Analog zu Punkt d) erhdlt man fiir den quadratischen Mittelwert:

mg = E[(a — 2b + ¢)?] = E[a®] — 4 - E[b?] + E[c?]
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f)

—4-Ela-b]+2-E[a-c]—4E[b-c]

Da aber a und b statistisch voneinander unabhdangig sind, gilt auch:

Ela-b] = Ela]-E[b] =m, -my =0,dam, =0

Gleiches gilt fir die anderen gemischten Terme. Daher erhalt man mitp = 0.25:
Myg =Myg+4 -mypy+my,=1+4-p4+05=25

Fir allgemeines p bzw. fiir p = 0.25 ergibt sich:
c2=15+4p—4-p>=225 >0,=15

Die maximale Varianz ergdbe sich fir p=0.5 zu 05 = 2.5.

Musterlosung zur Vorbereitungsaufgabe A3.1

a)

b)

d)
e)

f)

Pr(|x| <1)=2.[0 1cosz(z-x)dx=f+%-sin(z-x)

Richtig sind die beiden ersten Aussagen: x ist wertkontinuierlich und y wertdiskret (M = 5).
Die WDF liefert keine Aussagen dariber, ob eine ZufallsgroRe zeitdiskret oder
zeitkontinuierlich ist.

Die Fliche unter der WDF muss 1 ergeben. Durch einfache geometrische Uberlegungen
kommt man zum Ergebnis A = 0.5.

L)
A

Die Wahrscheinlichkeit, dass die wertkontinuierliche ZufallsgroRe x einen festen Wert x,
annimmt, ist stets vernachldssigbar klein. Daraus folgt Pr(x = 0) = 0. Fir die wertdiskrete
ZufallsgroRe y dagegen, gilt gemaR der Angabe: Pr(y = 0) = 0.4 (Gewicht der Diracfunktion
beiy = 0).

Wegen Pr(x = 0) und der WDF-Symmetrie ergibt sich Pr(x > 0) = 0.5.

Da y eine diskrete ZufallsgroRe ist, addieren sich die Wahrscheinlichkeiten firy =1 undy =
2:

Pry>0)=Pr(y=1)+Pr(y=2) =03

Das Ereignis ,,|y| < 1” ist hier identisch mit ,,y = 0”. Damit erhalt man:

Pr(ly] < 1) =Pr(y=0) =0.4

Die Wahrscheinlichkeit ist gleich dem Integral von -1 bis +1 Uber die WDF der
kontinuierlichen ZufallsgroRe x. Unter Beriicksichtigung der Symmetrie und der angegebenen
Gleichung erhélt man:

1

2 4 2
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Vorbemerkungen:

Dieser Praktikumsversuch behandelt die Pulscodemodulation (PCM). Als Vorbereitung sollten Sie die
theoretischen Grundlagen der nachfolgenden sechs Kapitel durcharbeiten und die mit "V" gekenn-
zeichneten Vorbereitungsfragen beantworten.

Hinweise zum Lerntutorial LNTwww:

Die Anleitung ist zur Versuchsvorbereitung ausreichend. Mehr Informationen zum Thema finden Sie in
Kapitel 4.1 des LNTwww-Buches Modulationsverfahren. Dort finden Sie auch einige passende Lernvi-
deos (LV) und interaktive Multimedia-Elemente (IM):

e Pulscodemodulation (LV)
Teil 1: Prinzip der Pulscodemodulation (Dauer 11:28)

Teil 2: Abtastung und Signalrekonstruktion (Dauer 12:53)
Teil 3: Quantisierung und erreichbares SNR (Dauer 22:20)

e Abtastung analoger Signale und Signalrekonstruktion (IM)

Literaturhinweise:

[1] Hanik, N.: Vorlesungsmanuskript "Nachrichtentechnik 1 (LB)".

[2] Hanik, N.: Vorlesungsmanuskript "Nachrichtentechnik 2 (LB)".

[3] Mausl, R.: "Digitale Modulationsverfahren". Heidelberg: Hiithig-Verlag, 1988.

[4] Soder, G.: "Modellierung, Simulation und Optimierung von Nachrichtensystemen".
Berlin: Springer-Verlag, 1993.

Hinweise zur Programmbedienung:

Die Durchfiihrung des Versuchs findet an Personal Computern statt. Es werden jedoch keinerlei pro-
grammiertechnische, sondern lediglich mathematische sowie einige nachrichtentechnische Grund-
kenntnisse vorausgesetzt. Ansonsten genigt diese Anleitung.

Fir die Versuchsdurchfiihrung bendétigen Sie den Menilpunkt Pulscodemodulation (abgekirzt pcm)
des Lehrsoftware Programmpakets LNTsim. Die Dateneingabe dieses Programms erfolgt weitgehend
meni- und mausgesteuert, wobei standardmaRig die linke Maustaste zu betétigen ist. Durch Dricken
der rechten Maustaste wird dagegen meist ein Eingabefenster ge6ffnet, das die Parameterwert-ein-
gabe per Tastatur erlaubt.



Pulscodemodulation Versuch 3 — Seite 3

1 Eigenschaften von Digitalsystemen

Die bis Mitte der 80er Jahre dominierenden analogen Nachrichtensysteme wurden mehr und mehr
durch Digitalsysteme ersetzt. Alle in den letzten Jahren entstandenen Telekommunikationssysteme
sind digital. Daflir gibt es mehrere Griinde:

e Durch die einheitliche Digitaliibertragung von Sprach-, Bild- und Datensignalen kann ein sehr
leistungsfahiges und flexibles Netz aufgebaut werden, das eine Reihe verschiedener Tele-kom-
munikationsdienste zur Verfligung stellt. Solche Digitalsysteme sind z.B. fiir das Festnetz ISDN
(Integrated Services Digital Network), im Bereich des Mobilfunks GSM (Global System for Mo-
bile Communication), UMTS (Universal Mobile Telecommunications System), LTE (Long Term
Evolution) sowie beim Schnurlostelefon DECT (Digital European Cordless Telephone).

e Die Ubertragung eines Datensignals bietet sich in digitaler Form an, da dieses selbst ein Digi-
talsignal ist. Dagegen muss fiir die digitale Ubertragung eines Analogsignals — z.B. eines Sprach-
oder Bildsignals — dieses vorher "digitalisiert" werden, z.B. mittels der Pulscodemodulation mit
den Verarbeitungsschritten Abtastung, Quantisierung und Codierung.

e Ein weiteres wichtiges Argument fiir den Einsatz der Digitaltechnik sind die heutigen Speicher-
medien und die Moglichkeit, eigentlich analoge Signale mittels Multimedia Anwendungen di-
gital zu bearbeiten.

e Beidigitaler Ubertragung kann der stérende Einfluss von statistischen Stérungen (z.B. dem un-
vermeidbaren thermischen Rauschen) vollstindig eliminiert werden, solange diese Storung
eine gewisse Schwelle nicht Giberschreitet. Deshalb ist im Allgemeinen mit einem Digitalsystem
eine bessere Ubertragungsqualitit als bei Analogsystemen zu erzielen.

e Bei Digitalsignallbertragung kénnen - eventuell zusatzlich zum Frequenzmultiplex (FDMA) -
auch die Vorteile anderer Vielfachzugriffsverfahren wie beispielsweise Zeitmultiplex (TDMA),
Codemultiplex (CDMA) und Raummultiplex (SDMA) genutzt werden.

e Fir Digitalsignallbertragung sind einfache und sehr effiziente Datensicherungs- und Ver-
schliisselungsmechanismen bekannt. Durch die Anwendung von Quellen- und Kanal-codier-
verfahren und geeigneten Decodieralgorithmen beim Empfinger l3sst sich die Uber-tragungs-
qualitat zusatzlich steigern.

e Jedes Digitalsignal ist in gewissen Grenzen regenerierbar. Das bedeutet: Bei sehr langen Uber-
tragungswegen (Weitverkehrssysteme) konnen in festen Abstdnden Regenerativver-starker
eingesetzt werden, die quasi wie eine Kombination aus Digitalempfanger fir den letzten Ab-
schnitt und Sendeeinrichtung fiir den nachsten Abschnitt wirken. Damit lassen sich - bei glei-
cher Ubertragungsqualitit - deutlich gréRBere Entfernungen als mit Analogsystemen tiberbrii-
cken.

Diesen vielen Vorteilen stehen natiirlich auch einige Nachteile gegeniiber. Insbesondere bei der
Ubertragung von Sprach- und Bildsignalen mittels PCM ergeben sich aufgrund der Quantisierung irre-
versible Verfalschungen (vgl. Abschnitt 2).
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2 Blockschaltbild und Signalverlaufe

Wir betrachten in diesem Versuch mit der Pulscodemodulation (PCM) ein sehr grundlegendes und
bereits seit langem etabliertes digitales Ubertragungsverfahren. Abbildung 1 zeigt das Blockschalbild.
In Abbildung 2 auf der nachsten Seite sind beispielhafte Signalverldufe dargestellt. Wie jedes Nach-
richtenlibertragungssystem kann auch das PCM-System in die Blécke Sender (oben), Kanal (rechts)

und Empfanger (unten) eingeteilt werden.

q) g5 qaq(®) qc(
Abtastun o Quanti- » PCM-
4 & {} sierung 4 Codierung G
@ =
~ el <8
=5 ~N =
o) ’S fé I =
E=a= =3 = 5
L. g e O
22 £ = E S5
e E2 == e
28 2R B3 23
0 S i 7z N — N
0D ) iz o
s N = bS] =
8 z
v i v
Signalrekon- PCM-
struktion Decodierun
(o) Vo) °

"Digitales Kanalmodell
Abbildung 1: Blockschaltbild eines PCM-Ubertragungssystems

Die Nachrichtenquelle gibt das analoge Quellensignal g(t) ab, das sowohl wert- als auch zeit-kontinu-
ierlich ist (durchgezogener Kurvenverlauf in Abbildung 2a). Daraus entsteht durch Abtastung das wei-
terhin wertkontinuierliche, nun aber zeitdiskrete Signal ga(t) entsprechend den Kreisen in Bild 2a. Die
Abtastrate fa= 1/Ta ist hierbei durch das Abtasttheorem (siehe Abschnitt 3) vorgegeben.
Im Block Quantisierung wird jeder Abtastwert ga(v -Ta) einem von M méglichen Quantisierungs-werten
zugeordnet, wobei man M als die Stufenzahl bezeichnet. Bei der Quantisierung teilt man den gesamten
Wertebereich des Signals q(t) in M Intervalle auf und ordnet jedem Intervall einen Reprasentanten
zu, z.B. den Intervallmittelwert.
In Abbildung 2(a) ist die Zuordnung der (mit Kreuzen markierten) Quantisierungswerte qgq(v-Ta) zu den
als Kreise dargestellten Abtastwerten ga(v-Ta) fur die Stufenzahl M = 8 veranschaulicht. Die Intervalle
sind hier alle gleich groR gewahlt; man spricht dann von linearer Quantisierung. Es ist deutlich zu er-
kennen, dass die Quantisierung zu nichtreversiblen Signalverfalschungen fiihrt. Quantitativ werden
diese Verzerrungen durch das Quantisierungs-Signalrauschleistungsverhdltnis o, erfasst, welches in
Abschnitt 4 berechnet wird. Bei linearer Quantisierung mit der Stufenzahl M - wie fur Abbildung 2(a)

zugrunde gelegt und einem sagezahnférmigen Nachrichtensignal gilt: o, = M?2.
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Abbildung 2: Signalverliufe eines PCM-Ubertragungssystems mit M = 8

Haufig wahlt man die Intervallbreite bei kleinen Amplitudenwerten kleiner als bei groRerer Signal-
amplitude (nichtlineare Quantisierung). Die Signalverfalschung wird dann fir kleine Signalwerte (leise
Tone) geringer. Eine solche ungleichméaRige Quantisierung kann z.B. durch eine nichtlineare Kennlinie
(Kompandierung) mit anschlieBender linearer Quantisierung realisiert werden. Natirlich muss dann
beim Empfanger diese Verformung durch eine inverse Nichtlinearitat (Expander) riickgangig gemacht
werden.

Die quantisierten Abtastwerte gqo(v-Ta) sind wertdiskret, doch ist die Stufenzahl M meist sehr hoch. Im
Block Codierung erfolgt nun eine Zuordnung der Abtastwerte zu Binarfolgen. Ist M eine Zweier-potenz,
was fir das Folgende meist vorausgesetzt wird, so kann jeder Wert durch N = 1d(M) Bindrsymbole
(jeweils "O" oder "L') dargestellt werden. Hierbei kennzeichnet "Id" den Logarithmus zur Basis 2 (Lo-
garithmus dualis).

Die Dauer Tg eines Rechteckimpulses ist nun um den Faktor N kleiner als das Abtastintervall Ta. Man
bezeichnet T; als die Bitdauer und den Kehrwert 1/T; als die Bitrate des Ubertragungssystems mit der
Einheit ,bit/s".

Die Zuordnung der quantisierten Abtastwerte zu Binarfolgen der Lange N kann auf verschiedene Weise
erfolgen. Dem Bild 2b ist zum Beispiel der sogenannte Dualcode zugrunde gelegt. Bei diesem werden
die M = 2" Quantisierungsintervalle von 0 bis M — 1 durchnummeriert und jedem Intervall die Bi-
nardarstellung der Intervallnummer zugeordnet. Der im Versuch D5 beschriebene Gray-Code hat dem-
gegenlber einige Vorteile.

Zur Ubertragung des bipolaren (antipodischen) Binarsignals gc(t) (iber den Kanal kénnen alle aus der

digitalen Ubertragungstechnik bekannten Modulationsverfahren verwendet werden, zum Beispiel die
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Basisbandsignaliibertragung (vgl. Versuch "DSU") oder eine digitale Amplitudenmodulation (ASK,
Amplitude Shift Keying), eine digitale Frequenzmodulation (FSK, Frequency Shift Keying) oder eine di-
gitale Phasenmodulation (PSK, Phase Shift Keying).

Das Sendesignal s(t) ist im Allgemeinen wieder ein Analogsignal, allerdings derart geformt, dass einer
der Signalparameter (z.B. Amplitude, Frequenz oder Phase) nur eine endliche Anzahl M verschiedener
Werte annehmen kann. Bei der Ubertragung iiber den Kanal — hier gekennzeichnet durch den Kanal-
frequenzgang H(f) — treten eventuell (lineare) Verzerrungen auf, so dass r(t) # s(t) gilt. AuBerdem
beinhaltet das Empfangssignal r(t) stets noch einen additiven Storanteil n(t), der zum Beispiel vom
thermischen Rauschen herrihrt.

Aufgabe des Demodulators ist - wie bei den analogen Modulationsverfahren auch - die Riicksetzung
des empfangenen Signals r(t) in das Basisband. Bei Basisbandiibertragung entfllt diese Funktions-
einheit Im Gegensatz zu analoger Ubertragung folgt jedoch beim PCM-System mit dem Entscheider
(Detektor) ein weiterer Block, der das bindre Empfangssignal vc(t) liefert.

Sind die Verzerrungen und Stérungen auf dem Ubertragungskanal hinreichend klein, so sind die Signale
vc(t) und gc(t) identisch. Starkere Signalverformungen auf dem Kanal flihren dagegen zu Bitfehlern. Ein
solcher liegt vor, wenn vc(v-Tg) # gc(v-Ts). ist. Die Wahrscheinlichkeit ps eines solchen Bitfehlers ist
das entscheidende Gutekriterium aller Digitalsysteme.

Bei Systemuntersuchungen kann der in Abbildung 1 grau hinterlegte Block durch ein sog. Digitales
Kanalmodell ersetzt werden, der entsprechend einer vorgebbaren Statistik Bitfehler generiert. Haufig
verwendet man das Modell "statistisch unabhangige Fehler".

Betrachten wir nun die beiden weiteren Blocke des Empfangers. Der Decoder hat die Aufgabe, die
PCM-Codierung rickgangig zu machen. Das decodierte Signal vq(t) ist somit wieder M-stufig und zeit-
diskret. Bei fehlerfreier Ubertragung, das heiRt vc(t) = gc(t), gilt stets auch vq(t) = gq(t).

Als letzte Einheit folgt die Signalrekonstruktion mit der Aufgabe der Digital-/ Analogwandlung. Dieser
Block stellt das Gegenstlick zur Abtastung dar und wird wie diese in Abschnitt 3 genauer untersucht.
Abbildung 1 zeigt auch, dass die Quantisierung kein Pendant auf der Empfangerseite hat. Dies bedeutet
aber, dass die auf die Quantisierung zuruckzufiihrenden Verfdlschungen irreversibel sind. Auch bei
fehlerfreier Ubertragung wird somit v(t) # g(t) gelten. Die Signalverformung aufgrund der Quantisie-

rung ist umso geringer, je gréBer die Stufenzahl M ist.

V1: Seit vielen Jahren wird in Deutschland das PCM-System 30/32 eingesetzt. Dieses Digitalsystem
erlaubt die digitale Ubertragung von bis zu 30 Sprachkanilen (jeweils fiir eine maximale NP-Frequenz
von fn, max =4 kHz zusammen mit einem Synchronisations- und einem Wahlzeichenkanal, so dass die
Gesamtkanalzahl Z = 32 ist (Zeitmultiplexsystem). Die nachfolgenden Fragen beziehen sich auf dieses
System.
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a)

b)

d)

Mit welcher Abtastfrequenz fa missen die Sprachsignale abgetastet werden? In welchem zeit-
lichen Abstand T erfolgt die Abtastung, wenn man den kleinstmoglichen Wert von fa heran-
zieht?

Die abgetasteten Sprachsignale werden jeweils mit M = 256 Stufen quantisiert und jeder Quan-

tisierungswert wird mit N Bindrsymbolen Gibertragen. Wie grof8 ist N?

Welche Zeit Tz wiirde zur Ubertragung eines Bindrsymbols zur Verfligung stehen, wenn nur ein
Kanal vorhanden ware? (Hinweis: Tg bezeichnet die Bitdauer)

Welche Zeit Ts steht zur Ubertragung eines Bindrsymbols zur Verfiigung, wenn alle Z = 32 Ka-
nale berlicksichtigt werden?

Geben Sie eine allgemeingiiltige Gleichung fiir Tz an. Wie groR ist die Bitrate fs? Hinweis: Im
Gegensatz zur Frequenz in ,,Hz hat die Bitrate die Einheit , bit/s".



Versuch 3 — Seite 8 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

3 Signalabtastung und — rekonstruktion

Nun betrachten wir die ideale Abtastung des Analogsignals q(t) o= Q(f), also die Zeitdiskretisierung.
Die Abtastung von q(t) kann als Multiplikation mit einem Diracpuls

+ o + o0
ps®) = 3 Tp-0(-v-Ty) o—e Pf)= 3 0(f-n-fy) ®)
P n=-c
aufgefasst werden. Unter einem Diracpuls ps(t) wird eine unendliche Summe (um gleiche Abstdnde
Ta) verschobener Diracimpulse gleichen Gewichts verstanden. Obige Fourierkorrespondenz soll in der
Vorbereitungsfrage V2 bewiesen werden.
Somit gilt flir das abgetastete Signal im Zeit- und Frequenzbereich:

gat) = qt)-ps@® o—e Q) = QN *E() . )
Abbildung 3 verdeutlicht diesen Sachverhalt im Zeitbereich. Nach dem Abtasttheorem ist allerdings
nur dann die gesamte Information des Analogsignals g(t) im abgetasteten Signal ga(t) enthalten, wenn
die Abtastfrequenz fa = 1/Ta mindestens doppelt so groR ist wie die maximale Frequenz fy, max des
Nachrichtensignals:

1
fa = 2-fN’ma,( bzw. T, £ —— . (3)

2 °fN,max
Das Gleichheitszeichen gilt nur bei einem Signal mit kontinuierlichem Spektrum Q(f). Bei einem perio-
dischen Signal mit einer Dirac-Komponente bei fn, max Muss dagegen die Abtastfrequenz fa stets (ge-
ringfligig) groRer sein als 2 - fu max (siehe Versuch D1).

q() ¢

4

(a) \_/ \//
l‘ —_—

Ps(2) Gewicht jeweils 7',
b
( | Tx 2F& ¥ Ty t—>
ga(®) T
CI(TA)
Q(zTA)

© I v-Ty ey
Ts  2Ta A S .

Abbildung 3: Abgetastetes Signal (c) als Produkt von Analogsignal (a) und Diracimpuls(b).
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V2: Der Diracpuls ps(t) ist eine Folge von dquidistanten Diracimpulsen & (t):

+ o

ps) =Tx- > O(t-v-Ty) . (4)

y=-—0c

Die Impulsgewichte sind alle gleich. Sie sind hier willkiirlich gleich dem Abstand Ta der einzelnen Dira-
cimpulse gewahlt. Somit ist ps(t) dimensionslos. Ein solcher Diracpuls eignet sich zur Beschreibung
der idealen, daquidistanten Abtastung in besonderer Weise. Hier sollen zunachst seine spezifischen Ei-

genschaften erarbeitet werden.

a) Zeigen Sie die Gliltigkeit der Beziehung (Darstellung des Diracpulses durch eine komplexe Fou-
rierreihe):

+ o + ®
pst) =Ty > O@-v-Ty) = > ei-m-v’&. (3)

V=-—0o0 Hn=-cw

b) Ermitteln Sie die Spektralfunktion Pg(f) als die Fouriertransformierte von pg(t) mit Hilfe des
Verschiebungssatzes:

ei2tfyt o—e O(f-f,) . )

Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Zur Interpretation des Abtasttheorems betrachten wir nun den Frequenzbereich. Das Spektrum eines
Diracpulses ps(t) im Zeitbereich ist entsprechend (1) ein Diracpuls Pg(f) im Frequenzbereich, wobei
der Abstand der einzelnen Spektrallinien fa betrdgt. Die Herleitung dieser wichtigen Beziehung sollte
in der Vorbereitungsfrage V2 erfolgen. Das Spektrum Q4 (f) ergibt sich nach (2) aus der Faltung von
Q(f) mit ps(f). Daraus folgt, dass Q4 (f) gleich der im Abstand fa periodisch fortgesetzten Funktion
Q(f) ist. Das Spektrum des abgetasteten Signals ist somit unendlich breit (vgl. Abbildung 4).

Abbildung 4: Spektren Q(f) und Q,(f) von analogem bzw. abgetastetem Signal

Betrachten wir abschlieBend noch die Signalrekonstruktion, also die Gewinnung des wert- und zeit-
kontinuierlichen Sinkensignals v(t) aus dem wert- und zeitdiskreten Signal vq(t). Vereinfachend - aber
ohne Einschriankung der Allgemeingiiltigkeit - nehmen wir an, dass vq(t) = ga(t) sei. Dies entspricht
einer Vernachlissigung der Quantisierungsverzerrungen sowie einer fehlerfreien Ubertragung. Aus
Abbildung 4 ist zu ersehen, dass die Signalrekonstruktion durch einen ideal rechteckférmigen Tiefpass
Hrp(f) mit der Grenzfrequenz fi = fa/2 realisiert werden kann. Man spricht hier auch von einem
Kipfmiller-Tiefpass. Dann gilt:

V) = VQ()‘)'HTPGC) = Q0N - Hp(H) = Q) - (7)

Im Zeitbereich bedeutet die Filterung mit dem Kiipfmiller-Tiefpass eine Interpolation von vq(t) mittels
einer si-Funktion (Impulsantwort des Kiipfmiller-Tiefpasses). Die Wiederherstellung des Analogsignals
beim Empfanger ist allerdings nur dann verzerrungsfrei moglich (v(t) = g(t)), wenn sendeseitig das Ab-
tasttheorem beachtet wurde. Ist dieses nicht erfillt (d.h. ist Ta zu groR bzw. fa zu klein), so kommt es
zu nichtreversiblen Uberschneidungen im Spektralbereich (vgl. Abbildung 5). Die Spektren kénnen
dann durch einen Tiefpass nicht mehr getrennt werden und man spricht von Aliasing.

Il 1 1
B

-2f,  -fy 0 I 2fa 3 /A f —

Abbildung 5: Spektrum Q4 (f) bei Nichteinhaltung des Abtasttheorems

In der Praxis wird anstelle des idealen, diracférmigen Pulses ps(t) zur Abtastung oft ein Puls pg(t)
mit schmalen Rechteckimpulsen verwendet. Dies fiihrt zu geringfligigen und gleichzeitig reversiblen
Verfalschungen (vgl. Vorbereitungsfrage V3).
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V3: Die ideale Abtastung lasst sich mathematisch durch die Multiplikation mit dem Diracpuls pg(t)
exakt beschreiben (vgl. Abbildung 3). In der Praxis muss zur Abtastung jedoch anstelle des idealen,
diracférmigen Pulses ps(t) stets ein Puls pr(t)mit schmalen Rechteckimpulsen verwendet werden,
und man spricht von natirlicher Abtastung. Die Breite eines einzelnen Rechteckimpulses p(t) sei Ty,
die Hohe 1/Ty (siehe Abbildung 6).

T 1
LR I A
i i

Abbildung 6: Diracpuls ps(t) und der Rechteckpuls pg(t)

a) Zeichnen Sie in das untere Diagramm das Signal g4 (t) ein, das sich ergibt, wenn man das Ana-
logsignal q(t) mittels des Rechteckpulses pgr(t) natirlich abtastet. Hinweis: Im Versuch D2
wird auf den Unterschied zwischen der bisher betrachteten natiirlichen und der sogenannten
diskreten Abtastung ausfiihrlicher eingegangen.

pR(t) 4

innnnnonnne

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Pulsen pgs(t) und pr(t)?
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c) Geben Sie das Spektrum Pr(f) des Rechteckpulses pg(t) formelmaRig an. Skizzieren
sie Pr(f) in das nachfolgende Diagramm fiir Tz /Ta=0.25.

Pr(f)

A

1 Il 1 1 Il
Ll Ll I ¥ l Ll

B o =6 o5 4 =3 D s 1 2 3 4

th ~+

d) Skizzieren Sie qualitativ das Spektrum Q4 (f) eines mit einem Rechteckpuls pg(t) abge-taste-
ten bandbegrenzten Nachrichtensignals q(t) o= Q(f). Interpretation.

QA
o0

L —

. e !

-2F, o 0 f2 f. My e

e) Wie kann das Nachrichtensignal am Empfanger rekonstruiert werden?
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4 Quantisierung und Signalstérabstand

Das Prinzip der Quantisierung wurde bereits im Abschnitt 1.2 anhand von Abbildung 2 erldutert. Nun
soll die damit verbundene Beeintrichtigung der PCM-Ubertragung durch die Quantisierungs-verzer-
rungen quantitativ erfasst werden, wobei zunachst von linearer Quantisierung ausgegangen wird (vgl.
Abbildung 7).

/I q(t)AA /I B o
B lineare
[/ [/ I/ Vt 10) Quantisierung qQ(t)
~ dmax

-— TO—>

Abbildung 7: Zur Berechnung der Quantisierungsverzerrungen.

Wir gehen wir von einem sdgezahnférmigen NF-Signal g (t) gemaR Abbildung 7a aus, das innerhalb der
Zeitdauer To VON —@qpax auf +qmay ansteigt (im Folgenden gelte stets g, = 6V). Bei Quantisierung
mit M = 6 Stufen, wobei die Quantsierungsintervalle alle gleich seien (Breite A, hier gleich 2V), erhalt
man das in Abbildung 8a eingezeichnete quantisierte Signal qq(t). Unter der weiteren Voraussetzung,
dass der Quantisierungsbereich (+ @) mit dem Signalbereich (£ g;,4x) €xakt Gbereinstimmt, ergeben
sich fir M = 6 die Intervallgrenzen 0V, +2V und +4V. Die moglichen Amplitudenwerte fiir das quan-
tisierte Signal sind dementsprechend +1V,+3V und +5V.

Quantisierungs— Intervall-
werte grenzen
Loy s svopn ey e sopen e ey g =t GV
T
5V 1 —=— A= 2
—————————— A= —Y v
3V =" 1]
———————— A gy
1V -+ ,_:7;. :
-1V - + 'I
_—_—_/'rti—*\ _______ i ekl .
-3V 4 i "q() |
e s i e e i s Y
5\ *7; :
< — — — ~6V
o) :

e NG NG NG AN N AN
_MJ{\I\I\I\J\I\I

T, Ty

Abbildung 8: (a) Quantisierung eines sagezahnférmigen NF-Signal q(t) mit M = 6 Stufen,

(b) dazugehdériges Verfalschungssignal  £4(t) = qqo(t) — q(t)
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In Abbildung 8b ist die auf die Quantisierung zurlickzufihrende Signalverfalschung dargestellt. Es ist
zu erkennen, dass das Differenzsignal £q(t) zwischen dem quantisierten Signal qq(t) und dem Analo-
gignal q(t) nie groBer als A/2 = Q,,4,/M ist. Den quadratischen Mittelwert dieses Fehler-signals be-
zeichnet man als die "Quantisierungsverzerrungsleistung":

T]
Py = g0 = }1; f eo(0)? dt . ®)
0

Aufgrund des vorliegenden Nachrichtensignals geniigt es, die Integration auf die Zeitdauer T," zu be-
schranken (Ty" = Ty/M). Man erhalt:

&2 Q2
P —1+2—2 = — = _Sma )
Q= 4T’ f( ) 12 3. M2

In gleicher Weise erhilt man fir die Leistung des Nutzsignals q(t), also fur die ,Signalleistung”:

T
1 2 g — Dmax (10)
9

Bildet man den Quotienten der Nutzleistung aus (10) und der Verzerrungsleistung nach (9), so erhalt
man das sogenannte Quantisier-Signalrauschverhaltnis. Mit Q;,ax = Gmax, d.-h. bei Anpassung des
Quantisierers an den Maximalwert des Signals, ergibt sich:

QQ=§§=M2. ey
Anzumerken ist, dass diese Gleichung nur fir die hier betrachtete Konstellation (sagezahnférmiges
Nachrichtensignal, lineare Quantisierung, Qmax = Gmax) €xakt zutrifft. Bei anderen Signalen kann
diese Gleichung nur als Naherung verwendet werden. Auf diesen Sachverhalt wird in der Versuchs-
durchfiihrung noch ausfihrlich eingegangen.

Vergleichen wir abschliefend das PCM-System mit den bekannten Analogverfahren Zweiseitenband-
Amplitudenmodulation (ZSB-AM) und Frequenzmodulation (FM) hinsichtlich des Rauschverhaltens.
Als Grundlage dieses Vergleichs wird vorausgesetzt:

e ein cosinusformiges Nachrichtensignal q(t) der Frequenz fy max
e eine konstante Sendeleistung P,
e eine konstante Rauschleistungsdichte N, und
e ein fir alle Frequenzen gleicher (verzerrungsfreier) Kanal mit Hg(f) = a.
Quantitativ kann das Rauschverhalten zum Beispiel durch das Signalstorleistungsverhaltnis an der

Sinke erfasst werden:

_ Py, _ Nutzleistung von v(f)

" Pow : 12
o Pgs,  Storleistung von v(r) (12)

Die Storleistung Pgys, kann beispielsweise als die mittlere quadratische Abweichung zwischen dem Sin-
kensignal v(t) und dem Quellensignal g(t) berechnet werden. Dagegen kann man die Nutzleistung
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des Sinkensignals gleich der in (9) berechneten Signalleistung Ps setzen. Dabei muss sichergestellt sein,
dass ohne Rauschen die beiden Signale v(t) und q(t) tatsdchlich identisch sind.

T 80— ZSB/ESB-AM"
70 ' ' ' ‘ohne Tr'ei;er ‘
Wge) T MY A
ilB  B0f s dwsis s mde Pl o e d s
. pg wichstan ~ /|
] e = ey g RN
7 <35 pg =0
Py PCM 30/32
40} - - -
REZ s P
0} - o
gl < A e gt bnd
M 5 5 508 o r ¢ momomn 2 mrome B 8 A P
10-1g——
* ' ! ! ' ' ! AO fN,IUED\'

10 20 30 40 50 60 70 80dB —
Abbildung 9: Vergleich AM, FM und PCM (8 Bit) hinsichtlich Signalstorabstand

In Abbildung 9 ist der erreichbare Signalstorabstand 10 - 1g(o,,) dargestellt. Bei den beiden Analog-
verfahren ist die Storleistung Psys, ausschlieBlich auf das thermische (GauRsche weille) Rauschen zu-
rickzufiihren. Die Kurve der AM (gliltig fur ESB und ZSB ohne Trager) ist aufgrund der hier gewahlten
Abszisse eine Gerade mit 45° Steigung. Die FM-Kurve (gultig fir den Modulations-index u = 3, gestri-
chelt) liegt fiir Abszissenwerte groRRer als ca. 13 dB um etwa 11.3 dB dariiber. Dies entspricht dem
Wert 10 - 1g(3/2 - u?).

Betrachten wir aber nun die Kurve des PCM-Systems 30/32. Fir Abszissenwerte zwischen 13 und
38 dB liegt dieses System oberhalb der FM-Vergleichskurve. Der maximale Stérabstandsgewinn von
ca. 13 dB ergibt sich bei einem Abszissenwert von 23 dB.

Weiterhin ist aus Abbildung 9 zu ersehen, dass bei PCM der maximal erreichbare Signalrausch-abstand
begrenzt ist. Auch bei sehr guten Kanélen, bei denen durch das Rauschen n(t) praktisch keine Bitfehler
verursacht werden, ergibt sich aufgrund der Quantisierungsverzerrungen stets ein endlicher Wert:
Oy = Qq

Flr Abbildung 9 sind M = 256 gleich grofRe Quantisierungsintervalle zugrunde gelegt, so dass man 10 -
1g(QQ) = 20-1g(M) = 48.2 dB erhalt. Diese Gleichung gilt allerdings nur unter der verein-fachenden

Annahme, dass das Nachrichtensignal alle moglichen Amplitudenwerte mit gleicher Wahr-scheinlich-
keit annimmt, was z.B. bei einem sagezahnformigen Signal zutrifft (siehe Abbildung 7).

Der PCM-Kurvenzug, von rechts nach links betrachtet, entspricht einer Zunahme der Bitfehler-wahr-
scheinlichkeit pg, z.B. aufgrund der Erhéhung der Rauschleistungsdichte N, bei konstanter Sendeleis-
tung Pg oder einer Verminderung der Sendeleistung bei konstanter Rauschleistung:

e Im horizontalen Ast sind die Auswirkungen von Ubertragungsfehlern auf das S/N-Verhéltnis
des Analogsignals im Vergleich zur Quantisierung vernachldssigbar (o, = 0¢).

e Erst wenn die Fehlerwahrscheinlichkeit 10~ und mehr betragt, wirkt sich dies auch auf die
Qualitat des Sprachsignals aus. Ist pg zu groB (beispielsweise 1% oder mehr), so ist das Digital-
system sogar schlechter als die analoge ZSB-AM.
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V4: Im nachfolgenden Diagramm ist zusatzlich zu den aus Abbildung 9 bekannten Kurven fiir die
Amplitudenmodulation (AM) und die 8 Bit-PCM auch der Verlauf des Sinken-Signalstérabstandes 10 -
lg(0,) eines weiteren PCM-Systems eingezeichnet (oberer Kurvenverlauf).

i 80 o
i ——<— betrachtetes PCM-System
10 ’ ]g(QU) : //_:"'——_ AM
in dB e T
——— PCM (8 Bit)
- -‘ o 2
A T 10-1g=— i S
10 20 30 40 50 60 70 80dB 0 "N max

a) Kennzeichnen Sie dieses System hinsichtlich der Quantisierungsstufenzahl M. Wie groR ist die
Bitanzahl pro Abtastwert?

b) Unter welchen Voraussetzungen gilt Gl. (11) fur das Quantisier-Signalrausch-Verhaltnis?

c) Um welchen Faktor kann man die Sendeleistung Ps gegeniiber dem AM-System verringern,
sodass sich in beiden Fallen ein Sinken-Signalstérabstand von 70 dB ergibt?

d) Kann bei der 8Bit-PCM ein Sinken-Signalstérabstand von 70 dB erzielt werden? Wenn Ja, wie?
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5 UngleichmaBige Quantisierung

Bei Sprach- und Musiksignalen werden Verfalschungen bei den leisen Signalanteilen (d.h. die Werte in
der Ndhe der Nulllinie) als storender empfunden als Beeintrachtigungen grofRer Amplitudenwerte.
Diese Tatsache legt eine von den Bereichsgrenzen zur Nulllinie hin zunehmend feinere Quantisierung
nahe. Durch eine solche Kompression wird die Auflosung bei gleichbleibender Quantisierungs-stufen-
zahl M gegenliber einem Vergleichssystem im relevanten Wertebereich erhéht.

Eine ungleichmdfige Quantisierung kann z.B. dadurch realisiert werden, in dem die abgetasteten
Werte qo(v - T) zundchst durch eine nichtlineare Kennlinie y(x) verformt und die entstehenden
Ausgangswerte — wie in den Abschnitten 1.2 und 1.4 beschrieben — gleichmalig quantisiert werden.

UngleichmaRige Quantisierung bedeutet eine Verstarkung kleiner und eine Abschwachung groRer Sig-
nalwerte. Diese bewusste Signalverzerrung muss beim Empfanger durch die Umkehrfunktion der je-
weils verwendeten Kompressorkennlinie wieder riickgéngig gemacht werden. Den Gesamtvorgang der
sendeseitigen Kompression und der empfangerseitigen Expansion nennt man auch Kompan-dierung.

Bei den ersten (etwa 1960) in den USA eingesetzten 24 Kanal-PCM-Geraten war der Wertebereich nach
der sogenannten p-Kennlinie (vgl. [4]) in 27 Stufen mit u = 100 aufgeteilt. Fiir das PCM-System 30/32
wurde etwa zur gleichen Zeit vom CCITT eine Kennlinie empfohlen, die dem sogenannten A-Gesetz

folgt:
w=| S i —gsxso (13)
—lili(l_nix) fiir —ISxﬁ—ﬁ-.

Hierbei ist x = qq(v - Ta)/@max 2u setzen. Die A-Kennlinie mit dem in der Praxis eingefiihrten Wert
von A = 87.56 hat eine sich stdndig andernde Steigung, wodurch alle Quantisierungsintervalle unter-
schiedliche GroRe haben. Als Konsequenz werden zur anschlieRenden Codierung (und auch zur Deco-
dierung) M /2 Vergleichsnormale benétigt, was fir groReres M technisch schwer zu realisieren ist.

Dieser Nachteil ist bei der sogenannten 13-Segment-Kennlinie nicht mehr gegeben. Fir |x| > 1/64 ist
diese Kennlinie identisch mit der A-Kennlinie. Fir |x| < 1/64 ergebensichmitk = 1, ... ,6folgende
12 Bereiche:

yk) = T8 (14)
k

Die Steigungen und damit auch die GréRe der Quantisierungsintervalle sind jetzt innerhalb eines Seg-
mentes gleich und verhalten sich bei benachbarten Abschnitten wie 2:1.
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6 PCM-Codierung

Die Zuordnung der quantisierten Abtastwerte zu Binadrfolgen der Léange N kann auf verschiedene Weise
erfolgen. In Abbildung 10 (links oben) ist der Dualcode verdeutlicht und zwar fir die Stufen-zahl M =
8 (d.h. N = 3). Bei diesem werden die M = 2" Quantisierungsintervalle von 0 bis M — 1 durchnum-
meriert und jedem Intervall die Binardarstellung der Intervallnummer zugeordnet.

Wird bei der Ubertragung ein Bit verfilscht (0 = L bzw. L = 0), so hat das Auswirkungen auf das de-
codierte Signal. Beim Dualcode hangt die GroRRe der Verfalschung davon ab, welches Bit verfalscht
wurde. In Abbildung 10 wurde bei der Ubertragung des dritten Quantisierungswertes das letzte Bit LSB
(Least Significant Bit) von L. = 0 verandert; der Fehler (F) betragt nur ein Quantisierungsintervall. Da-
gegen ist der Fehler (D) bei der Ubertragung des 5. Quantisierungswertes deutlich gréRer (Verfil-
schung um 4 Stufen), da hier das erste Bit MSB (Most Significant Bit) verfalscht wurde.

Der in den Abbildung 10 rechts eingetragene Gray-Code hat demgegeniiber einige Vorteile. Dieser ist
so konstruiert, dass sich benachbarte Quantisierungswerte genau um ein Bit unterscheiden. Mit Aus-
nahme einer Verfalschung des ersten Bits wirkt sich jeder Fehler unabhangig von der Bitposition aus
(F bzw. G), ndmlich nur um ein Intervall.

Dualcode X Quantisierungswerte Gkay-Ciiide
or X—-x LOO
T Lo TS LOL
IoL | . X X~ LLL
LOO : : : X_ Lo
oL | ' ‘iGN X XX oL
QLG | v r x OLL
oo { . . OOL
000 : 5 ; D 000

Codierung mit Dualcdde

4o(®) 4 1L LLL: LOL: LOL LOO ‘OLO OLL ; OLL; OLL!
C . ‘. . N ' ) ) '
f .

Codierung mit Gray-Code ~ Fehler ~ Fehler T3

qC([)

LOG: 10O TEL ;' LLL ;110 ;OLL; OLO;OL0 ; OLD

1L TR

Fehler

Abbildung 10: Zur PCM-Codierung mit Dual- und Gray-Code
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7 Versuchsdurchfiihrung

Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm ,,pcm“ durchgefiihrt werden. Hierbei gilt flir
das Quellensignal (frei wahlbare Parameter sind mit Pfeilen markiert):

10
q() =Ay+ > C;-cosQRQm-i-fy"t-g) mit fj=
A i=14 ]

(15)

3)-
1

Hinweis: Aufgrund des nichtvorhandenen Zeichens "¢" wird bei der Programmeingabe "-®" ver-wen-
det. Dies entspricht der im Praktikum verwendeten Nomenklatur.

D1: Der erste Versuch beschaftigt sich mit der Signalabtastung und -rekonstruktion. Wahlen Sie zu-
nachst das Standardsystem A. Damit wird fur q(t) ein 5 kHz-Cosinussignal ausgewdhlt (T, = 1 ms,
Cs = 1, alle anderen Signalparameter sind 0) und ein PCM-System ohne Quantisierungsverzerrungen
simuliert (M — o). Das Eingangssignal des Blockes "Signalrekonstruktion" (idealer Tiefpass mit Grenz-
frequenz ) ist in diesem Fall identisch mit dem abgetasteten Signal (siehe nachfolgendes Modell).

Avasing_—— ST

40 ) o)

a) Wieviele Abtastwerte sind zur Beschreibung des gesamten Signalverlaufs (das heilt von
—o ... + o) einer harmonischen Schwingung q(t) = A cos (wq * t — @) erforderlich?

b) Betrachten Sie nun die dquidistante Abtastung mittels eines Diracpulses. Welche ist die kleinst-
mogliche Abtastfrequenz f, fir ein auf 5 kHz bandbegrenztes Signal q(t), wenn dessen Spekt-
rum bei 5 kHz keine Spektrallinie aufweist? Wie groB muss die Grenzfrequenz f; des idealen
Tiefpasses zur Signalrekonstruktion gewahlt werden?

c) Betrachten Sie im Programm ,pcm“ die Signale g, (t) und v(t) sowie deren Spektren, wenn
q(t) ein 5 kHz-Cosinussignal ist und die Abtastfrequenz f, = 10 kHz betragt. Das heilt, es sei
falfo=To/Ta=10. Kann dieses Signal verzerrungsfrei rekonstruiert werden?
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d) Wabhlen Sie nun die Phase des 5 kHz-Signals zu 45°. Ist dieses Signal ebenfalls mit der Abtast-
frequenz f, = 10 kHz vollstandig rekonstruierbar? Begriinden Sie das Ergebnis durch eine
(komplexe) Frequenzbereichsbetrachtung.

e) Welches Sinkensignal erhalt man bei sinusformigem Nachrichtensignal (Phase 90°)?

f) Zeigen und begriinden Sie, dass bereits durch eine geringfiigige Erhohung der Abtastfrequenz
das Signal nun verzerrungsfrei rekonstruiert werden kann. Wahlen Sie hier-zu f, = 11 kHz
(Anmerkung: Im Programm muss das Verhaltnis f, /f, stets ganzzahlig eingegeben werden).

g) Wahlen Sie nun das ,Mustersignal 1“ mit den folgenden Parametern: Tp = 1 ms, A, = 0.1,
C; = 0.26 (,: —10°),C, = 0.54 (p,:180°),C3 = 0.30,C, = 0.14 (@4: 20°). Zeigen Sie mit
dem Programm, dass auch dieses Analogsignal verzerrungsfrei rekonstruiert werden kann,
wenn die Abtastung mit f, = 10 kHz erfolgt und die Grenzfrequenz f; des idealen Tiefpas-
ses 5 kHz betragt.

h) Waihlen Sie nun bei gleichem Abtastsignal g, (t) die (normierte) Grenzfrequenz f;/fa zu 0.35
bzw. 0.65. Interpretieren Sie die unzureichenden Ergebnisse.
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D2: Nun sollen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen der natiirlichen und der diskreten
Abtastung sowohl im Zeit- wie auch im Frequenzbereich herausgearbeitet werden. Wahlen Sie hierzu
das ,,Mustersignal 1 und das Tastverhaltnis Ty /T = 0.5 (siehe Skizze).

a) Betrachten Sie das Signal g (t) bei naturlicher und diskreter Abtastung. Skizzieren Sie jeweils
qa(t) fur das vorgegebene Analogsignal und beschreiben Sie die Unterschiede.

Hinweis: Entsprechend der Voreinstellung im Programm ,pcm*“ ergibt sich bei der diskreten
Abtastung stets ein akausales Signal. Mit dem Menlipunkt P (Programmeinstellungen: Recht-
eckpuls ungerade) lasst sich dieses dndern. Arbeiten Sie aber trotzdem mit der Einstellung
,Rechteckpuls gerade”, um komplexe Spektren zu vermeiden.

Rechteckpuls pr(?)

natirliche Abtastung

i’ Analogsignal g(f)
|
|
|

iskrete Abta kausale Darstellung: Rechteckimpuls ungerade

Analogsignal g(r)

iskrete Abtastung (akausale Darstellung: Rechteckimpuls gerade

Analogsignal ¢(r)

>




Versuch 3 — Seite 22 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

b) Geben Sie fir beide Abtastarten eine analytische Beschreibung des Zeitsignals g (t) an, und
zwar unter Verwendung des Analogsignals q(t), des Diracpulses ps(t) und eines Rechteck-
impulses g(t) mit der Breite T und der Hohe 1 /Ty (siehe V 12.3).

c¢) Welche Folgerungen ergeben sich aus dem Ergebnis der Teilaufgabe b) fiir die dazugehorigen
Spektren Q4 (f)? Verwenden Sie die Fourierkorrespondenz o(t) o= R(f).

d) Wahlen Sie nun im Menilpunkt P (Programmeinsteilungen) die Option ,,Normierung” sowie
»Mustersignal 2“ mit den Parameterwerten C; = C; = C3 = C, = 1 (alle Phasenwinkel 0°)
und Ty = 1ms, Ay = 0. Betrachten Sie im Programm (Meniipunkt B) das Spektrum Q4 (f)
bei natlirlicher Abtastung. Interpretieren Sie lhre Berechnungen aus c) anhand der ausgege-
benen Graphen. Hinweis: Im Programm ist die H6he der Rechtecke nicht 1 /Ty, sondern 1.

e) Wie grof ist bei diskreter Abtastung und Signalrekonstruktion mittels Kipfmiller-Tiefpass der
mittlere quadratische Fehler? Begriinden Sie das Ergebnis anhand des Spektrums Q4 (f)-
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f) Versuchen Sie, den mittleren quadratischen Fehler durch ein geeignetes Tiefpassfilter (prak-
tisch) zu Null zu machen. Welchen Frequenzgang hat dieses Filter?
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D3: Nun soll der Einfluss der Quantisierung untersucht werden. Wahlen Sie hierzu ein 1 kHz-Cosinus-
signal und gleichméaRige Quantisierung mit der Quantisierungsstufenzahl M = 2* = 16; diese ist aus

Demonstrationszwecken bewusst klein gewahlt.

Mit dem Menlpunkt Q5 (Quantisierungskennlinien/MQF bei spontaner Quantisierung) kann das Feh-
lersignal eq(t) = qq(t) — q(t) gemaR der Definition von V12.2 sowohl fiir das eingestellte Cosinus-
signal (mit der Nutzleistung P = 1/2) als auch fiir ein sdgezahnférmiges Nachrichtensignal (P = 1/3)
dargestellt werden. AuBerdem wird hier noch jeweils die Quantisierungsrauschleistung Pq gemal3 GI.

(2) und der Quantisierungs-Rauschabstand 10 - lg(QQ) =10-1g(Ps/Py) ausgegeben.

a)

b)

Betrachten und beschreiben Sie die jeweiligen Fehlersignale.

Welche Werte ergeben sich fir die Quantisierungsrauschleistung Py und fir den Rauschab-
stand 10 - 1g(QQ) =10-1g(Ps/Py)? Vergleichen Sie den vom Programm ausgegebenen
Rauschabstand (in dB) mit dem in V12.2 fir das Sdagezahnsignal berechneten Wert.

P P 10 -1g(oc) 10 - Ig(eq)
S S Q Yo Q
NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Sagezahn
Cosinus ==
c) Wiederholen Sie den Versuch b) mit M = 28 = 256.
. P P 10-1g(op) 10 -1g(oq)
S Q 2Q =0
NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Sagezahn
Cosinus —
Muster-

signal 1
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d) Wabhlen Sie nun als Quellensignal das ,Mustersignal 1“. Die anderen Einstellungen bleiben ge-
geniiber c) unverandert: Abtastfrequenz f, = 10 kHz, Quantisierung mit M = 256 (8 Bit).
Welche Werte ergeben sich fur Ps, Po und 10 - lg(QQ) = 10-1g(Ps/Py)? Tragen Sie diese
Werte in die letzte Tabelle ein und interpretieren Sie die neuen Ergebnisse.

e) Betrachten und beschreiben Sie fir die getroffene Einstellung insbesondere die Signale
q(t), qa(t), aq(t), qc(t), v (t), vo(t) und v(t). Welche Signale sind gleich?

f)  Welche Storabstdnde ergeben sich, wenn der Quantisierungsbereich (+ Qp,ax) nicht mit dem
Signalbereich (£ qmax) Ubereinstimmt? Beim Mustersignal 1 gilt ndherungsweise g = 1.
Waibhlen Sie hierzu Q2 = 0.7, 0.8 und 1.3. Begriinden Sie die Ergebnisse. Warum ist hier
Qmax = 0.8 sogar giinstiger als Q2 = 17

Qmax =0.7: 10- ]g(QU) =
Qmax =08: 10- ]g(QU) =

Qnax = 1.3 l(]-]g(gu) =
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D4: Bei Sprach- und Musiksignalen werden Verfalschungen der leisen Signalanteile (Werte in der Nahe
der Nulllinie) als storender empfunden als Beeintrachtigungen groBer Amplitudenwerte. Diese Tatsa-
che legt eine von den Bereichsgrenzen zur Nulllinie hin zunehmend feinere Quantisierung nahe. Eine
solche ungleichmdfige Quantisierung kann zum Beispiel dadurch realisiert werden, in dem die abge-
tasteten Werte g, zundchst durch eine nichtlineare Kennlinie y(x) verformt und die Ausgangswerte
gk gleichmaRig quantisiert werden. Damit ergibt sich folgende Signalkette:

. linearer PCM- PCM-
— Kompressor [~ o . L —|  Kanal : —» Expander —
P Quantisiere; Codierer Decodierer PR

A
\

qa® qx(®) q Q(t ) q C(t ) ve(®) vg(2) Vo ®

Eine solche ungleichmaBige Quantisierung bedeutet die Verstarkung kleiner und eine Abschwachung
groRRer Signalwerte (Kompression). Diese bewusste Signalverzerrung muss beim Empfanger durch die
Umkehrfunktion der jeweils verwendeten Kompressorkennlinie wieder riickgdngig gemacht werden
(Expandierung). Den Gesamtvorgang von sendeseitiger Kompression und empfangerseitiger Expan-
sion nennt man auch Kompandierung.

Fir das PCM-System 30/32 wurde vom CCITT (Comite Consultatif International des Tetegraphique et
Tetephonique) die A-Kennlinie gemaR Gl. (13) empfohlen. Hierbeiist x = ga(v + Ta)/Qmax Und y =
qr (v - Ty)/Qmax zU setzen. Diese Kennlinie mit dem in der Praxis eingefiihrten Wert A = 87.56 hat
eine sich standig andernde Steigung.

a) Gehen Sie wieder vom ,Mustersignal 1“ aus. Stellen Sie die Quantisierungsstufenzahl M = 28
(Qmax = 1) und die ungleichméRige Quantisierung gemaf der A-Kennlinie (A = 87.56) ein. Be-
trachten Sie die vom Programm angezeigten Quantisierungskennlinien (Mentpunkt ,Q"). Wel-
che Bedeutung haben die einzelnen Kennlinien?
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qx = f(ga):
q9q = fgx):
q9q = f(ga):
vq = f(vg):

vo=1(qa):
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b) Welche Verfalschungen ergeben sich bei gleichmaRiger Quantisierung, welche bei ungleich-
maRiger Quantisierung (Kompandierung) gemal der A-Kennlinie? Tragen Sie die Ergebnisse in

die erste Zeile der unteren Tabelle ein und bewerten Sie diese.

Quantisierungskennlinie
gleichmaBig mit.4 =87.56 mit 13-Segmente

Mustersignal 1| ¢ (1) = exy() = e (O) =
MSD 1 10-1g(0,) = 10-1g(e,) = 10-lg(o,) =

st | 20= 20 = 20 =
10-1g(e,) = 10 - 1g(e,) = 10-1Igle,) =

0.9 +01.Ms1] @ = €uq 1) = Cuq 1) =
10-1g(e,) = 10 -1g(e,) = 10-1gle,) =

c) Optional:

Betrachten Sie nun ein gegeniber Punkt b) um den Faktor 10 kleineres Nachrichtensignal
(4o = 0.010,C; = 0.026,C, = 0.054,C5; = 0.030,C, = 0.014), jeweils gleiche Phase wie bei
Mustersignal 1. Damit ergibt sich gax = 0.1. Welche Verfdlschungen ergeben sich nun bei
gleichmaliger bzw. ungleichmaRiger Quantisierung? Tragen Sie lhre Ergebnisse in die zweite
Zeile obiger Tabelle ein und bewerten Sie diese.

d) Optional:
Uberlagern Sie nun dem Signal nach Punkt c) noch einen zusitzlichen Gleichanteil von 0. 9
(A4p = 0.910,C; = 0.026,C, = 0.054,C; = 0.030,C,4 = 0.014), so dass der Maximalwert des
Signals wieder qmax = 1 ist. Welche Ergebnisse liefern hier die gleichmaRige bzw. die un-
gleichmalige Quantisierung? Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren?
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Die A-Kennlinie hat eine sich standig andernde Steigung, wodurch alle Quantisierungsintervalle unter-
schiedliche GroRe haben. Als Konsequenz werden somit zur anschliefenden Codierung, und auch zur
Decodierung, 2V~1 Vergleichsnormale benétigt, was fiir gréBere N technisch schwer zu realisieren ist.

Dieser Nachteil ist bei der sogenannten 13-Segment-Kennlinie nicht mehr gegeben. Fir |x| < 1/64 ist
diese Kennlinie identisch mit der A-Kennlinie. Fur |x| > 1/64 ergeben sich gemaR Gl. (14) weitere 12
Bereiche der Kompressorkennlinie. Die Steigungen und damit auch die GroRe der Quantisierungs-in-
tervalle sind jetzt innerhalb eines Segmentes gleich und verhalten sich bei benachbarten Abschnitten
wie 2:1.

d)  Die Stufenzahl sei weiterhin M = 28. Verwenden Sie nun die ungleichméaRige Quantisierung mit
der 13-Segment-Kennlinie. Welcher prinzipielle Unterschied ist an den Kennlinien gx = f(ga) und
vq = f(qa) gegeniber Punkt b) festzustellen?

e) Optional:
Wiederholen Sie nun die Versuche b) bis d) mit der 13-Segment-Kennlinie? Tragen Sie lhre
Ergebnisse in die Tabelle bei Punkt b) ein und bewerten Sie diese.

D5: Nun wird die PCM-Codierung/-Decodierung sowie der Einfluss von Bitfehlern untersucht. Gehen
Sie vom Standardsystem B aus. Eingestellt ist damit das Mustersignal 1 sowie eine gleichmafige Quan-
tisierung (mit M = 28), und die Umsetzung der quantisierten Abtastwerte qQ(v - Ta) in das Binarsig-

nal q.(t) erfolgt gemaRk dem Dualcode.

e Diese Zuordnungist fir M = 8 (N = 3) in der Skizze auf der nachsten Seite links angegeben.
e Rechts sehen Sie die Zuordnung des Gray-Codes angegeben, ebenfalls fir M = 8 (N = 3).
Der Gray-Code ist so konstruiert, dass sich benachbarte Quantisierungswerte (fast) immer genau um

ein Bit unterscheiden. Mit Ausnahme einer Verfilschung des ersten Bits wirkt sich somit jeder Uber-
tragungsfehler im Mittel weniger stark aus als beim Dualcode.

a) Skizzieren Sie fir die eingezeichneten Quantisierungswerte das codierte Signal q.(t) bei Dual-
und Gray-Codierung.
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LLL ___;T/?l‘i“_“f‘f’_“’igf"i"_“f _________________ LOO
LECR | o otloven wa o w o ossommamssn g sesommerson_goo e ase LOL
oox ¢ 1IL
LOO X . 0x X LLO
oLf . ® : v % i ¥ | . OLO
OLO ____'_______.__________%’____,_( _______ . OLL
ooL| . Tl VTR 3 08L
000 ! : : X 000
Dualcode l . , : + Gray-Code
. Bitfehler (siche Punkt bund ¢) . ;
R © 1 Dualeode
' X 1 : ' -t
ac®y i mx—_(;mi_e
.L : : E >

b) Betrachten Sie die Dualcodierung. Welche Werte wiirden fiir vq(3 - Ty) und vo(5 - T») nach

c)

der Decodierung ausgegeben, wenn bei der Ubertragung des dritten Quantisierungswertes
das letzte Bit (LSB, Least Significant Bit) und bei der Ubertragung des fiinften Quantisierungs-
wertes das erste Bit (MSB, Most Significant Bit) verfédlscht wurde?

Welche Auswirkungen haben obige Fehler dagegen bei der Gray-Codierung?

d) Betrachten Sie nun die Signale vor und nach dem PCM-Coder (M = 28) und iiberpriifen Sie die

Dualcode-Zuordnung der quantisierten Werte zu den Bitfolgen.
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e) Erzeugen Sieim Programm "pcm" jeweils einen Bitfehler fir den Abtastwert mit Nr. 3. Betrach-
ten Sie dessen Auswirkungen auf das rekonstruierte Signal? Verwenden Sie als Kriterium hierzu
wieder den Sinken-Signalstérabstand 10 - Ig(o,,). Diesen kénnen Sie z.B. im Fenster "Zeitsig-

Fiir den Gray-Code gilt die folgende Konstruktionsregel: Ausgangspunkt fir N = 1 sind die beiden Sym-
bole "0" und "L". Beim Ubergang von N auf N + 1 wird der ,,Kern“ iibernommen und darunter noch
einmal in umgekehrter Reihenfolge geschrieben. Der obere Block wird dann vorne mit ,,0“ und der

nalverlaufe/Sinkensignal" ablesen.

kein Bitfehler

ein Bitfehler
(LSB)

ein Bitfehler
(3. Bit)

ein Bitfehler
(MSB)

10-1g (o,)

untere mit ,,L“ erganzt:

f)

g) Wiederholen Sie den Versuch von Punkt e) fiir den Gray-Code, wieder mit M = 28. Interpre-

N=1 N=2 N=3
Nr.0: O Nr. 0: Nr. 0:
NeE L Nr. 1: Nr. 1: ‘o N=2
e . wie =
Nr.2: L] Nr. 2:
N 3: L0 Nr. 3:
Nr. 4: wie 1\.':2’
Nr.5: aber von unten
Nr. 6: nach oben
Nr. 7:

Wie lautet der Gray-Code fiir N = 4? Uberpriifen Sie lhr Ergebnis mit dem Programm.

tieren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse.

kein Bitfehler

ein Bitfehler
(LSB)

ein Bitfehler
(3. Bit)

ein Bitfehler
(MSB)

10- lg (Qv)
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8 Musterlosungen zu den Vorbereitungsaufgaben

Vi:
a) Nach dem Abtasttheorem muB gelten:

fa = 2-fyma = 8 kHz = 8000 Abtastwerte/s.

1 1
&= Ty=—=—m——=125
AT 7. T 8000 Hz =
b) N = ld(M) = 1d(256) = 8 Bit/Abtastwert.
o Tysdla DB s
N 8
d) Ty = 252905 _ 488 s,
32
e) Ty= L . : :;>f=-1—=2-f -Z -N = 2.048 Mbit/s.
B Z.-N Z'fﬁmmx“z°)v B 75 N,max % '
Hinweis: fn.max in Hz, aber fp in bit/s !
V2:
a) Komplexe Fourierreihendarstellung (siehe Skript zu NT1):
+ @ Tuf2
@)= > D,/ mit D, = Lo [ py(0) - €T Ta gy,
e Ta T./2

N

Im Bereich —IA st=s —ZA gilt: ps(0) =T, )

2

t=0:6()=0; T Taf2
| e iy a Ah j Styd =1 (fiir alle n)
= O:eﬂ@ﬂﬂﬂﬂ; =] n ]A
T2
h Def. = 1

pd nach Def. =
= p)= O Mh  ged

n=-m

+ @
: L R ey i M N =TS
b) Mit fo—i. e L o—o()(f-T—A) <= P{H= > ()(f-?z).
Die Fouriertransformierte eines Diracpulsesim Zeitbereich (Abstand T 4, Gewicht

T4) ist ein Diracpuls im Frequenzbereich mit Abstand 1/T4 und Gewichten 1.

n=-

V3:

a) Das Signal ga(t) ergibt sich bei natiirlicher Abtastung aus der Multiplikation von g()
mit pgr(7). In den Bereichen pr(f) =0 gilt somit ga(7) = g(z).

b) Den Rechteckpuls kann man sich durch Faltung des Diracpulses mit der Rechteck-
funktion entstanden denken: pg(7) = ps(f) =0(7).
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T
¢) Nach Faltungssatz: Py(f) = Py(f)- R() mit R(f) = si(z-f-T) *—= o(t) T
. 1Ty
== Pp(f) =si(a-f-Tg) - 3 Of-n f,)

D.h., die Gewichte der Diracfunktionen sind jetzt nicht mehr konstant, sondern
gemalB einer si-Funktion verandert.

Pr(H)

hier: Ty/T, = 4
ATTTTRe,

7R 0 1 2 3 ViR fifa

d) ff(?_‘%___fﬁ?(f)
| x

~

sl ANATES

-fA/z‘@ ¢ f/2 e

Bei Abtastung mit einem Rechteckpuls pg(f) ist das Spektrum Qa(f) nicht mehr
periodisch, sondern die ”Seitenbander” sind gedampft.

e) Wie bei der Abtastung mit einem Diracpuls gentigt hier ebenfalls ein idealer TiefpaB
zwischen +fa/2 (Kipfmiiller-Tiefpa8, sieche Skizze bei Punkt d).

V&

a) 10-1g(og) = 20-1g(M) = 20-1g(2)-1d(M) in dB = 722 dB .
o= N=I1dM) =12 &= M = 409 .

b) 1. Alle Amplitudenwerte gleichwahrscheinlich (z.B. sagezahnformiges NF-Signal),
2. lineare Quantisierung,
3. Quantisierer ist genau an das Nachrichtensignal angepaBt (Qmax = Gmax)-

a’-P a’-P,
) AM:10-lg— = 70dB ; PCM: 10" lg———— = 30dB ==
ANO .meax JVO -fN,max

Beim AM-System miifite man die Sendeleistung um den Faktor 10000 erh6hen.

d) Nein. Aufgrund der Quantisierung ist hier kein groBerer Wert als ca. 48 dB erreichbar.
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9 Musterlosungen der Versuchsdurchfiihrung

D1:

a)

b)
c)

d)

g)
h)

D2:

b)

Das Signal wird durch nur 3 Parameter (Amplitude, Frequenz, Phase) beschrieben.
Durch diese 3 Parameter ist der gesamte Signalverlauf ¢(r) festgelegt.

Entsprechend dem Abtasttheorem muB gelten: fa = 10kHz, fg = SkHz

Ja, esist v(r) = g(r). Bei dieser Parameterwahl besteht Q(f) auszwei Diracfunktionen,
jeweilsmitreellem Gewicht 0.5. Das Spektrum Q a(f) ergibtsich ausder periodischen
Fortsetzung von Q(f) im Abstand fa. Insgesamt er gibt sich fiir Q o(f) ein Diracpuls mit
Impulsgewichten 1; die einzelnen Diraclinien liegen bei +5 kHz, +15 kHz, £25kHz
usw. Wegen H(fg) = 0.5 werden die beiden Linien bei +5 kHzhalbiert, alle anderen
unterdriickt. Dies fithrt dazu, daB v(r) = g(r) richtig rekonstruiert wird.

Bei dieser Parameterwahl besteht Q(f) auch aus zwei Diracfunktionen bei 5 kHz,
nun aber mit komplexen Gewichten. Bei der periodischen Fortsetzung von Q(f) im
Abstand f4 addieren sich nur deren Realteile konstruktiv; dagegen l6schen sich die
Imaginarteile aus Dies bedeutet, daB die Phaseninformation verlorengeht: Das
Sinkensignal verlauft nun cosinusférmig (Phase 0°) und ist gegeniiber ¢(r) auch um
den Amplitudenfaktor cos(45°) = 0.707 verfalscht.

Aus den unter e) genannten Griinden ergibt sich v(r) = 0.

Nunfallen die Faltungsprodukte nicht zusammen; z.B. ist Q a(5 kHz) = Q(5 kHz) und
Qa(6kHz) = Q(-5 kHz). Mit dem idealen Tiefpa8 (fg = 5.5 kHz) lassen sich somit
auch die Signale nach d) und e) phasenrichtig rekonstruieren.

Mit fymax = 4 kHz und fa = 10 kHz ist das Abtasttheorem erfillt und v(r) = g(r).

Mit fo/fa = 0.35 (d.h. fg = 3.5 kHz) wird der Anteil beif = 4 kHzfalschlicherweise
unterdriickt und es gilt v(z) = g(f). Beizu groBer Grenzfrequenz (z.B. fg = 6.5kHz)
wird dagegen der aufgrund der Abtastung entstehende Signalanteil bei f = 6 kHz
durch den TiefpaB nicht entfernt; dies fiihrt ebenfalls zu einer Signalverfalschung.

Bei natiirlicher Abtastung ist innerhalb der durch den Rechteckpuls vorgegebenen
Zeitintervalle das abgetastete Signal ga(f) gleich dem Nachrichtensignal g(7), auBBer-
halb Null. Bei diskreter Abtastung setzt sich g4(f) aus Rechteckimpulsen zusammen,
deren unterschiedliche Amplituden durch die Abtastwerte von g(r) bestimmt werden.

Bei natuirlicher Abtastung ist
a0 = q@)- pr(®) = q@) - [ps () * 0(0)] -
Dagegen gilt bei diskreter Abtastung:
aat) = [q(®) - ps(D)] * o(r) -
Nattirliche Abtastung: Diskrete Abtastung:
Q) = 2N+ (K" -RAI , Qs = (O * B D] - R(F) -
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d) Bei naturlicher Abtastung erfolgt zuerst die Multiplikation des Diracspektrums Pgs (f)
mit R(f), anschlieBend die Faltung mit Q(f). Im Bereich von -5kHz ... SkHz sind
deshalb alle Spektrallinien gleich hoch; wegen Tr/Ta = 0.5 sind diese allerdings nur
halb so hoch wie diejenigen von Q(f). Die Spektrallinien im Bereich von +5kHz ...
+ 15kHz sind ebenfalls alle gleich hoch, aber (entsprechend der si-Funktion) um den
Faktor 0.636 kleiner als diejenigen im inneren Bereich.

Der MQF zwischen Sinken- und Quellensignal ist nun mit 2.9- 10~ deutlich groBer.
Dies hat folgenden Grund: Bei diskreter Abtastung treten durch die Faltung von Q(f)
mit Ps(f) konstant hohe Linien auf, wie es auch bei Abtastung mit einem Diracpuls der
Fall ist. Durch die anschlieBende Multiplikation mit R(f) entsprechend c) werden
diese Spektrallinien nun unterschiedlich gewichtet. Die Folge ist,daB auch im Bereich
von -5kHz ... 5kHz alle Linien von Qa(f) unterschiedlich hoch sind. Mit dem
Kipfmiiller-TiefpaB zur Signalrekonstruktion giltnun V(f) = Qa(f)- H(f)= QO(f)- R(f),
so daB der Fehler durch die diskrete Abtastung auch in v(¢) erhalten bleibt.

Der si-foérmige Abfall muB durch den inversen Verlauf korrigiert werden. Damit muf
das Rekonstruktionsfilter folgenden Frequenzverlauf besitzen:

f) Hf) = - H
D= gy )
Mit diesem Filter, das im Programm als ”1/si-KTP” bezeichnet wird, ist der mittlere
quadratische Fehler zwischen Sinken- und Quellensignal wieder vernachlassigbar

klein, solange H(0) = Ta/Tr= 2 gilt.

D3:

a) Bei sigezahnformigem Nachrichtensignal ist auch das Fehlersignal sagezahnférmig
(vgl V12.2a). Das Fehlersignal &(¢) bei cosinusformigem Nachrichtensignal unter-
scheidet sich demgegentiber besonders im flachen Signalverlauf.

: Pg Pq 10 -1g(eq) 10 - 1g(eq)
b) | NF-Signall  (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Ségezahn 0.333 131107 24.07 dB 24.06 dB
Cosinus 0.500 1.48-107 25.30 dB —_—
: Py ' 10 -1g(eq) 10 -1g(eq)
c) | NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet) |
Sigezahn 0.333 5.10- 10 48.15 dB 48.12 dB
Cosinus 0.500 4.75-10° 50.23 dB —_—
Muster— L1076
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d)

e)

f)

Das erreichbare S/N-Verhaltnis g hangt auch vom Quellensignal ab. Die Naherung
0q = M? gilt nur fiir das sagezahnférmige Quellensignal. Bei anderer Signalform sind
Abweichungen von ca. 2 dB durchaus im Bereich des Moglichen.

ga(v - Ta) ist wertkontinuierlich, go(v - Ta) dagegen wertdiskret mit M= 256 Stufen.
Die Signale g(f) und v¢(¢) sind binédr. Die Zuordnung von gq zu gc geschieht nach
der Dualcodierung. Bei den Voraussetzungen gilt v o(f) = g(¢) und v(t) = g(?). Zu
den Abtastzeitpunkten v - 7’4 hat das Sinkensignal die gleichen Werte wie das quanti-
sierte Signal: v(v-T'a) = qo(v-Ta) = q(v T »). Zwischen den Abtastwerten wird auch
das Fehlersignal ¢, (7) = v(f) - q(r) durch den Kipfmiiller-Tiefpa8 interpoliert.

Omnax = 0.7: 10-1g(o,) = 25.99dB (Quantisierung im Sattigungsbereich),
Qnax = 1.3: 10-1g(o,) = 45.83dB (unnotig groBe Quantisierungsintervalle).

In beiden Fillen ist ein merkbarer Storabstandsverlust feststellbar. Im ersten Fall
(Omax zu klein) hangt das damit zusammen, daB das Signal begrenzt wird. Ist dagegen
QOmax > Gmax, S0 sind die Quantisierungsintervalle groBer als erforderlich. Dagegen
liefert Onax = 0.8: 10-1g(ov) = 49.61 dB. Dieser Storabstand ist um ca. 2.7 dB besser
als bei Qmax = 1. Der Grund hierfiir ist, daB der maximale Abtastwert des Signalaus-
schnitts nur 0.775 betragt und nicht gp,.x = 1. Bei einer anderem Phasenverlauf ware
jedoch Onax = 1 der optimale Wert.

D4:
a) gk =f(ga): Kompressorkennlinie (kleine Werte werden gespreizt, groBe gestaucht);

b)

bei gleichmaBiger Quantisierung ist diese Kennlinie eine Gerade.
qq = f(gx): Kennlinie bei gleichmaBiger Quantisierung (beschreibbar durch M).
qo = f(g4): Quantisierungskennlinie allgemein;

bei gleichmaBiger Quantisierung ist diese Kennlinie gleich go = f(gk).
vq = f(vg): Expanderkennlinie (Gegenstiick zur Kompressorkennlinie gg =1(ga)).

v = f(gs): Kennlinie des Gesamtsystems;
berucksichtigt die kleineren Intervalle innen und die groBeren auen.

Der Vorteil der ungleichmaBigen Quantisierung, kleinere Signalwerte feiner auf-
zulosen, kommt bei diesem Nachrichtensignal nicht zum Tragen; der Stoérabstand
bewertet alle Amplituden gleichermaBen. Hier fithrt die nichtlineare Quantisierung
mit der A-Kennlinie sogar zu einer Verschlechterung
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c)

d)

a)

b)

d)

Quantisierungskennlinie

gleichma Big mit A = 87.56 mit 13-Segmente

Mustersignal 1 £2(7) = 4.05-10 | e2() = 6.32-10°° | £2,() = 3.82-10°
(MS1) 0, = 47.81dB 0, = 35.88dB 0, = 38.06 dB

sl%?(z) = 623-107% 83‘](;) =297.107 gl-qs' (t) = 3.62- 1077
0, = 2594 dB 0, = 39.15dB 0, = 38.30dB

0.1-MS1

e2(0) = 6.82-10° | &2 ()= 1.15-10"* | &2 (1) = 6.54- 10"
0.9 + 0.1-MS1| g 4
0, = 5085dB 0, = 38.60dB 0, = 41.07dB

Bei diesem Signal st durch eine nichtlineare Quantisierung aufgrund der kleinen
Amplitudenwerte eine Verbesserung zu erzielen. Eine gleichmaBige Quantisierung
mit Omax = 0.1 wiirde allerdings auch hier zu 10-1g(9,) = 47.81dB fihren.

Das Signal nach Punkt c) war fiir die Anwendung einer gleichmaBigen Quantisierung
ungiinstig. Ein Signal mit ausschlieBlich groBen Signalwerten ist dagegen fiir die
Anwendung einer ungleichmaB8igen Quantisierung auBerst ungiinstig, da nur grofe
Amplitudenwerte auftreten.

Bei der A-Kennlinie sind alle Quantisierungsintervalle unterschiedlich, nicht jedoch
bei der 13-Segment-Kennlinie. Bei letzterer ist die Intervallbreite A in jedem der 13
Segmente gleich, da auch die Steigung indeneinzelnen Abschnitten der bereichsweise
linear beschreibbaren Kennlinie gg =f(ga) jeweils konstant ist.

Die unter Punkt b) bis d) gemachten Aussagen gelten fiir die 13-Segment-Kennlinie
in gleicher Weise wie fiir die A-Kennlinie.

Dualcode: LOL LOO OLLLOO LOL LOO OLL OLO OOL OO0
Graycode: LLL LLO OLO LLO LLL LLO OLO OLL OOL OO0

Bei der Ubertragung des 3. Quantisierungswertes wurde das letzte Bit (LSB) von L #
O verindert; der Fehler betragt hier nur ein Quantisierungsintervall. Dagegen ist der
Fehler bei der Ubertragung des 5. Quantisierungswertes deutlich groBer, da hier das
erste Bit (MSB) verfalscht wurde. Damit ergibt sich eine Verfalschung um 4 Stufen.

Beim Gray-Code haben die beiden Bitfehler folgende Auswirkungen: von OLO nach
LLO (ein Intervall) bzw. von LLLL nach OLL (drei Intervalle). Eine Verfalschung von
OOO nach LOO (oder umgekehrt) wiirde das decodierte Signal sogar um 7 Quanti-
sierungsintervalle verandern.

Wie erwartet.

Versuch 3 — Seite 37
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e) Die Auswirkung des LSB-Fehlersist mit dem Auge fast nicht zu erkennen. Trotzdem
betragt der Storabstandsverlust ca. 1.7 dB. In den beiden anderen Fallen ergeben sich
jeweilssehr grofe Abweichungen zwischen v(f) und g(r), und 10-1g(py) ist sehr klein.

kein Bittehler | ein Bitfehler ein Bitfehler ein Bitfehler

(LSB) (3. Bit) (MSB)

10-1g (o,) 4781 dB 46.15 dB 16.19dB 4.12dB
f) N=4& N 00 Of000] N 8 L[LOO
Nr. 1. OQOOL| Nr. 9 L{LOV
Nr. 22 OOLLY Nr.10: L{TLL
Nr. 3: O[OLO| Nr.11: L{LLO
Nr. 4 O|LLO| Nr.12: L[OLO
Nr. 50 O[LLL| Nr.13: LIQLL
Nr. 6: OLOL| Nr.14: L!OOL/
Nr. 70 O|LOO| Nr. 15 LiGao

wie N=3 von unten nach oben

g)

Ein LSB-Fehler hat die gleichen Auswirkungen wie beim Dualcode. Bei Fehlern im
mittleren Bereich sind die Auswirkungen meist weniger stark als beim Dualcode. Ein
MSB-Fehler bewirkt dagegen fast eine Vorzeichenumkehrung. Der MQF ist dann um
so grofer, je groBer der Betrag des Abtastwertes ist.

kein Bitfehler | ein Bitfehler ein Bitfehler ein Bitfehler
(LSB) (3. Bit) (MSB)
10-1g (o,) 4781 dB 46.15 dB 29.68 dB 0.28 dB
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Vorbemerkung:

Die Versuche Amplitudenmodulation (AM) und Winkelmodulation (WM) des Praktikums Nachrichten-
technik (LB) sollen die in Vorlesungen und Ubungen erliuterte Theorie der analogen Amplituden-, Fre-
guenz- und Phasenmodulation anschaulich darstellen, sowie deren wesentliche Gemeinsamkeiten und
Unterschiede verdeutlichen. Behandelt werden neben den systemtheoretischen Beschreibungen der
in der Praxis eingesetzten Modulatoren und Demodulatoren insbesondere die Auswirkungen von line-
aren und nichtlinearen Verzerrungen sowie die Beeintrachtigung durch Rauschen. Weiterhin wird auf
die Moglichkeit der Basisbanddarstellung von Bandpasssignalen naher eingegangen.

Vielleicht erscheint es manchen von lhnen als unlogisch und zudem im Zeitalter der Digitalsysteme
auch als unangemessen, dass zwei Versuche eines Praktikums namens Nachrichtentechnik die alt her
bekannten Analogsysteme behandeln. Ich kann mich dieser Meinung aus zwei Griinden nicht anschlie-
Ren: Zum einen sind auch die heute eingesetzten digitalen Modulationsverfahren (z.B. ASK, FSK, BPSK,
QPSK, DQPSK, QAM) nichts anderes als - eventuell leicht abgewandelte - Varianten der Analogverfah-
ren mit digitalem Nachrichtensignal. Zum anderen lasst sich die typische nachrichtentechnische Vor-
gehensweise bei der Beschreibung und Untersuchung von Bandpasssystemen anhand von AM, FM und
PM sehr viel allgemeingiiltiger aufzeigen als bei ASK, FSK und PSK.

Die vorliegende Anleitung gliedert sich in die drei Kapitel Theoretische Grundlagen, Vorbereitungsfra-
gen und Versuchsdurchfiihrung. Anhand dieses Heftes und des zugrundeliegenden Lehrprogramms
L»AMV“ sollte ein Teilnehmer mit Grundkenntnissen der Nachrichtentechnik in der Lage sein, sich die
wesentlichen Merkmale der analogen Modulationsverfahren AM und WM in jeweils etwa 6 Stunden
(jeweils ca. 3 Stunden fir Vorbereitung sowie Versuchsdurchfiihrung) zu erarbeiten.

Die Musterlosungen der Vorbereitungsfragen und der Versuchsdurchfiihrung sind am Ende des Heftes
(ab Seite 50) beigefligt. Ich mochte an dieser Stelle - ebenso ausdricklich wie Gberflissig - erwahnen,
dass Sie sicher einen besseren Lernerfolg erzielen, wenn Sie diese Musterlésungen nur zur Kontrolle
Ihrer Ergebnisse benutzen. Auf Seite 4 finden Sie noch eine Zusammenstellung einschlagiger Literatur-
stellen, die fir eine erfolgreiche Versuchsdurchfiihrung durchaus nitzlich sein kénnen, jedoch nicht
vorausgesetzt werden. Hierfiir reicht diese Anleitung aus.

Das interaktive WINDOWS-Demonstrations- und Lehrprogramm ,AMV“ wurde von Herrn Dipl.-Ing. An-
dreas Widmann im Zeitraum vom 1.6.1995 bis zum 11.1.1996 im Rahmen seiner von mir betreuten
Diplomarbeit am Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik der Technischen Universitdt Miinchen mit groBer
Sorgfalt konzipiert und implementiert. Das gezippte Windows-Programm finden Sie auf meiner Home-
page unter www.Int.ei.tum.de unter Mitarbeiter — Séder — Links (deutsche Version!). Die Installation

des ausfuhrbaren Programms erfolgt wie unter WINDOWS Ublich. Ebenso gelten fiir die Programmbe-
nutzung die unter WINDOWS (iblichen Konventionen.

Ich danke meinen Kollegen Prof. Dr.-Ing. Norbert Hanik und Dr.-Ing. Klaus Eichin fiir viele wertvolle
Diskussionen und Anregungen. Ebenso bedanke ich mich herzlich bei Herrn Klaus Madl, der 2012 im
Rahmen seiner Bachelorarbeit unter der Betreuung von Dr.-Ing. Christoph Hausl ein auf GNU Radio
basierendes Demonstrationsprogramm erstellt hat, das im Rahmen des Versuchs ,WM* ebenfalls zum
Einsatz kommt. AuRerdem hat er mit groRer Sorgfalt die Anleitungen an den Wissensstand der Stu-
denten im Lehramt an Beruflichen Schulen (LB) angepasst.

Ich wiinsche lhnen viel Erfolg und etwas Spal® beim Durcharbeiten dieses Versuches.

Mdinchen, im April 2013 Glinter Soder


http://www.lnt.ei.tum.de/
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Literaturhinweise:
/1/ Hanik, N.: Vorlesungsmanuskript Nachrichtentechnik 1 (LB)

/2/ Hanik, N.: Vorlesungsmanuskript Nachrichtentechnik 2 (LB)
/3/ Maéusl, R.: Analoge Modulationsverfahren. Heidelberg: Hithig-Verlag, 1988

/4/ Soder, G.: Modellierung, Simulation und Optimierung von Nachrichtensystemen. Berlin: Springer-
Verlag, 1993
/5/ Soder, G. et al.: Lerntutorial LINTwww (www.LNTwww.de), Buch Modulationsverfahren, Kapitel 2

Hinweise zum Lerntutorial LNTwww:

Die Anleitung ist zur Versuchsvorbereitung ausreichend. Mehr Informationen zum Thema finden Sie in
Kapitel 2 des LNTwww-Buches Modulationsverfahren. Dort finden Sie auch einige passende Lernvideos
(LV) und interaktive Multimedia-Elemente (IM):

e Zweiseitenband-Amplitudenmodulation (LV, 2-teilig, Dauer 5:50 min bzw. 7:40 min),
e Einfluss einer Bandbegrenzung bei Sprache und Musik (lA),

e Zeigerdiagramm-Darstellung des analytischen Signals (lA),

e Ortskurve-Darstellung des dquivalenten TP-Signals (IA),

e Eigenschaften des Synchrondemodulators bei ZSB und ESB (IM)

Hinweise zur Programmbedienung:
Zur Versuchsdurchfiihrung bendétigen Sie das Programm ,amv“ des Lernsoftwarepakets ,,LNTwin“. Die-
ses kdnnen Sie von der Homepage des Lehrstuhls fiir Nachrichtentechnik herunterladen.


http://www.lntwww.de/
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1 Theoretische Grundlagen

Inhalt: Dieser Versuch soll die Eigenschaften des analogen Modulationsverfahrens Amplitudenmodu-
lation und die zugeh6rigen Demodulatoren anhand von Signalverlaufen, Spektren, Zeigerdiagrammen
und Ortskurven verdeutlichen. AuBerdem werden die Auswirkungen von (linearen und nichtlinearen)
Verzerrungen auf das demodulierte Signal beschrieben und auf die Moglichkeit der Basisbanddarstel-
lung von Bandpass-Signalen ausfihrlicher eingegangen.

1.1 Allgemeines

Die im Folgenden definierten und interpretierten SystemgrofRen spielen nicht nur zur Beschreibung
der klassischen analogen Modulationsverfahren eine groRe Rolle, sondern sind auch fiir das Verstand-
nis der heute Ublichen digitalen Modulationsverfahren wie ASK (Amplitude Shift Keying), FSK (Fre-
quenzy Shift Keying) und PSK (Phase Shift Keying) von grofRer Wichtigkeit.

1.1.1 Blockschaltbild eines Nachrichteniibertragungssystems

Abbildung 1 zeigt ein sehr allgemeines Modell eines Nachrichtenibertragungssytems, das fir Analog-
und DigitalsignalUbertragung in gleicher Weise giiltig ist. Die Nachrichtenquelle liefert das zu (ibertra-
gende Quellensignal q(t), das sowohl ein Sprach- bzw. Musiksignal (z.B. bei Telefon und Rundfunk),
ein Bildsignal (z.B. beim Fernsehen bzw. Satellitenbilder) oder ein Datensignal (z.B. zur Prozesssteue-
rung, Datei im Internet) bezeichnen kann.

/ \ g(1) } s(f) Kanal + | #(f) e ,/ \|
| Quelle ——— Sender > 4'-'t.mptanger4'l Sinke |
.-U\ .’U\.

Modulation Demodulation

Abbildung 1: Aligemeines Modell eines Nachrichteniibertragungssystems

Das Quellensignal q(t) soll Gber den Kanal, der beispielsweise eine elektrische Leitung (Zweidrahtlei-
tung, Koaxialkabel), ein Lichtwellenleiter (Glasfaser) oder eine Funkverbindung (z.B. Mobilfunk, Richt-
funk, Satellitenverbindung etc.) sein kann, zur raumlich entfernten Sinke UGbertragen werden. Diese
kennzeichnet z.B. einen Anrufaufzeichner, ein Videoband oder einen Host im Internet.

Das Sinkensignal v(t) am anderen Ende des Ubertragungssystems soll sich ,méglichst wenig” vom
Quellensignal g(t) unterscheiden. Im Idealfall sollte v(t) = q(t) sein. Ist das Nachrichtensystem we-
nigstens verzerrungs- und rauschfrei, so muss gelten:

v(t) =a-q(t—1). (1)

Hierbei beschreibt a<1 einen frequenzunabhangigen Dampfungsfaktor und t eine (bei unidirektionaler
Ubertragung nicht weiter stérende) Signalverzégerung.

Haufig ist der Ubertragungskanal fiir eine direkte Ubertragung des Quellensignals g(t) ungeeignet, z.B.
weil dieses flr ihn ungiinstige Frequenzen beinhaltet. Abhilfe schafft hier moglicherweise eine geeig-
nete Signalumsetzung beim Sender (Modulation) und die entsprechende Signalriicksetzung beim Emp-
fanger (Demodulation).
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1.1.2 Zielsetzungen von Modulation und Demodulation

g)

h)

j)

Anpassung des Sendesignals an die Ubertragungseigenschaften des Kanals:

Verschiebung des Nachrichtensignals in eine andere Frequenzlage mit glinstigeren Kanaleigen-

schaften durch Zusetzen eines hoherfrequenten Tragersignals.

Beispiele:

e Rundfunk: Sprache und Musik im Frequenzbereich von 15 Hz ... 20 kHz (sehr gute Qualitat);
Funkiibertragung ist jedoch erst ab ca. 100 kHz moglich; deshalb vorher Umsetzung auf 525 ...
1610 kHz (MW) bzw. 87.5 ... 108 MHz (UKW).

e Fernsehen: Bildsignal im Bereich 0 ... 5 MHz (gute Qualitat fur Analogtechnik) wird umgesetzt
auf41...68 /174 ... 223 MHz (VHF) bzw. 470 ... 850 MHz (UHF).

e Mobilfunk: C-Netz (analog, 450 MHz), D-Netz (digital, 900 MHz, nur wenige Kanale von Telekom
und Vodafone), E-Netz (digital, 1.8 GHz, viele Kanéle aller deutschen Mobilfunkbetreiber).

e Glasfaser: Umsetzung des elektrischen Signals in Licht, d.h. auf Frequenzen zwischen 200 und
350 THz (entsprechend 1.55 bis 0.85 um Wellenlédnge).

e Modem: Umsetzung des niederratigen (z.B. rechteckférmigen) Datensignals in ein hoher-fre-
quentes (sinusformiges) Signal, da eine Telefonleitung fiir sehr niedrige Frequenzen (,Gleich-
strom") ungeeignet ist.

Anpassung an das Storspektrum:

Verschieben des Nutzsignals in einen Frequenzbereich, in dem (duRRere) Stérungen nur eine unter-
geordnete Rolle spielen.

Blindelung von Kanélen (Frequenzmultiplex):

Mehrere Sprachsignale (Kandle) werden sendeseitig mit unterschiedlichen Tragerfrequenzen mo-
duliert, zusammengefasst und gemeinsam U{bertragen. Die notwendige Kanalseparierung beim
Empfanger erfolgt durch Demodulation mit unterschiedlichen Tragerfrequenzen und anschlieRen-
der Filterung.

Beispiel: Hierarchischer Aufbau des frilheren analogen Fernsprechnetzes:

e Kandle a 4 kHz ergeben eine Vorgruppe (12 kHz),
e 4 Vorgruppen a 12 kHz ergeben eine Primargruppe (48 kHz),
e bis zu 10800 Kanéle (V10800) mit ca. 60 MHz Gesamtbandbreite.

Verbesserung des Signalrauschabstandes (Qualitat):

Bessere Rauschunterdriickung (messbar durch einen gréReren Storabstand) und damit eine hohere
Qualitat auf Kosten einer gréBeren Bandbreite. Beispiele hierfiir sind FM (Frequenzmodulation) ge-
geniber AM, PCM (Pulscodemodulation), Spread Spectrum-Systeme.
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1.1.3 Allgemeingiiltiges Modell der Modulation

¢(1) — Modulator p— s(1)

|

z(r)

Abbildung 2: Ein sehr allgemeines Modell eines (analogen) Modulators.

Das modulierte Signal s(t), im Folgenden auch Sendesignal genannt, wird aus dem (niederfrequenten)
Nachrichtensignal q(t) unter Zuhilfenahme eines héherfrequenten Tragersignals z(t) erzeugt (Abbil-
dung 2). Dieses sei eine harmonische Schwingung, gekennzeichnet durch die Amplitude Z, die Tra-
ger(kreis)frequenz wr = 2zfr und die Tragerphase ¢..:

z(t) =Z-cos(wr -t — Q7). (2)

Entsprechend dieser (auch bei der Fourierreihendarstellung verwendeten) Definition bedeutet ein po-
sitiver Wert von ¢, eine Verzégerung gegeniiber einem cosinusformigen Verlauf. Beispielsweise steht

der Phasenwinkel ¢,. = 90° fur das Sinussignal.

Anzumerken ist, dass zur Beschreibung der Modulationsverfahren meist der Phasenwinkel mit umge-
kehrtem Vorzeichen verwendet wird. Um mit der einschldgigen Literatur (ibereinzustimmen, wird dies
auch hier berucksichtigt. Mit @ = —@,. gilt somit auch:

z(t) = Z-cos(wy -t + D). (3)
Das Sendesignal lautet in allgemeiner (allerdings etwas vereinfacht dargestellter) Form:
s(t) = a(t) - cos(w(t) - t + O(t)). (4)

Hierbei bezeichnen: a(t) eine zeitabhingige Amplitude,
w(t) eine zeitabhdngige (Kreis-)Frequenz,
d(t) eine zeitabhédngige Phase.

Als Sonderfalle sind in GI. (4) enthalten:

e  Amplitudenmodulation (AM):

Hier andert sich der Verlauf der Amplitude a(t) entsprechend dem Nachrichtensignal q(t), wah-
rend die Frequenz w(t) = @y und die Phase ®(t) = &P jeweils konstant sind.

e  Phasenmodulation (PM):

Bei konstanter Amplitude a(t) = Z und konstanter Frequenz w(t) = ¢ andert sich die Phasen-
lage ®(t) entsprechend dem Nachrichtensignal q(t).

e  Frequenzmodulation (FM):

Die Amplitude a(t) = Z und die Phase ®(t) = @ sind entsprechend dem Tragersignal z(t) kon-
stant, der Frequenzverlauf o(t) dndert sich mit q(t). Hinweis: Im Versuch Winkelmodulation wird
gezeigt werden, dass bei FM die Verhaltnisse doch etwas komplizierter sind.
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Gemeinsam ist all diesen Modulationsarten, dass s(t) ein Bandpasssignal ist und somit in allen Fallen
entsprechend den Abschnitten 1.1.4 bzw. 1.2.3 dargestellt werden kann.

1.1.4 Darstellungsformen harmonischer Schwingungen

Die Darstellungsmoglichkeiten eines Bandpasssignals sollen hier am einfachsten Beispiel, ndamlich fir
ein unmoduliertes Signal s(t), aufgezeigt werden. Die in Abbildung 3 skizzierte harmonische Schwin-
gung ist durch drei Parameter fir alle Zeiten t eindeutig festgelegt.

s(r)

/ / N\

Abbildung 3: Harmonische Schwingung s(t).

Als Parameter wurden hier die Amplitude §, die Periodendauer T sowie die Verschiebung rgegeniber
einer Cosinusfunktion gewahlt. Somit kann geschrieben werden:

M) (5)

s(t)=§-cos< T

Um auf die Ubliche Darstellungsform entsprechend Gl. (2),

s(t) =8 cos(wr -t —qr), (6)
zu kommen, sind folgende Umrechnungen notwendig:

_27r

T
wr = Or=wr T=2T" = @

T’ T
Der Phasenwinkel ¢, hat somit das gleiche Vorzeichen wie die Verzégerungszeit ®(t) jedoch das
umgekehrte. Ein positiver Wert von ¢,. sagt deshalb aus, dass - wie beispielsweise in Abbildung 3 dar-

gestellt - die Schwingung gegenliber einem Cosinussignal nachladuft.

Die Spektralfunktion S(f) e s(t) besteht aus zwei Diracfunktionen bei +fr, wobei fr = wr/(27) =
1/T ist, und (im Allgemeinen) komplexen Impulsgewichten:

S(F) =5 €19 8(F — f) +5 - €197 8(F + fr) ®

N| »

Es wird sich in den spateren Abschnitten zeigen, dass durch die Einflihrung des analytischen Signals
54 (t) und der dazugehdrigen Spektralfunktion S, (f ) e~ s,(t) manche Eigenschaften der Bandpass-
signale leichter interpretiert werden kénnen. Dabei gilt:

S+(f) = S(f) - (1 + sign(f)), )

wobei die Signumfunktion fiir positives f gleich +1 und fiir negatives f gleich -1 ist. Die durch Gl. (9)
beschriebene Operation entspricht demnach einem , Abschneiden" der negativen und dem Verdop-
peln der positiven Frequenzanteile der Spektralfunktion S (f ).
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Abbildung 4 verdeutlicht diesen Sachverhalt fur ein cosinusférmiges Signal (¢, = 0).

5(H
5/2 §/2
w T 1T
-fr fr f—
s.(h
(b) |
T | T
__/j], _/f[, f —>
Abbildung 4: (a) Spektrum S(f) eines cosinusférmigen Signals s(t) = § - cos(wy - t),

Das zu s(t) gemalR

(b) Spektrum Si(f) des dazugehdérigen analytischen Signals s, (t) = § - e/ 91t

Gl. (6) gehdrige analytische Signal lautet (mit der Phase ¢..):

sy (t) = §- ellort=0r), (20)

Dieses Ergebnis erhalt man aus der Fourierriicktransformation von S, (f) durch Anwendung des Ver-

schiebungssatzes (vgl. Kapitel 3, Versuch 3.1). Abbildung 5 zeigt das analytische Signal der harmoni-

schen Schwingung

s(t) = 8- cos(wy - t — 60°) in der komplexen Ebene.

b Im s, (1)}

|
]
|

/1

/ : I. Beiz=0 gilt mit ¢, 60

| v (0 =0) =y,
|
1

4
Y
[§]

. Zeiger dreht mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit ("Kreisfrequenz™) o
in “positiver” Richtung (d.h. entgegen
dem Uhrzeigersinn) mit genau einer
Umdrehung pro Periodendauer 7.

)

. Die Projektion von s , (1) aul die reelle
Achse ergibt das reelle Signal s(1):

s(1) = Rels, (1)} .

A

Abbildung 5: Dar
der

y !
stellung des analytischen Signal s, (t) einer harmonischen Schwingung (¢ = 60°, &1 = —60°) in
komplexen Ebene (Zeigerdiagramm)
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1.2 Amplitudenmodulation (AM)

Der Abschnitt 1.2.1 beschreibt die Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager (ldeale
Amplitudenmodulation). Diese wird z.B. im UKW-Stereo-Rundfunk angewandt, indem man das Diffe-
renzsignal zwischen dem linken und dem rechten Kanal bei 38 kHz ohne Trager amplitudenmoduliert.
AnschlieBend werden das Summensignal der beiden Kanile (welches im Frequenzbereich von 30 Hz
bis 15 kHz liegt), ein Hilfstrager bei 19 kHz und das modulierte Differenzsignal zusammengefasst und
frequenzmoduliert.

Die in Abschnitt 1.2.2 behandelte Zweiseitenband-Amplitudenmodulation mit Trager findet im Rund-
funk auf Kurz-, Mittel- und Langwelle teilweise noch heute Anwendung. Signalleistungen in der Gro-
Renordnung von 100 kW werden hier vereinzelt noch mit Rohren erzeugt.

Um bei der Ubertragung von Telefongesprichen die Kanalbandbreite méglichst effizient zu nutzen,
bedient man sich hierbei der Einseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager (siehe Abschnitt
1.2.4). Um allzu groRen Schaltungsaufwand zu vermeiden, fasst man jeweils drei Gesprachskanéle zu
Vorgruppen zusammen, die dann in einer gemeinsamen zweiten Umsetzungsstufe in die endglltige
Frequenzlage gebracht werden.

Einen Kompromiss zwischen ESB- und ZSB-AM stellt die sogenannte Restseitenbandmodulation (RSB-
AM) dar. Diese Modulationsart, die z.B. beim analogen Farbfernsehen eingesetzt wird, entspricht einer
ZSB-AM, bei der nur die tragernahen Anteile des unteren Seitenbandes lbertragen werden. Auf eine
detaillierte Beschreibung der Restseitenbandmodulation wird im Programm ,,amv" verzichtet. Glei-
ches gilt fur die Quadratur-Amplitudenmodulation (QAM), die z.B. beim digitalen Richtfunk zum Einsatz
kommt. Hier werden beispielsweise zwei quaternar codierte Datensignale (d.h.: die Amplitude jedes
dieser Signale kann vier verschiedene Werte annehmen) auf zueinander um 90° phasenverschobene
Trager moduliert und die resultierenden Signale addiert. Das Ausgangssignal kann somit 16 verschie-
dene Zustande annehmen (16 QAM).

1.2.1 Ideale Amplitudenmodulation

Abbildung 6(a) zeigt zwei Prinzipschaltbilder des idealen Amplitudenmodulators.

q(1) 4Hi><}—> s(f)

T

(2) z(t) = z-cos(wy - 1= ¢y) by 20 = cos(wy-1-¢)

Abbildung 6: Zwei dquivalente Modelle des ,idealen Amplitudenmodulators".

Das Quellensignal q(t) wird mit dem Tragersignal z(t) multipliziert, dessen Frequenz fr = wr/(2m)
meist deutlich groBer ist als die maximale im Signal q(t) vorkommende Nachrichtenfrequenz fy 1max-
Flr das amplitudenmodulierte Signal gilt dann:

s(t) = Kapr - q(t) - 2(t). (11)

Hierbeiist K, eine dimensionsbehaftete Konstante, z.B. mit der Einheit 1/V. Wahlt man die Konstante
Ky = 1/2, so erhalt man das vereinfachte Modell gemaR Abbildung 6(b) mit dem auf 1 normierten
Tragersignal z(t). Beide Modelle liefern das Sendesignal:
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s(t) = q(t) cos(wr * t — @r). (12)

Aus dieser Gleichung wird deutlich, dass bei dieser Art von Modulation die Frequenz und Phase (d.h.
die Lage der Nulldurchgdnge) des Tragersignals z(t) im modulierten Signal s(t) erhalten bleiben, wah-
rend die Amplituden der einzelnen Cosinushalbwellen durch das Nachrichtensignal q(t) verandert
werden. Die Nulldurchgénge des Signals q(t) sind in s(t) zuséatzlich enthalten. In der nachfolgenden
Skizze ist das modulierte Signal s(t) fir die beiden cosinusformigen Signale q(t) = § - cos(wy - t) und
z(t) = cos(wr - t) dargestellt.

20 ps 200 ps 400 ps

Abbildung 7: Beispiel eines ideal amplitudenmodulierten Signals (w;=50 kHz, w =5 kHz).

Durch Anwendung des Faltungssatzes erhédlt man flr das Spektrum des AM-Sendesignals ("*" kenn-
zeichnet die Faltungsoperation):

S =Q(f) =Z(f), (13)

wobei die Fourierkorrespondenzen Q(f) so g(t) sowie

z(t) = cos(wr -t — @p), wr =2m" fr

¢y » 1 (14)
Z(f) =5 e 6(f = fr) +5- &% 5(f + fr)

einzusetzen sind. Hier und im Folgenden wird also das Tragersignal z(t) entsprechend Abbildung 6(b)
stets auf 1 normiert betrachtet.

Die Spektralfunktion Z(f) setzt sich aus zwei diskreten Linien zusammen. Die Betrdge der Gewichte sind
jeweils 1/2, der Phasenfaktor hangt von der Tragerphase @ ab. Da die Faltung einer beliebigen Funk-
tion f(x) mit einer verschobenen Diracfunktion &(x —x,) die verschobene Funktion
f(x — x) ergibt, erhdlt man aus Gl. (13):

1 . 1
S(F) =5 eI QUf — fr) + 57 €17 QU + ). )

Fiur das Folgende wird sehr oft das Tragersignal z(t) = cos(wz - t) und damit die Tragerphase ¢ = 0
vorausgesetzt. In diesem Sonderfall vereinfacht sich Gl. (15) zu

1 1
S(f)=E'Q(f—fT)+E'Q(f+fT)- (16)
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Der erste Term dieser Gleichung beschreibt den Anteil um +f, der zweite den Anteil um —f. Abbil-
dung 8 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Q(f) und S(f).

ont
(a)
_»/L\-.III.IX »/;\-.I]Ll.\ f —>
NGER
2 —/;\'.m.lx |
| RN — O(F = )
® N ATY DN ER

_/_'l_ ‘/.'[. f —_—

Abbildung 8: Spektren Q(f) und S(f) bei idealer Amplitudenmodulation (ZSB-AM ohne Trager).

Man erkennt folgende Eigenschaften des idealen AM-Modulators:

a) Durch die Modulation wird das Tiefpassspektrum Q(f) zu einem Bandpassspektrum S(f) um die
Tragerfrequenz (£ f7).

b) Ist Q(f) ein reelles Spektrum und das Tragersignal z(t) cosinusférmig (d.h. ¢ = 0°), so ist S(f)
ebenfalls reell.

c) Die erforderliche Bandbreite des Ubertragungskanals ist doppelt so grolR wie die Bandbreite des
Nachrichtensignals.

d) Im Spektrum S(f) des modulierten Signals ist kein zusatzlicher diskreter Anteil bei der Tragerfre-
quenz (+f7) vorhanden.

Aufgrund der beiden letztgenannten Eigenschaften bezeichnet man die Modulation gemafl3 Abbildung
6 auch als Zweiseitenband-Amplitudenmodulation (ZSB-AM) ohne Trdger.

Eine Realisierung eines solchen Modulators zeigt Abbildung 9.

o— P ] H(f) E—

tl([) < | o< K Q".\: \'r({) 4 \'(_I)

o— _ 2’11 2’,1 —-0

L

2ty
— O

Abbildung 9: Realisierung der ZSB-AM (Doppel-Gegentakt-Diodenmodulator).

Das Tragersignal z(t) ist hierbei ein Cosinussignal, dessen Amplitude Z sehr viel groRRer als die
Amplitude § des Nachrichtensignals ist. Somit werden die Dioden als Schalter betrieben. Bei positiver
Halbwelle (d.h. falls z(t) > 0) leiten die ,weilen" Dioden, wahrend die grau hinterlegten Dioden sper-
ren. Das Signal s’(t) ist somit gleich q(t). Im anderen Fall (d.h. fiir z(t) < 0) leiten die grau hinterlegten
Dioden und die ,,weiBen" sperren. Das Quellensignal wird somit umgepolt, und es ist s’(t) = —q(t).
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Aufgrund der Mittelanzapfungen der Ubertrager heben sich die vom Trégersignal z(t) herreichenden
induzierten Spannungen auf, so dass z(t) in den Signalen s’(t) und s(t) selbst nicht erscheint
(,Amplitudenmodulation ohne Tréiger").

Die Schaltfunktion der Dioden erfolgt im Takt der Tragerfrequenz f;. Das Ausgangssignal s’(t) lasst
sich somit als Produkt des Quellensignals q(t) mit einem rechteckférmigen (weil Z > §) bipolaren Sig-
nal b(t) mit den moglichen Amplitudenwerten +1 und —1 deuten. Damit hat das Ausgangssignal
s’(t) = q(t) - b(t) nicht die Form von Gl. (12).

Das bipolare Rechtecksignal b(t) kann jedoch entsprechend der Fourierreihe wie folgt dargestellt wer-
den:

4 1 1
b(t) = — [cos(wT t) — 3 cos(3wr - t) + T cos(5wr - t) ] (17)

Daraus ist ersichtlich, dass durch eine Bandbegrenzung (z.B. auf die doppelte Tragerfrequenz) und eine
Pegelanpassung (Dampfung um den Faktor 1t /4) auch hier genau die gewiinschte Signalform s(t) nach
Gl. (12) erreicht wird.

1.2.2 ZSB-Amplitudenmodulation mit Trager

Die Demodulation eines entsprechend Abschnitt 1.2.1 amplitudenmodulierten Signals ist technisch
nicht einfach, da das am Empfanger ankommende Signal r(t) keine Information tiber das Tragersignal
z(t) beinhaltet, dem Empfanger jedoch dessen Phase und Frequenz exakt bekannt sein muss (siehe
Abschnitt 1.3.1). Um die Demodulation einfacher zu gestalten, wird dem Sendesignal s(t) zuséatzlich
Information Uber das Tragersignal z(t) hinzugefiigt. Abbildung 10 verdeutlicht diesen Zusammenhang
anhand der Spektren Q(f) und S(f).

A QU)

(a) _
- i.\"m;\\ fr‘.\i.m;m :’ —_—
A S(H
do/2 do/2
[, Lo s
o) W 5 QU + o) W 3 Q-1
7]'1' ['l , o

Abbildung 10: Spektren Q(f) und S(f) bei ZSB-AM mit Trager.

gty —»

+ —F\\\.—b s(1)

T

z(1) = cos(wy -t -¢)

qo —*

Abbildung 11: ZSB-Modulator mit Triger (Anderung gegeniiber Abbildung 6 fett hervorgehoben)

Das Prinzipschaltbild eines ZSB-Amplitudenmodulators mit Trager ist in Abbildung 11 dargestellt. Die
Signale q(t) und s(t) zeigt Abbildung 12.
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Abbildung 12: Signale q(t) und s(t) bei einem ZSB-Modulator mit Trager (¢ = 0°).

Vor der Multiplikation mit dem Trégersignal z(t) wird dem Nachrichtensignal q(t) ein Gleichanteil g,
additiv Gberlagert, so dass fiir das Sendesignal gilt:

s() = (q(®) + qo) - cos(wr -t — @7) =q(t) (18)
~cos(wy *t — @7) + qo - cos(wr -t — Q7).
Der erste Term des Sendesignals ist identisch mit dem modulierten Signal bei ZSB-AM ohne Trager (vgl.
Abschnitt 1.2.1). Der zweite Term bewirkt die zusatzlichen Diracfunktionen im Spektrum S(f) bei der
positiven und negativen Tragerfrequenz, deren Gewichte durch den Gleichanteil g, bestimmt werden.

Eine Moglichkeit der Realisierung eines ZSB-Amplitudenmodulators mit Trager ist, die Summe x(t) =
q(t) + z(t) aus Nachrichten- und Trégersignal auf ein nichtlineares Schaltungselement zu geben. Bei-
spielsweise besitzt ein Feldeffekttransistor (FET) ndherungsweise eine Kennlinie y(t) = f(x(t)) mit
quadratischem Anteil (c; und ¢, bezeichnen Konstanten, die durch die Beschaltung des FET festgelegt
sind):

y(@) = ¢q - x(t) + ¢z x2(0). (19)

Durch Ausmultiplizieren erhalt man dann fir das Ausgangssignal:

YO =c1-q®) + ¢y -z + ¢ q*(8) + 27 ¢ q(t) - 2(t) + 2 2°(2). (20)

Begrenzt man dieses Signal durch einen geeignet dimensionierten Bandpass um die Tragerfrequenz,
so entfallen alle in GI. (20) nicht unterstrichenen Anteile. Es verbleiben nur der Trager (einfach unter-
strichen) sowie das Modulationsprodukt (Seitenbander, doppelt unterstrichen).

Als Mal fiir die Starke der Modulation wird haufig der Modulationsgrad

Qmax

m==" mit qmax =Maxlq(t)] (21)
0
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angegeben. Die ZSB-AM ohne Trager ist in dieser Definition als Sonderfall fiir m — oo mitenthalten. Je
groRer der Modulationsgrad, desto mehr Energie wird fiir die eigentliche Modulation investiert. Dage-
gen wird bei sehr kleinem Modulationsgrad m die verfiigbare Energie fast ausschlieBlich zur Ubertra-
gung des Gleichanteils g, aufgewandt.

Ist der Modulationsgrad m < 1, d.h. der Maximalwert ., kleiner als der Gleichanteil g, so ist das
Nachrichtensignal q(t) in der Hillkurve von s(t) erkennbar (siehe Abbildung 12) und die in Abschnitt
1.3.2 beschriebene Hiillkurvendemodulation anwendbar.

Anmerkung: Das vorliegende Programm ,amv" verwendet als Beschreibungsparameter fir den
Amplitudenmodulator den Gleichanteil g, und nicht den Modulationsgrad m, da dieser auch von der
Amplitude des Nachrichtensignals abhéngt. Fiir ein gegebenes Nachrichtensignal g(t) kann der Modu-
lationsgrad m mit Gl. (21) berechnet werden. Bei einem Sprachsignal (von seinen Eigenschaften her
ein stochastisches Signal) wird mit q,,,,, Mmeist derjenige Wert bezeichnet, der nur in 1% aller Zeiten
Uberschritten wird.

1.2.3 Zeigerdiagramm und Ortskurve

Die bei Amplitudenmodulation entstehenden Signale lassen sich anschaulich anhand des sogenannten
Zeigerdiagramms deuten. Hierbei wird das in Abschnitt 1.1.4 eingefiihrte analytische Signal s, (t) in
der komplexen Ebene betrachtet. Fiir ein unmoduliertes Signal ergibt sich ein mit der Kreisfrequenz
wr gleichmaBig rotierender Zeiger (vgl. Abbildung 5).

Im Fall einer ZSB-AM mit Trager gilt mit Gl. (18) fur das reelle und das analytische (komplexe) Signal:

s(t) = (q(t) + qo) - cos(wr - t — @r), (22)

s+(t) = (q(t) + qo) - e/ @rE=7), (23)

Es ist nochmals anzumerken, dass s, (t) nicht wirklich existiert, sondern nur deshalb eingefiihrt wird,
um schwierige algebraische Berechnungen zu vermeiden, indem man das Problem auf anschauliche
geometrische Uberlegungen zuriickfiihrt. Dies soll an einem einfachen Beispiel gezeigt werden, ndm-
lich fiir das Nachrichtensignal

q(t) = q-cos(wy "t — p). (24)

Nach dem Satz von Euler kann hierfir auch geschrieben werden:

q®) = L. gitont-om 4 L. o-jtont-om = 1
2 2

A~

ce—ion . giont L L. pion . pmjont  (25)
2
Setzt man ein cosinusférmiges Tragersignal voraus (@ = 0°), so erhalt man aus (23):

sy () = (CIO + q, e JON . gjont 4 g, elon . e—in't) . eJort, (26)
2 2

Betrachten wir die Zeitabhangigkeit dieses komplexen Signals, also das Zeigerdiagramm. Bei der hier
dargestellten Zweiseitenband-Amplitudenmodulation mit Trager rotiert im Gegensatz zum unmodu-
lierten Signal (dieses ergibt sich fir § = 0) nicht nur ein Zeiger mit konstanter Kreisfrequenz w, son-
dern der aus drei komplexen Zeigern bestehende Verbund.

Allgemein ldsst sich das analytische Signal in folgender Form schreiben:
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s4(t) = spp(t) - eI, (27)

wobei man spp (t) oft als das zum Bandpasssignal s(t) zugehorige dquivalente Tiefpasssignal bezeich-
net. Bei den meisten Modulationsverfahren ist spp(t) ebenso wie s, (t) komplex. Nur bei der hier
betrachteten ZSB-AM ergibt sich ein reelles Signal, wie Abbildung 13 zeigt.

A Im{s(0)}
QI
( "N
1) N . » Re{ »\']'|)(’)\f
~
(UI\

Abbildung 13: Aquivalentes Tiefpasssignal syp(t) bei Zweiseitenband-Amplitudenmodulation
(Anmerkung: Die Phase des Nachrichtensignals betragt hier @y = —45°).

Bei ZSB-AM ist das aquivalente Tiefpasssignal gleich dem Klammerausdruck von (26):

A~ A~

stp(t) = qo + % ceJON . gJoNt 4 % .eJON . p—JoN't 28)

Der erste Term ergibt den Zeiger der Lange q,. Dieser liegt in Richtung der reellen Achse. Der zweite
und dritte Term der komplexen Amplitude werden durch die beiden Zeiger der Lange §/2 beschrieben,
wobei der zweite Term durch die graue und der dritte durch die schwarze Pfeilspitze gekennzeichnet
ist.

Die vektorielle Addition dieser 3 Zeiger ergibt das dquivalente Tiefpasssignal zum Zeitpunkt t = 0. Die
Spitze des resultierenden Zeigers ist in Abbildung 13 als Punkt markiert. Fir Zeiten t > 0 drehen sich
nun die beiden letztgenannten Zeiger mit konstanter Winkelgeschwindigkeit (wy), aber in gegenlaufi-
gen Richtungen. Der den zweiten Term beschreibende Zeiger dreht aufgrund des positiven Exponenten
in mathematisch positiver Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn). Der dritte Zeiger (schwarze Pfeil-
spitze) dreht dagegen wegen des negativen Exponenten mathematisch negativ.

Da diese beiden Zeiger stets mit gleicher Winkelgeschwindigkeit entgegengesetzt drehen, ist die
Summe der drei Zeiger stets in Richtung des ersten Zeigers (oder entgegengesetzt) und somit reell. Der
Endpunkt des resultierenden Zeigers liegt also stets auf der reellen Achse und kann zu den verschiede-
nen Zeitpunkten alle Werte zwischen gy — § und qo + § annehmen.

Man bezeichnet die Linie, auf der die Spitze des resultierenden Zeigers in der komplexen Ebene (Pha-
sendiagramm) zu irgendeinem Zeitpunkt liegen kann, als die Ortskurve. Bei ZSB-AM unter idealen, ver-
zerrungsfreien Bedingungen ist die Ortskurve stets eine horizontale Gerade. Weist dagegen der Kanal
eine frequenzabhéngige Dampfung auf (d.h. Amplitudenverzerrungen), so sind die Zeiger unterschied-
lich lang, und die Ortskurve der ZSB-AM wird zu einer Ellipse (siehe Abschnitt 1.4.2 und Versuch 3.7).
In diesem Fall ist auch fiir m < 1 keine verzerrungsfreie Demodulation moglich.

Zusammenfassend kann man sagen: Die Ortskurve stellt das (dquivalente) Tiefpasssignal in der kom-
plexen Ebene dar. Bei ZSB-AM (und nur bei dieser) ist syp(t) = qg + q(t). Bei der Ortskurve wird der
zeitabhangige Drehfaktor des Tragers aufler Acht gelassen im Gegensatz zum analytischen Signal
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s, (t), dessen Darstellung in der komplexen Ebene das Zeigerdiagramm ergibt (Rotation der Ortskurve
entgegen dem Uhrzeigersinn mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit wr). Abbildung 14 verdeut-
licht den Zusammenhang zwischen den oben definierten Signalen s(t), s, (t) und srp(t) anhand ihrer
(normierten) Betragsspektren. Das Spektrum S, (f) ergibt sich aus S(f) mit Gl. (9), vom Spektrum (b)
zum Spektrum (c) kommt man liber die Beziehung Stp(f) = S, (f + f7)-

12 S /2
mf4 m /4 mf4 m 4
(a) ‘{F‘ é!\" ll\ [!\.‘ iy
le=In v + In fr-fs 1 fr * iy
|
S, (N
2 12
) T " I' , I
fo-In v fo+ls
S o
St A
)2 2
(c)
Al L4 - I
In () N

Abbildung 14: Spektren S(f), S (f) und S7p(f) bei cosinusférmigem Nachrichtensignal
und ZSB-AM (alle Spektren normiert, d.h. go = 1, G/qo = m).

1.2.4 ESB-Amplitudenmodulation

Die ZSB-Modulation (sowohl mit als auch ohne Trager) hat folgende Eigenschaften:

e Das ZSB-modulierte Signal s(t) bendtigt die doppelte Bandbreite wie das zu Gbertragende Quel-
lensignal q(t).

e Die vollstandige Information tiber q(t) steckt sowohl im oberen Seitenband (OSB) als auch im
unteren Seitenband (USB). Das obere Seitenband liegt in Regellage, das untere in Kehrlage.

Deshalb geniigt es, wenn man nur ein Seitenband Ubertragt. Man spricht dann von ,Einseitenband-
modulation (ESB-AM)“. Abbildung 15 verdeutlicht deren Eigenschaften im Frequenzbereich und gibt
gleichzeitig eine Realisierungsform des ESB-Modulators an.

Abbildung 15(b) zeigt das Spektrum S(f) bei ZSB-AM, wobei das schematische Spektrum Q(f) ent-
sprechend Skizze (a) zugrundeliegt. Man erkennt die Verdoppelung der Bandbreite (bei positiven und
negativen Frequenzen jeweils 2 * fy 1mqx anstelle von fy pmay).

Das ESB-Spektrum ergibt sich aus dem ZSB-Spektrum durch Filterung. Bei OSB-Modulation wird die
untere Grenzfrequenz des Bandpasses zu fr — f, gewabhlt (f; ist eine beliebig kleine positive Frequenz).
Die obere Grenzfrequenz muss groRer als fr + fy maqx Sein.
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Abbildung 15: Spektren bei Einseitenbandmodulation (c), (d) im Vergleich zur ZSB-AM (b).

Das OSB-Spektrum S(f) beinhaltet somit nur das obere Seitenband und (nicht notwendigerweise) den
Trager. Abbildung 15(c) zeigt, dass bei positiven Frequenzen das OSB-Spektrum die gleiche Lage wie
das Nachrichtenspektrum Q(f) aufweist (,,Regellage").

Dagegen ist bei USB-Modulation eine Kehrlage des Spektrums feststellbar. Das USB-Spektrum von Ab-
bildung 15(d) ergibt sich aus dem ZSB-Spektrum beispielsweise durch Filterung mit einem Bandpass,
dessen untere Grenzfrequenz kleiner als f7 — fy max ist, wahrend die obere Grenzfrequenz fr + f;
betragt. Die erforderliche Filterfunktion ist in der Skizze (b) kurz-gestrichelt eingezeichnet. Auch hier
bezeichnet f, eine beliebig kleine, aber positive Frequenz.

Bei ESB-Modulation definiert man den Modulationsgrad sinnvollerweise als

— qmax
2-qo
Diese gegeniiber der ZSB-AM abweichende Definition des Modulationsgrads ist hier auch durch eine

U (29)

unterschiedliche Nomenklatur berticksichtigt (4 anstelle von m).

Betrachten wir wie in Abschnitt 1.2.3 wieder ein cosinusférmiges Nachrichtensignal (wy, o5 = 0) und
ein cosinusférmiges Tragersignal (wr, @7 = 0). Mit gg = 1 (Normierung) und Gl. (29) kann somit flr
das Bandpasssignal bei OSB-AM geschrieben werden:

s(t) = cos(wr - t) + p-cos((wr + wy) - t). (30)

Abbildung 16(a) zeigt das dazugehorige Spektrum, bestehend aus vier Diracfunktionen.
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Abbildung 16: Spektren S(f), S (f) und S7p(f) bei cosinusférmigem Nachrichtensignal
und OSB-AM (alle Spektren normiert, d.h. qo = 1,G/(2q¢) = n).
Das Spektrum S, (f) des analytischen Signals erhidlt man wieder durch Abschneiden der Anteile bei
negativen Frequenzen und Verdoppeln der Spektralanteile fiir f > 0. Von Abbildung 16(b) zu (c)
kommt man durch Frequenzverschiebung um f nach links.

Damit erhalt man fur das dquivalente OSB-Tiefpasssignal (wiederum normiert):

spp(t) =1+ pu-elont (31)

Das bedeutet: Bei ESB-AM verschwindet gegenliber Gl. (28) der dritte Term (OSB) bzw. der zweite Term
(USB) und dementsprechend auch der schwarz- bzw. graugefillte Zeiger. Hier ist die Ortskurve ein
Kreis mit dem Mittelpunkt (1, 0) und dem Radius u (siehe Abbildung 17). Die Spitze des resultierenden
Zeigers legt in einer Periodendauer 1/fy genau eine Kreisumdrehung entgegen dem Uhrzeigersinn (da
OSB) zurlick.

Im{s; (1)}

A

Re{s;p(1)}

Abbildung 17: Ortskurve (normiert) bei cosinusférmigem Nachrichtensignal und OSB-AM.

Im Gegensatz zur ZSB-AM ist hier das dquivalente Tiefpasssignal komplex. Es kann deshalb auch wie
folgt dargestellt werden:
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srp(t) = a(t) - /PO, (32)
Hierbei bezeichnet a(t) die Betragsfunktion und ®(t) die Phasenfunktion.

Das Zeigerdiagramm - also das analytische Signal s (t) - erhalt man wie in Abschnitt 1.2.3 beschrieben
durch Rotation des gesamten Zeigerverbunds der Ortskurve mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
wr. Daraus kann das (tatsachliche) ESB-Bandpasssignal s(t) wieder durch Realteilbildung (Projektion
auf die reelle Achse) ermittelt werden.

Die Betragsfunktion a(t) des dquivalenten Tiefpasssignals spp (t) gibt die Hullkurve des reellen Band-
passsignals s(t) an, wahrend die Phasenfunktion ®(t) die Abweichungen der Nulldurchgédnge von s(t)
gegeniber dem Tragersignal z(t) beschreibt.

Da bei ESB-AM nicht nur die Hullkurve a(t), sondern auch die Phasenfunktion ®(t) entsprechend dem
Nachrichtensignal q(t) beeinflusst wird, Gberlagert sich hier der gewiinschten Amplitudenmodulation
eine (unerwiinschte) Phasenmodulation. Deshalb ist die verzerrungsfreie Demodulation eines ESB-mo-
dulierten Signals mit Hilfe eines Hillkurvendemodulators nicht méglich (vgl. Abschnitt 1.3.2).

In der Vorbereitungsfrage 2.2 und der Versuchsdurchfiihrung 3.6 werden die Eigenschaften der Ein-
seitenbandmodulation noch eingehend behandelt.

1.3 AM-Demodulation

Amplitudenmodulation am Sender macht nur Sinn, wenn es moglich ist, am Empfanger diese Sig-
nalumsetzung wieder riickgangig zu machen, und zwar moglichst ohne Informationsverlust. Eine Mog-
lichkeit hierzu bietet der Synchrondemodulator (Abschnitt 1.3.1). Bei Zweiseitenband-AM mit Trager -
und nur bei dieser - ist jedoch auch mit dem Hullkurvendemodulator (Abschnitt 1.3.2) eine verzer-
rungsfreie Demodulation moglich.

1.3.1 Synchrondemodulation

Die Synchrondemodulation ist sowohl bei ZSB-AM (egal ob mit oder ohne Tréger) als auch bei ESB-AM
anwendbar. Die folgende Beschreibung bezieht sich auf eine ideale AM (d.h. ZSB-AM ohne Trager). In
Abbildung 18 ist das betrachtete Ubertragungssystem einschlieRlich Synchrondemodulator (rechter
gestrichelter Block) dargestellt.

idealer AM—Modulator Svnchrondemodulator

s(t) | idealer Kanal | r(r) |

ohne Storung H(h)

zp(t) = 2~ L‘US(U)]—-[—(/ ]):

Abbildung 18: Ubertragungssystem mit idealem AM-Modulator als Synchrondemodulator

Unter der Voraussetzung eines idealen, verzerrungs- und stérungsfreien Kanals gilt mit GI. (12) fiir das
Signal am Eingang des Synchrondemodaulators:

r(t) = s(t) = q(t) cos(wy * t — @7). (33)
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Im Synchrondemodulator wird dieses Signal mit dem empfangerseitigen Tragersignal

zg(t) = 2 - cos(wy "t — @r) (34)

multipliziert, das genau die gleiche Frequenz und Phasenlage wie das sendeseitige Tragersignal z(t)
aufweisen muss. Das Ergebnis der Multiplikation ist das Signal

v'(t) =71(t)  zg(t) = 2 q(t) - cos*(wy - t — 7). (35)

Mit der trigonometrischen Umformung

cos*(a) ==+ [1+ cos(2 - a)] (36)

N| -

erhalt man daraus:

v'(t) = q(t) +q(t) -cos(2-wr-t—2"-@7). (37)

Der zweite Term liegt (symmetrisch) um die doppelte Tragerfrequenz. Ist f7 > fy max, Was in der Pra-
Xis stets zutrifft, so kann dieser Anteil durch ein ideales (rechteckférmiges) Tiefpassfilter Hg (f) voll-
standig unterdriickt werden, und man erhdlt v(t) = q(t).

Das bedeutet: Das Nachrichtensignal q(t) wird durch Synchrondemodulation vollstéandig und verzer-
rungsfrei rekonstruiert, falls

e die maximale NF-Frequenz fy mqx kleiner als die Tragerfrequenz f7 ist,

e der Kanal innerhalb der Ubertragungsbandbreite 2 - fy ;45 Verzerrungsfrei ist,
e die Tragerfrequenzen bei Sender und Empfanger Gbereinstimmen,

e die Tragerphasenlagen bei Sender und Empfanger gleich sind.

In der Versuchsdurchfiihrung 3.3 wird gezeigt, dass eine Phasenabweichung bei ZSB nur zu einer fre-
guenzunabhadngigen Dampfung, aber nicht zu Verzerrungen fiihrt. Dagegen kommt es zu einer - auch
bei der Sprachibertragung deutlich hérbaren - Schwebung, wenn die Tragerfrequenzen von Sender
und Empféanger nicht exakt Gbereinstimmen.

Wendet man die Synchrondemodulation bei einem ZSB-AM-Ubertragungssystem mit Triger an, so
muss anstelle des Tiefpassfilters in Abbildung 18 ein Bandpass eingesetzt werden, durch den auch der
Gleichanteil gy entfernt wird.

Anmerkung: Die Beschreibung des Synchrondemodulators erfolgte hier im Zeitbereich. Zu gleichen Er-
gebnissen kommt man bei der Berechnung im Frequenzbereich durch Anwendung der Faltungsopera-
tion. Dies soll in Vorbereitungsfrage 2.3 geschehen.

1.3.2 Hillkurvendemodulation

Aufgabe des Demodulators ist es, aus dem Empfangssignal r(t) das Sinkensignal v(t) zu gewinnen.
Dieses sollte moglichst gleich dem gesendeten Nachrichtensignal g (t) sein.

Wie aus Abbildung 12 deutlich hervorgeht, ist bei ZSB-AM das Nachrichtensignal q(t) in der Hillkurve
des modulierten Signals erkennbar, falls der Modulationsgrad m < 1 ist. Diese Eigenschaft kann zur
Demodulation des Empfangssignals r(t) ausgenutzt werden.



Versuch 4 - Seite 22 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Fiir die folgende Beschreibung setzen wir ideale Ubertragungseigenschaften (keine Verzerrungen, kein
Rauschen) voraus, so dass r(t) = s(t) gilt. Unter dieser Voraussetzung sind auch die dquivalenten
Tiefpasssignale identisch, und Ortskurve sowie Zeigerdiagramm gemal Abschnitt 1.2.3 gelten auch fir
das Empfangssignal. Man spricht von idealer Hillkurvendemodulation, wenn das Ausgangssignal gleich
dem Betrag des dquivalenten Tiefpasssignals rrp (t) gesetzt wird (vgl. Abschnitt 1.2.4): v(t) = a,(t) =

[7rp (E)].

Eine (nicht ideale) Realisierungsform des Hillkurvendemodulators zeigt Abbildung 19.

O M . 4 O ——O

v'(1) Bandpaly (1)

Abbildung 19: Hiillkurvendemodulator.

Das Empfangssignal r(t) wird zunachst Uber eine Diode, einen Widerstand R und eine Kapazitat C
gefiihrt. Das Signal am Ausgang dieses Teilvierpols sei v'(t). Ist v'(t) < r(t), so leitet die Diode, und
die Kapazitat Iadt sich bis zum Spitzenwert auf, d.h. in diesem Bereich gilt v'(t) = r(t). Ist dagegen
v'(t) groRer als das Empfangssignal r(t), so sperrt die Diode und die Kapazitat C entlddt sich Gber den
Widerstand R exponentiell mit der Zeitkonstanten 7 = RC. Ist nun die Tragerfrequenz sehr viel gréRer
als die maximale Nachrichtenfrequenz, so gibt v’(t) naherungsweise die Hiillkurve von r(t) wieder.

Als Faustformel fiir die Dimensionierung des Hillkurvendemodulators kann gelten:

1
— K7L

1
fT fN,max.

Weiterhin ist bei Verwendung eines Hillkurvendemodulators im Empfanger bereits bei der Dimensio-

(38)

nierung des Senders zu beachten, dass f7 > fy max ist (Faktor 100 oder mehr).

Ein guter Kompromiss ist dann gegeben, wenn die Zeitkonstante entsprechend dem geometrischen
Mittel gesetzt wird:

1

Topt ® |[———.
P fT'fN,max

Ist die Zeitkonstante zu groB (T > 7,,,), so entladt sich die Kapazitat zu langsam und v’(t) kann der

(39)

Hallkurve nicht folgen. Ist die Zeitkonstante dagegen zu klein (7 < 7,,), so entlddt sich demzufolge
die Kapazitat zu schnell, so dass die Tragerfrequenz und deren Harmonische (Oberwellen) im Signal
v'(t) verstarkt enthalten sind. Diese unerwiinschten Frequenzanteile kdnnen durch den Bandpass ent-
fernt werden, ebenso wie der Gleichanteil g, bei ZSB-AM mit Trager (siehe Abbildung 20). Es verblei-
ben jedoch Abweichungen zwischen Q(f) und V (f) im interessierenden Frequenzbereich.

Wie in der Versuchsdurchfiihrung 3.5 noch gezeigt werden wird, ist Hillkurvendemodulation nur bei
ZSB-AM mit einem Modulationsgrad m < 1 anwendbar.
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untere Grenzfrequenz f,;:  Herausfiltern des Gleichanteils gy.

obere Grenzfrequenz f,;  Herausfiltern unerwunschter Frequenzanteile um f,
die bei der Hullkurvendemodulation entstehen.

Abbildung 20: Zur Bedeutung des Bandpasses beim Hiillkurvendemodulator

1.4 Verzerrungen

Ideale Modulation und Demodulation bedeutet, dass das Sinkensignal v(t) identisch mit dem Quel-
lensignal q(t) ist. Gilt zumindest der Zusammenhang v(t) = a - q(t — 1), so liegt eine verzerrungs-
freie Ubertragung vor. Die GréRen a und T bezeichnen hierbei einen Ddmpfungsfaktor und eine Lauf-
zeit des Signals. Beides kann toleriert werden.

Da die beiden GroRen a und t fir alle Frequenzen gleich sind, bleibt in diesem Fall die prinzipielle
Signalform des Quellensignals q(t) im Sinkensignal v(t) erhalten. In allen anderen Fallen ist dagegen
das demodulierte Nachrichtensignal v(t) gegeniber q(t) verzerrt. Hierbei unterscheidet man zwi-
schen linearen und nichtlinearen Verzerrungen.

1.4.1 Lineare Kanalverzerrungen

Von linearen Verzerrungen spricht man dann, wenn zwar eine harmonische Schwingung am Eingang
eine ebensolche Schwingung mit gleicher Frequenz am Ausgang bewirkt, deren Amplitude und Phase
jedoch frequenzabhéngig ist. Besteht das Eingangssignal aus einer Summe von harmonischen Schwin-
gungen, so werden bei einem solchen Kanal die einzelnen Frequenzanteile unterschiedlich stark ge-
dampft und/oder verzogert, und es entsteht eine stérende Signalverformung.

Lineare Verzerrungen des Kanals werden durch die Kanallbertragungsfunktion
Hi (f) = e~ %) . g=Jbk(), (a0)

beschrieben. Ist der Dampfungsverlauf a, (f) innerhalb der Signalbandbreite konstant und der Pha-
senverlauf by, (f) eine mit der Frequenz f linear ansteigende Funktion (oder identisch 0), so bewirkt
der Kanal nur eine frequenzunabhangige Signalddmpfung und Signallaufzeit, aber keine Signalverzer-
rungen.

Die linearen Verzerrungen kann man unterteilen in

e Ddmpfungsverzerrungen: Diese treten auf, wenn der Dampfungsverlauf a, (f) im interessieren-
den Frequenzbereich nicht konstant ist. Eine Bandbegrenzung des Signals ist ein Sonderfall von
Dampfungsverzerrungen.
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e Phasenverzerrungen: Diese sind darauf zurlickzufiihren, dass der Phasenverlauf b (f) nichtlinear
mit der Frequenz ansteigt.

1.4.2 Lineare Verzerrungen im demodulierten AM-Signal

Lineare Kanalverzerrungen fiihren auch zu einer linearen Verzerrung des demodulierten Signals, wenn
ZSB-Amplitudenmodulation zusammen mit Synchrondemodulation eingesetzt wird. In diesem Fall be-
sitzt das Sinkensignal v(t) genau die gleichen Spektralanteile wie das sendeseitige Nachrichtensignal
q(t), doch sind die einzelnen Frequenzanteile an der Sinke entsprechend dem Dampfungs- und Pha-
senverlauf des Kanals amplituden- und phasenmaBig anders zusammengesetzt als an der Quelle.

Bereits an dieser Stelle wird darauf hingewiesen, dass lineare Kanalverzerrungen bei anderen System-
varianten als der Kombination ZSB-Amplitudenmodulation/Synchrondemodulation stets zu nichtline-
aren Verzerrungen fihren (vgl. Abschnitt 1.4.3).
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Abbildung 21: Zur Definition der resultierenden Ubertragungsfunktion Hyxp (f).

Bei Synchrondemodulation kann der Einfluss linearer Kanalverzerrungen auf das Nachrichtensignal
durch eine resultierende Ubertragungsfunktion beschrieben werden, die aus den Spektralfunktionen
am Ein- und Ausgang abgeleitet wird (vgl. Abbildung 21):

|4
Hygp(f) = % (41)

Hierbei steht ,,MKD" fiir ,Modulator-Kanal-Demodulator". Bei ZSB-Modulation und Synchrondemodu-
lation gilt dabei folgender Zusammenhang:

1 1
Hykp(f) = 5 [He(f + fr) + He(f — fr)] = 5 [Hx(fr + ) + He(fr — )] (42)

Aus Gl. (42) folgt direkt, dass unterschiedliche Frequenzen unterschiedlich Ubertragen werden. Be-
steht Q(f) aus mehreren Frequenzanteilen (z.B. kontinuierliches Spektrum), so kommt es zu linearen
Verzerrungen.

1.4.3 Nichtlineare Verzerrungen durch Hiillkurvendemodulation

Von nichtlinearen Verzerrungen spricht man, wenn im demodulierten Nachrichtensignal v(t) Frequen-
zen erscheinen, die im urspriinglichen Signal g(t) nicht enthalten waren. Sie entstehen z.B. bei der
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Hillkurvendemodulation eines ESB-modulierten Signals oder eines ZSB-modulierten Signals mit Mo-
dulationsgrad m > 1. Ist das Nachrichtensignal g(t) eine harmonische Schwingung mit der Frequenz
fn, so weist das rekonstruierte Signal v(t) auch Anteile bei Vielfachen von fy auf (,Oberwellen"). Das
Sinkensignal v(t) ist dann nicht mehr cosinusférmig; es kommt zu ,Klirren". Mathematisch lasst sich
dieser Sachverhalt wie folgt ausdriicken: Aus der Schwingung q(t) = § - cos(wy - t) wird nach der De-
modaulation ein Signal mit Oberwellen:

v(t) = vy - cos(wy - t) + v, - cosQuwy - t) +v3-cos(Bwy - t) + -+ (43)

Die Starke der nichtlinearen Verzerrung wird durch den Klirrfaktor

2 2 2
vy vy t+uvup+--
K:\/Z 3T Vs

(44)
U1
beschrieben. Der Klirrfaktor n-ter Ordnung ist dabei wie folgt definiert (n > 2):
| D |
Kn =12 a5
" |91 (45)
Somit kann fiir den Gesamtklirrfaktor auch geschrieben werden:
K=\/K22+K32+Kf+---. (46)
Bei ESB-Modulation mit Modulationsgrad u und Hillkurvendemodulation gilt z.B.:
U
Kgsp/ukp = s (47)

Ist q(t) eine harmonische Schwingung, so kdnnen die Oberwellen durch einen Tiefpass entfernt wer-
den. Ist q(t) dagegen ein ,natlrliches" Quellensignal, also eine Summe verschiedener Frequenzan-
teile, so fallen die Oberwellen der niedrigen Frequenzen wiederum in den Bereich des Spektrums, und
es entstehen nichtkorrigierbare Verfalschungen. Der Einfluss linearer Verzerrungen soll hier am Bei-
spiel der Dampfungsverzerrungen verdeutlicht werden. Steigt der Dampfungsverlauf ag (f) mit der
Frequenz an, so kommt das obere Seitenband (OSB) schwacher am Empfanger als das untere Seiten-
band (USB) an. Die Ortskurve des Empfangssignals r(t) ist dann nicht mehr eine horizontale Gerade,
wie in Abschnitt 1.2.3 beschrieben, sondern eine Ellipse (vgl. Abbildung 22), und es ergeben sich bei
Hallkurvendemodulation nichtlineare Verzerrungen (Oberwellen).

Im{r p(0) }

A

> Re{rpp(t)}

Abbildung 22: Ortskurve des Empfangssignals r(t) bei ZSB-AM mit Tréger fiir den Fall, dass
das OSB (graue Pfeilspitze) schwacher ankommt als das USB (schwarze Pfeilspitze).

Bei Phasenverzerrungen bleibt die Ortskurve zwar weiterhin eine Gerade, aber diese ist dann nicht
mehr horizontal, sondern gedreht. Auch (lineare) Phasenverzerrungen des Kanals bewirken bei Hiill-
kurvendemodulation nichtlineare Verzerrungen im Signal v(t). Die hier beschriebenen nichtlinearen
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Verzerrungen entstehen aufgrund eines nicht idealen Demodulators. Weist der Kanal selbst nichtline-
are Verzerrungen auf, so machen sich diese natirlich auch im demodulierten Signal v(t) bemerkbar,

und zwar auch dann, wenn anstelle des Hilllkurvendemodulators ein Synchrondemodulator eingesetzt
wird.
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2 Vorbereitungsfragen

2.1 Spektrum der Amplitudenmodulation

Gegeben ist durch die nachfolgende Skizze das Spektrum des Signals s(t), das sich aus der Amplitu-

denmodulation eines Tragersignals z(t) der Frequenz f; = 50 kHz mit einer harmonischen Schwin-
gung q(t) ergibt.

b)

d)

Re(S()|
f

3V 3V

1V v

/
~60 / / 40 / _

/ 50 —40 / / 5060 f (in kHz)
) |

1V / 1V

Im(S(f)|

Berechnen Sie das modulierte Signal s(t) aus obigem Spektrum.

Welche Art von Amplitudenmodulation liegt hier vor? Geben Sie s(t) allgemein an.

Bestimmen Sie die Parameter von Tragersignal, Nachrichtensignal und Modulator.

Erklaren Sie das obige Spektrum S(f) mit Hilfe der Faltung.

Kann das Nachrichtensignal q(t) mit einem Hullkurvendemodulator verzerrungsfrei zuriickge-
wonnen werden? Begriindung.
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2.2 Einseitenband-Amplitudenmodulation

Betrachtet wird nun die Einseitenbandmodulation mit Trager. Hinsichtlich Tragersignal z(t), Nachrich-
tensignal g(t) und Gleichanteil g, gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Vorbereitungsfrage 2.1,
so dass das Signal s;s5(t) vor dem Bandpass identisch mit dem Sendesignal s(t) von 2.1 ist (siehe
Skizze).

H .. ()

ylt) ——»

AN S opll)
+ ) - (0

T / [

zZ(l) L'(IS(‘H/I 1)

gy —™

a) Inwelchen Bereichen kdnnen die Grenzfrequenzen f;, und f, des (rechteckférmigen) Bandpasses
liegen, damit sich eine OSB- bzw. USB-Modulation ergibt?

b) Wie groR ist der Modulationsgrad u bei Einseitenbandmodulation?

Im Folgenden sei f,, = 45 kHz und f,= 65 kHz, so dass sich eine OSB-Modulation ergibt.

c) Begrlnden Sie, dass das ESB-modulierte Signal s(t) = sgsg(t) das folgende (auf den Gleichanteil
qo normierte) Spektrum aufweist.

(g

ReiS(f)}

1/2 {
/2

60 / /
/ 50 \ 50 60/ (in kHz)
/2 /

Im{S(/)!
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d) Welche Form hat das (normierte) ESB-modulierte Signal s(t) = sgsg(t)?

e) Wie lauten das zu Punkt d) gehdrige analytische Signal s, (t) und das dquivalente Tiefpasssignal
stp(t) sowie deren Spektren?

f)  Skizzieren Sie die Ortskurve fiir u = 0.5. Markieren Sie den Zeitpunkt t = 0.

Im{s; (1)}

A

= Re{s;p(1)}

g) Geben Sie die Betragsfunktion a(t) und die Phasenfunktion ®(t) des dquivalenten Tiefpasssignals
formelméRig an. Interpretieren Sie diese Funktionen anhand von s(t).

h) In welchen Wertebereichen variieren die Betragsfunktion a(t) und die Phasenfunktion ®(t) fur
u = 0.5. Es genligt eine graphische Losung anhand der Skizze von f).
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2.3 Synchrondemodulation

Betrachtet wird ein Ubertragungssystem mit idealer ZSB-AM am Sender und Synchrondemodulation
beim Empfanger. Abbildung 18 zeigt das zugrundeliegende Blockschaltbild. Das Nachrichtensignal g (t)
besitzt ein kontinuierliches reelles Spektrum Q(f), das auf 5 kHz bandbegrenzt ist. Die Tragerfrequenz
sei fr = 50 kHz, die Trégerphase @ = 90°, d.h. es ist z(t) = sin(wy - t). Der Kanal sei ideal, d.h. es

gelte R(f) = S(f).

a) Bestimmen Sie das Spektrum S(f) des ideal amplitudenmodulierten Signals.

b) Interpretieren Sie das Ergebnis von Punkt a).

c) Berechnen Sie das Spektrum V’(f) nach der Multiplikation mit dem empfangsseitigen Tragersig-
nal z;z(t) = 2 - sin(wry - t). Interpretieren Sie das Ergebnis.

d) Das Filter Hg(f) sei ein idealer (rechteckformiger) Tiefpass mit der Grenzfrequenz fr. Wie lautet
nun das Ausgangssignal v(t) des Synchrondemodulators?
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2.4 Nichtlineare Verzerrungen

Ein nichtlinearer Vierpol mit dem Eingangssignal s(t) und dem Ausgangssignal r(t) wird durch fol-
gende Kennlinie beschrieben:

() = ¢+ s(t) + ¢c5 - s2(t) + ¢3 - s3(b).

a) Berechnen Sie das Ausgangssignal, wenn am Eingang ein cosinusformiges Signal (mit Amplitude §
und Frequenz f;) anliegt. Beriicksichtigen Sie hierbei die trigonometrischen Beziehungen:

[1+ cos(2a)], cos*(a) = % [3 - cos(a) + cos(3a)].

N| -

cos?(a) =

b) Berechnen Sie den Klirrfaktor zweiter und dritter Ordnung sowie den Gesamtklirrfaktor fir dieses
cosinusférmige Eingangssignal.

S e 0.4 0.2
c) Welche Zahlenwerte ergeben sich firc; =1, ¢, = ~ G = ??
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Das Eingangssignal s(t) sei nun ein ZSB-amplitudenmoduliertes Signal (ohne Trager). Die Amplituden
werden vereinfachend zu 1 gesetzt, so dass gilt:

s(t) = cos((wr + wy) - t) + cos((wr — wy) - t).

d) Berechnen und skizzieren Sie das Spektrum R(f) am Ausgang des nichtlinearen Vierpols fir die

Parameter§ =1, fr =10kHz, fy =1kHz, ¢, =1, ¢, = %, c3 =0.

R(/)

Il | Il Il Il 1 | Il Il Il 1 | - [
T T T T T T T T T T T T - f
) >

22 24klHz

| fH 8 n 12 14 L6 18 20)

e) Kommt es bei idealer Synchrondemodulation mit f = 10 kHz und anschlieBender Tiefpassfilte-
rung auf +5 KHz zu nichtlinearen Verzerrungen? Begriindung.

f)  Begriinden Sie, dass es dagegen fiir c; # 0 stets zu nichtlinearen Verzerrungen kommt. Welche
Signalfrequenz wird nach der Synchrondemodulation und Tiefpassfilterung entsprechend Punkt
e) zusatzlich vorhanden sein?
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2.5 Lineare Verzerrungen

Anmerkung: Diese letzte Vorbereitungsfrage ist nur fiir die wirklich Unermiidlichen gedacht, die sich
durch die bisherigen Aufgaben noch immer nicht ausgelastet fiihlen.

Ein Cosinussignal q(t) = § * cos(wy - t) wird entsprechend nachfolgender Skizze ZSB-amplitudenmo-
duliert (ohne Tréger) und liber einen Kanal mit der Ubertragungsfunktion Hg (f) Gibertragen. Anschlie-
RBend wird das Empfangssignal r(t) synchrondemoduliert.

idealer AM-Modulator Kanal Synchrondemodulator
et

(I(f)l o s(1) (1) :r < () i v(1)
i '-x H () - i " H( —l—bl
b | |
: (t) = cos(w, 1) } : z,(t) = 2-cos(wy - 1) :

Die folgende Abbildung zeigt das Spektrum des ZSB-AM-Signals s(t):

S 4

In “/1 “/1+/\ .'.1' /1+/r\

q/4 q/4 q/4 q/4

=/
a) Berechnen und skizzieren Sie das Spektrum R(f) am Kanalausgang. Berlicksichtigen Sie, dass
Hg(—=f) = Hg(f) ist und benutzen Sie die Abkiirzungen:
Hg(fr + fn) = Ry + i1y, Hg(fr — fn) = Ry + 71,

Re(R(f)] 4

~fr-In ~fr —fr ¥ Ix fr-In Fr  htix

Im/R(f)| 4

L (IR Y R fe=In e et
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b) Berechnen Sie das Spektrum V(f) nach der Synchrondemodulation. Beriicksichtigen Sie hierbei
die Tiefpassfilterung in geeigneter Weise. Wie lauten V(f) und v(t)?

c) Leiten Sie das Ergebnis von b) auch Gber Gl. (42) ab.

d) Interpretieren Sie nun das in b) und c) berechnete Ausgangssignal v(t) furl, = I,.
Hinweis: Alle Ergebnisse gelten in vergleichbarer Weise auch fiir ZSB mit Trager.

e) Welches Ausgangssignal v(t) stellt sich bei Synchrondemodulation ein, wenn fiir den Kanalfre-
guenzgang bei positiven Frequenzen gilt:

1
D =15 =ik

Geben Sie v(t) insbesondere fur fy/fr = 0.1 an.
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3 Versuchsdurchfiihrung

Die Durchfiihrung der folgenden Versuche erfolgt unter Windows mithilfe des Programmes ,amv“. Mit
dieser Software kdnnen die Eigenschaften der analogen Amplituden-, Phasen- und Frequenzmodula-
tion sowie deren Gemeinsamkeiten und Unterschiede verdeutlicht werden. Dabei kénnen die Signale
q(t),s(t), r(t),v(t) und v(t) — q(t) im Zeitbereich (siehe Abbildung 1) sowie Q(f), S(f), R(f), V(f)
und V(f) — Q(f) im Frequenzbereich betrachtet und analysiert werden. AuRerdem kdénnen verschie-
dene Ortskurven (flr das analytische Signal sowie fiir das daquivalente Tiefpasssignal) beobachtet wer-
den.

Um die Optionen fiir ein bestimmtes Fenster festzulegen, kann man ein Kontextmeni 6ffnen, indem
man mit der rechten Maustaste auf das jeweilige Fenster klickt. Hier kénnen z.B. die Skalierung der
Darstellung oder bei Ortskurven die Geschwindigkeit verandert werden.

Die Einstellungen fir das Quellensignal, den Modulator, den Kanal und den Demodulator kénnen im
Meni ,Parameter” verdandert werden. Es stehen dabei zwei Parametersatze zur Verfiigung, die mit-
hilfe des Menlpunktes ,,aktiv” aktiviert oder deaktiviert werden kénnen. Es kdnnen auch beide Para-
metersatze gleichzeitig aktiviert werden. Dann werden die Signale in unterschiedlichen Farben darge-
stellt.

Hinweis:

Bei allen nachfolgenden Versuchen sollten Sie die mit einfacher Klammer, z.B. "a)", gekennzeichneten
Teilaufgaben auf jeden Fall bearbeiten. Dagegen sind die mit einer Doppelklammer, z.B. "(b)", verse-
henen Unterpunkte optional.
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3.1 Reelles und komplexes Signal

Voreinstellung: Taste F1
Gedffnete Fenster: Zeigerdiagramm

Die Darstellungsmoglichkeiten von Bandpasssignalen sollen zunachst am Beispiel eines unmodulier-
ten Signals veranschaulicht werden. Dazu wird die harmonische Schwingung

s(t) = 8- cos(wy -t —@r)

ndher betrachtet. Diese beschreibt natirlich stets ein reelles Signal. Insbesondere im Zusammenhang
mit der Winkelmodulation wird haufig auch mit dem analytischen Signal

5,(t) = § - el@rt-en

gearbeitet. Dieses komplexwertige Signal ist jedoch nur als RechengrofRe zu verstehen und in der Rea-
litat nicht existent. Es dient lediglich dazu, manche Eigenschaften des reellen Signals s(t) anhand geo-
metrischer Uberlegungen anschaulich erkldren zu kdnnen.

In diesem ersten Versuch soll der Zusammenhang zwischen diesen unterschiedlichen Darstellungsfor-
men erarbeitet werden. Die Amplitude sei jeweils 1V (fest eingestellt), die Tragerfrequenz fr =
50 kHz. Zunachst sei die Tragerphase @ = 0°.

(a) Stellen Sie das analytische Signal s, (t) mit Real- und Imaginérteil dar (p = 0°).

(b) Geben Sie die Fouriertransformierte von Real- und Imaginéarteil an. Welcher Zusammenhang be-
steht zwischen diesen und den Spektralfunktionen S(f) bzw. S, (f)?
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c) Betrachten Sie mit dem Programm ,,amv" das Zeigerdiagramm, also die zeitabhdngige Darstellung
von s, (t) in der komplexen Ebene. Interpretieren Sie den Verlauf fur f; = 50 kHz. Hinweis: Zur
Darstellung des unmodulierten Signals konnen Sie im Programm z.B. folgende Einstellung wahlen:
AM mit Trager, Quellensignal q(t) = 0.

d) Wabhlen Sie bei den Optionen des Zeigerdiagramms den Schaltknopf ,,Zeitsignal". Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen dem komplexen, analytischen Signal s, (t) und dem reellen Signal s(t)?

e) Welche Ortskurve ergibt sich fiir diesen Fall. Interpretieren Sie das Ergebnis.

f) Wabhlen Sie nun im Block ,Modulator" die Anfangsphase ¢ = 60°. Interpretieren Sie das Zeigerdi-
agramm.

g) Interpretieren Sie die Parameter §, wr und @ im Zeigerdiagramm.

3.2 Signale und Spektren bei ZSB-Modulation

Voreinstellung: Taste F2
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Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal q(t) zwischen 0 und 1ms,

Zeitsignal 2: Sendesignal s(t) zwischen 0 und 1ms,
Spektrum 1: Q(f) zwischen -80kHz und 80kHz,
Spektrum 2: S(f) zwischen -80kHz und 80kHz.

Hinweis: Im Programm ,,amv" wird das Nachrichtensignal q(t) als eine Summe von (bis zu 10) harmo-
nischen Schwingungen dargestellt:

1
a®) = ) 4~ cos@m-fi-t = gy )
i=1

Die Amplituden §; der einzelnen Schwingungen sind in "Volt", die Frequenzen f; in "kHz" und die Pha-
sen @; in "Grad" einzugeben. Die Amplitudenwerte sind auf drei Nachkommastellen begrenzt, die Fre-
guenzen miussen Vielfache von 0.5 kHz sein. Durch diese Festlegung ergibt sich stets ein diskretes
Spektrum Q (f) mit Diracfunktionen bei Vielfachen von 500 Hz und i.a. komplexen Impulsgewichten.

Zur einfacheren Handhabung des Programms sind zwei ,, Mustersignale" wahlbar:

Mustersignal 1: Amplitude in "Volt" Frequenz in "kHz" Phase in "Grad"
0.25 0.5 -10
0.53 1.0 -180
0.31 3.0 -60
0.14 5.0 20
0.02 8.0 -80
Mustersignal 2: Amplitude in "Volt" Frequenz in "kHz" Phase in "Grad"
0.04 1.0 0
0.13 2.0 0
0.20 3.0 0
0.20 4.0 0
0.15 5.0 0
0.11 6.0 0
0.08 7.0 0
0.05 8.0 0
0.03 9.0 0
0.01 10.0 0

Der Maximalwert g, ist fur beide Mustersignale jeweils gleich 1 V. Die periodischen Signale
des Auswahlmeniis (Dreieck-, Rampen- und Trapezsignal) besitzen jeweils eine Grundfre-
guenz von 0.5 kHz und sind auf 10 kHz bandbegrenzt.
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Nun soll die ideale Amplitudenmodulation (ZSB-AM) ohne Trager betrachtet werden. Wahlen Sie
hierzu ein cosinusférmiges Nachrichtensignal mit der Amplitude 2 V und der Frequenz fy = 5 kHz. Die
Tragerfrequenz sei fr = 50 kHz, die Tragerphase ¢ = 0°.

a) Interpretieren Sie das Sendesignal s(t) und das dazugehdrige Spektrum S(f).

b) Wie dndert sich das Spektrum S(f) bei sinusférmigem Nachrichtensignal q(t)?

c) Wie andert sich das Spektrum S(f), wenn das Nachrichtensignal q(t) cosinusférmig und das Tra-
gersignal z(t) sinusférmig verlauft?

(d) Betrachten Sie nun bei sinusformigem Tragersignal z(t) den Zeitverlauf s(t) und das Spektrum
S(f), wenn als Nachrichtensignal q(t) das Mustersignal 2 und anschlieRend das Trapezsignal ein-
gestellt wird. Wahlen Sie die Darstellung im Zeitbereich von 0 bis 2 ms und die Ordinatenwerte der
Spektralfunktion auf +£0.25. Interpretieren Sie die jeweiligen Kurvenverlaufe.
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3.3 Synchrondemodulation

Voreinstellung: Taste F3
Geodffnete Fenster: Zeitsignal 1: Empfangssignal r(t) zwischen 0 und 1 ms,

Zeitsignal 2: Sinkensignal v(t) zwischen 0 und 1 ms,
Spektrum 1: R(f) zwischen -120 kHz und 120 kHz,
Spektrum 2: V (f) zwischen -120 kHz und 120 kHz.

Gegeben sei ein ideal amplitudenmoduliertes Signal: s(t) = q(t) - z(t). Sowohl g(t) als auch
z(t) seien harmonische Schwingungen, wobei zunéachst fir die Signalparameter gelte:

1V, fN=5kHZ, (pN=OO
1, fr=50kHz, @p = 60°

N> Q)
Il

Der Kanal wird als ideal vorausgesetzt, d.h. es gelte r(t) = s(t). Untersucht werden soll die Wirkungs-
weise des im Abschnitt 1.3.1 erlduterten Synchrondemodulators.

a) Betrachten und beschreiben Sie die Signale r(t) und v(t) sowie deren Spektralfunktionen R(f)
und V(f) bei optimaler Einstellung der Synchrondemodulator-Parameter. Hierbei ist Hg (f) ein ide-
aler, rechteckférmiger Tiefpass mit der oberen Grenzfrequenz f, = fr = 50 kHz und das empfan-
gerseitige Tragersignal zz(t) = 2 - cos(wy " t — @71).

b) Wahlen Sie nun die obere Grenzfrequenz des Tiefpasses gleich f, = 120 kHz. Interpretieren Sie
das demodulierte Signal v(t) im Zeit- und im Frequenzbereich.

Fur die weiteren Unterpunkte sei das Filter Hg(f) jeweils optimal (f, = fr = 50 kHz).

c) Beschreiben Sie den Einfluss einer Phasenabweichung A@y zwischen dem sende- und dem emp-
fangerseitigen Tragersignal. Wie unterscheiden sich die Signale v(t) und q(t) bei einer Phasenab-
weichung von +45° bzw. -45°?
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(d) Wiederholen Sie die in c) beschriebene Untersuchung mit dem ,,Mustersignal 1". Interpretieren Sie

das Ergebnis.

e) Beschreiben Sie den Einfluss einer Frequenzabweichung Afr zwischen sende- und empfangsseiti-
gem Tragersignal. Wahlen Sie hierfir Afy = 1 kHz und Afy = 2 kHz. Verwenden Sie fiir diese Un-
tersuchung wieder das cosinusféormige Nachrichtensignal entsprechend Punkt a) und die Phasen-

abweichung Ap = 0°.

(f) Wiederholen Sie den Versuch e) mit dem ,,Mustersignal 1".

(g) Zeigen Sie, dass der Synchrondemodulator nur dann richtig arbeitet, wenn die Bedingung fr >
fNmax erfillt ist. Wahlen Sie dabei das folgende Nachrichtensignal:
q(t) = 0.5V cos(w; t) + 0.5V - cos(Wn max " t), mit f; = 5 kHz und fy ;max = 10 kHz.
Die Tragerfrequenz sei fr = 10.5 kHz bzw. f; = 10 kHz. Hinweis: Andern Sie auch jeweils die

obere Grenzfrequenz des Filters Hg (f) auf f, = fr.
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3.4 Zeigerdiagramm und Ortskurve

Voreinstellung: Taste F4

Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Sendesignal s(t) zwischen 0 und 1 ms,
Spektrum 1: S(f) zwischen -120 kHz und 120 kHz,
Zeigerdiagramm,
Ortskurve.

Nun sollen die Signale und Spektren der ZSB-Amplitudenmodulation mit Trager anhand des ,Zeigerdi-
agramms" und der ,Ortskurve" beschrieben werden (vgl. Abschnitt 1.2.3). Wahlen Sie hierzu als Para-
metersatz 1 eine ZSB-AM mit Gleichanteil g = 1 V und je ein cosinusféormiges Nachrichten- und Tra-

gersignal mit folgenden Parameterwerten:

N> Q)

=08V, fy=5kHz qy=0°
= 1, fT =50 kHZ, QT = 0°

a) Beschreiben Sie das Spektrum S(f) des ZSB-AM-Signals.

b) Wie grol’ ist der Modulationsgrad m?

c) Verdeutlichen Sie sich die einzelnen Anteile des Spektrums in der Ortskurve.
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d) Interpretieren Sie fir den vorliegenden Fall das Zeigerdiagramm. Wahlen Sie in der Option flr das
Zeigerdiagramm den Schaltknopf , Zeitsignal" und geben Sie den Zusammenhang zwischen dem re-
ellen Bandpasssignal s(t) und dem analytischen Signal s (t) an.

(e) Interpretieren Sie die Signalwerte zu den Zeitent = 0, t = 20 ps sowie t = 30 ps.

f) Interpretieren Sie das Zeigerdiagramm, wenn der Trager sinusformig (¢ = 90°) verlauft und das
Nachrichtensignal die Phase ¢, = 60° besitzt (gleiche Amplitude wie unter c).

(g) Wahlen Sie nun bei sonst gleichen Parametern als Quellensignal g (t) das ,,Mustersignal 1", das sich
aus insgesamt 5 Frequenzen mit unterschiedlichen Amplituden und Phasenlagen zusammensetzt
(siehe Hinweis bei Versuch 3.2). Interpretieren Sie die ausgegebenen Graphiken (Zeitsignal, Spekt-
rum, Zeigerdiagramm und Ortskurve).
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3.5 Hiillkurvendemodulation

Voreinstellung: Taste F5
Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal q(t) zwischen 0 und 0.5 ms,

Zeitsignal 2: Sinkensignal v(t) zwischen 0 und 0.5 ms,

Spektrum 2: V (f) zwischen -120 kHz und 120 kHz,

Ortskurve.
Hinweis: Verwenden Sie unbedingt Spektrum 2 (Fenster 4). Die Klirrfaktoren werden nur in diesem
Fenster angezeigt, nicht bei Spektrum 1 (Fenster 3).

Wahlen Sie wie in Versuch 3.4 als Parametersatz 1 ein cosinusférmiges Nachrichtensignal und ein co-
sinusformiges Tragersignal mit folgenden Parameterwerten:

N> Q)

=08V, fy=5kHz qy=0°
= 1, fT =50 kHZ, QT = 0°

Der Gleichanteil des Modulators sei weiterhin qo = 1V, zur Demodulation wird ein idealer Hullkur-
vendemodulator verwendet. Setzen Sie zunadchst die untere Grenzfrequenz des Hiillkurvendemodula-
tors auf Null und die obere Grenzfrequenz auf den Maximalwert (120 kHz). Das bedeutet: es erfolgt
keine Filterung am Ausgang.

a) Betrachten Sie das Sinkensignal v(t). Begriinden Sie, warum bei dieser Konstellation mit dem (ide-
alen) Hullkurvendemodulator das Signal verzerrungsfrei rekonstruiert wird. Welcher Unterschied
ist zwischen Quellen- und Sinkensignal feststellbar?

b) Durch welche MaRRnahme wird sichergestellt, dass Quellen- und Sinkensignal tatsachlich iberein-
stimmen?

c) Uberpriifen Sie jetzt mit dem ,Mustersignal 1", dass auch bei diesem die (ideale) Hiillkurvendemo-
dulation das richtige Ergebnis liefert. Begriindung.
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d) Wahlen Sie nun wieder das cosinusférmige Nachrichtensignal gemaR der Ausgangseinstellung und
den Gleichanteil go = 0.4 V. Interpretieren Sie das Demodulationsergebnis fiir diesen Fall.

e) Bestimmen Sie aus dem Spektrum V (f) die Klirrfaktoren K2, K3 und K4 sowie den Gesamtklirrfaktor
K (Hinweis: unbedingt Fenster 4 verwenden).

f) Interpretieren Sie anhand von ,Mustersignal 1" die Auswirkungen der nichtlinearen Verzerrungen
bei (idealer) Hallkurvendemodulation mit m > 1.

(g) Wahlen Sie nun ein cosinusférmiges Nachrichtensignal mit der Frequenz fy = 1 kHz. Die Modula-
torparameter seien fr = 100 kHz und g, = 1 V. Betrachten Sie die Signale und Spektren, wenn
beim Empfanger ein realer Hillkurvendemodulator gemaR Abbildung 19 verwendet wird. Wahlen
Sie die untere Grenzfrequenz des Bandpasses zu f,, = 0.5 kHz und die obere Grenzfrequenz f, =
120 kHz. Wie groR ist die optimale Zeitkonstante t? Interpretieren Sie die ausgegebenen Graphen.

(h) Welche Verdanderungen ergeben sich, wenn die obere Grenzfrequenz auf f, = 10 kHz herabge-
setzt wird?
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3.6 Einseitenbandmodulation

Voreinstellung: Taste F6 (und Anderungen)
Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Sendesignal s(t) zwischen 0 und 0.2 ms,

Spektrum 1: S(f) zwischen -120 kHz und 120 kHz,
Zeigerdiagramm,
Ortskurve.

Betrachten Sie nun die Einseitenbandmodulation (ESB-AM) eines cosinusformigen Signals. Quellen-
und Tragersignal sollen wie folgt gewahlt werden:

N> Q)
Il

1V, fN=5kHZ, ¢N=00
, fT =50 kHZ, Qr = 0°

Stellen Sie im Parametersatz 1 eine OSB-Modulation ein, im zweiten Parametersatz zum Vergleich eine
ZSB-AM. Der Gleichanteil sei jeweils g = 1 V.

a) Betrachten Sie das Spektrum S(f) sowie die Ortskurve (Betrags- und Phasenfunktion). Interpretie-
ren Sie die ausgegebenen Graphen.

b) Interpretieren Sie auch das Zeitsignal und das Zeigerdiagramm.

(c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Hillkurve und den Abstanden der Nulldurchginge?
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(d) Vergleichen Sie nun die OSB- mit der USB-Modulation. Welche Unterschiede und Gemeinsamkeiten
sind feststellbar?

e) Betrachten Sie das Differenzsignal v(t) — q(t) und dessen Spektrum am Ausgang eines idealen

Hullkurvendemodulators. Wahlen Sie dazu im Parametersatz 1 eine OSB und im Parametersatz 2
eine ZSB-Modulation. Interpretation.

f) Zeigen Sie, dass mit Synchrondemodulation auch das OSB-Signal verzerrungsfrei demoduliert wer-
den kann. Begriinden Sie dieses Verhalten. Wie unterscheiden sich die demodulierten Signale von

Parametersatz 1 und 2? Andern Sie den Demodulator fiir Parametersatz 1 derart, dass auch hier
v(t) = q(t) gilt.

g) Zeigen Sie die verzerrungsfreie Demodulation eines OSB-Signals mittels Synchrondemodulator auch
anhand des Mustersignals 1.
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3.7 Lineare Verzerrungen

Voreinstellung: Taste F11
Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal q(t) zwischen 0 und 0.5 ms,

Zeitsignal 2: Sinkensignal v(t) zwischen 0 und 0.5 ms,
Spektrum 1: R(f) zwischen -120 kHz und 120 kHz,
Ortskurve.

a) Wabhlen Sie als Parametersatz 1 das Quellensignal q,(t) = 0.8 V- cos(2m -5 kHz - t) sowie ZSB-
Amplitudenmodulation mit Trager (fr = 50 kHz, ¢ = 0°,qo = 1 V). Der Kanal sei zunéchst ideal.
Benutzen Sie zur Demodulation den idealen Hillkurvendemodulator. Betrachten und beschreiben
Sie den Verlauf der Ortskurve.

b) Wahlen Sie nun fiir den Kanal Dampfungsverzerrungen (GaulRbandpass) mit der Mittenfrequenz
fim = 50 kHz und der dquivalenten Bandbreite Afy, = 20 kHz. Hierbei lautet die Ubertragungs-
funktion:

b = (3

Beschreiben Sie die Verdanderungen, die sich im Spektrum und der Ortskurve im Vergleich zu Punkt

a) ergeben.

c) Wabhlen sie nun als Quellensignal:
q,(t) =0.8V-cos(2m-5kHz-t) + 0.4V - cos(2m - 10 kHz - t).

Wie unterscheiden sich Quellen- und Sinkensignal? Erklarung.
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d) Geben sie lhr urspriingliches Eingangssignal g, (t) = 0.8 V- cos(2m - 5 kHz - t) wieder ein und ver-
schieben Sie nun die Mittenfrequenz des GauBbandpasses auf 45 kHz. Beschreiben Sie nun den
Verlauf der Ortskurve. Interpretation.

e) Benutzen Sie nun wieder das Eingangssignal g, (t) und beschreiben Sie die feststellbaren Verdnde-
rungen gegenlber c).

(f) Wahlen Sie als Eingangssignal nun ein Dreiecksignal. Woran erkennen Sie hier die Verzerrungen?
Sind diese linear oder nichtlinear?
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4 Musterlosungen der Vorbereitungsfragen

4.1 Spektrum der Amplitudenmodulation

a) 5(r) = 6V -cos(wg,- 1) +2V -sin(wg, - 1) - 2V -sin(wy, - 1)

mit ws, = 27 -50kHz; wy, = 27 - 60kHz: w,, = 27 - 40kHz.
b) ZSB-AM mit Trager: s(1) = (q(1) + g,)- cos(w 1) .
o fp = 50kHz, ¢ = 0" (da Spektrallinie bei der Tragerfrequenz reell),
fn = 10kHz, ¢y = 907 (d.h. sinustformiges Nachrichtensignal),
g = 4V, q, = 6V.
d S = (g, o) + Q) = Z(f) mit

Z(H) = = [0¢F-f) +of + f)] und Q(f) = 2V -j-[-0(f-fy) + O(f + fV)]

J

e)

max —

4y

m = . Wegen m < 1 ist Hullkurvendemodulation anwendbar.

Wt

4.2 Einseitenband-Amplitudenmodulation
3 OSB: 40kHz < f, < 50kHz f, > 60kHz ,
USB: 50kHz < f < 60kHz f, < 40kHz .
b) U = 4 max -
2-q, 3
c) Nur Anteile mit |f| groBer/gleich 45 kHz, normiert auf q, = 6V:
3V - 1/2, IV—=1/6 = u/2.

d st) = cos(wy-1) + u-sin((w; + wy)-1) .

e) S+(f) — ()(f-fl')—j',[l ) (S(f— (fl' + f[\)) = .\-+([) — U|r.-)[f _ j"[l ) Ui(-(.-v|+m\),f‘

SipN =0 =j-u-o(f-1y) = sppll) =1 = jou- e
f) o Im{s;p(0)}
— Kreis um (1., 0.) mit Radius ¢ = (.5
7 \\
/ \
: » Re{s;p(0)}
/,‘
/
//
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8) Realteil: 1+ u-sin(wy-1) .
Imaginarteil: - u - cos(wy 1) .

Hillkurve von s(r):

a(t) = |syp0)] = Re? + Im? = \J~’/l + u® + 2u- sin(wy - 1) |

Verschiebung der Nulldurchgange aufgrund der OSB-Modulation:
— - cos(m\l)

Im
Pr) = urc(.\'l.},([)) = arctan—— = arctan - .
' i Re 1+ u-sin(wy - 1)

h) Die Zeigerldnge a(t) variiert zwischen 0.5 und 1.5, der Winkel zwischen —¢,,4, Und +¢;, 4, mit

! = f — T — ’% ()
CUS(.(/)[I](L\) =u=1/2 == QPux= F = 30°.

Im{s;,(£) } &
-G
N
at) -7 \u AN
(/,) // \ \
. - \ g ]
Illdi ‘;I \l > RC{A\'“)(_’)}
\ //
\ /
N\ 7
\\\_//

4.3 Synchrondemodulation
a) S(f)y = O() = Z(f) mit () = i— |- o -fp) + o + [l
== S() =2 [-Q¢-F) + O + )] -
b) Das Faltungsprodukt S(f) des rein reellen Spektrums Q (f) mit dem rein imaginaren Spektrum Z(f)

ist rein imaginar. Da s(t) o S(f) stets eine reelle Funktion sein muss, besitzt der Imaginar-teil bei
negativen Frequenzen das entgegengesetzte Vorzeichen als bei positiven Frequenzen.

A V() = RO =2 = ()= Z(f) =
= 300 + £ -2 0=l #li- o + -5 o -p)] =

1 : . 1 1 1 S AR
= —7'Q(f + 2f;) +7'Q(f) +7'Q(/‘) —;'Q(f—zfl)
1 . . 1 M
V() = O -~ OF + 2fy) -5 O -2f)) -
d) Nach Entfernen der Anteile um die doppelte Tragerfrequenz (Tiefpass) gilt:

V() = Q) == v(t) = g4(r) .

Das bedeutet: Der Synchrondemodulator arbeitet hier verzerrungsfrei.



Versuch 4 - Seite 52 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

4.4 Nichtlineare Verzerrungen

a) r(t) = r(t) + ry(t) + ry(t) mit r(t) = ¢, 5 cos(w, 1) .

) ~3
Cy 8™ Cy* 8
ryt) = 37 1+ cosQay -] . i) = =2

-

- [3 - cos(wy, - 1) + cos(Bw, - 1)] .

b)
rt) = ry + - cos(w, - 1) + 75 cosCw - 1) + 75- cos(Bw,, - 1) .

Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich mit Punkt a:

s - 52 3 1
’”()=’:2: 3,)‘ . .’:Ez(l'{—i_.z'(;';;q. ’:%z Z'(;'{g
~ 1. .. .2
Klirrfaktor 2. Ordnung: g, = 17| 2273
2 - ~ 3 -3
|7, cp o8+ gecyes
o |74 i.(-}.”i*
Klirrfaktor 3. Ordnung: K, = --3° = = 3 . K,=K,=...=0
|7, Cy 8§+ 3+c3-§
SR )
== K= JK +K
o .3 3 - . .
ry=c¢;-s+ Z-C'R'.\" = 1.15-5 . Daraus folgt:
~ 1 ~ n 1 -
: L.04 . : -0.2-5
PR L | R A L Y VO L R S L R PR
-l 1.15 -5 T 1.15-5

= K = ,0.1739% + 0.0435% = (.1792

d Mit a=2x-(fp +f)¢f und p=2a-(f-f)1t:
=== r(f)

s(1) = cos(a) + cos(ff)
= cos(ar) + cos(B)+ 0.4cos*(a) + 0.8 cos(a) cos(B)+ 0.4 cos’(3)
=== r(f) = cos(a) + cos(f)+ 0.2 + 0.2 cos(2a) + 0.4 cos(a + ) +

+ 0.4cos(a =) + 0.2 + 0.2 cos(2f)

R(f)
0.5 0.5
a =2x-11kHz-¢ 02
.
B =2m- 9kHz-1 " .2
" i 0.1 0.1
(symmetrisch) 43

2 9 11 18 20 22 =/

e) Nach Synchrondemodulation fallen nur die Frequenzanteile bei 9 und 11 kHz in den Durchlassbe-

reich des Filters. Diese ergeben wegen fr = 10 kHz das Cosinussignal mit 1 kHz. Also gibt es hier
keine Verzerrungen.
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f) (cos(a) + Lm(/))) = cos}(rz) +3 ’CUSE(_(I) ~cos(ff) + 3+ cns((z)cmz(/')’) + cos’(ff)
z.B. 3 - cos*(a) - cos(ff) =3 - l [1 + cosa)] - cos(p) =

3 3 3
= —.cos(f) +—- (,m( a+ )+ —-cos(Za-p)
2 ﬂ, 4 T 4 417
9kHz 31kHz.

13 k Hz
(wird entfernt)

Analog ergeben sich Anteile bei 7 und 11kHz, die aus dem Cosinusterm mit 28 — « herriihren (wird

entfernt) = Nach Synchrondemodulation wird der 1kHz-Anteil verfédlscht und es entsteht ein zu-
satzlicher (unerwiinschter) Anteil bei 3kHz (,,Schwebung")

4.5 Lineare Verzerrungen

a) R(f) = w) H () =

IRU+J 1|00 - + ) +— [R + 4]0 -(Fr=1N)

+ g' [Ro=i-Lo] - 6(F + (Fr + /) + 1' [Ry=i-1,]-0¢f + (Fr-fN) -
RelR(H) g
Q R kO R a g
T T 4T 0
| R e —
-fr fI\ —f. -fr +Ix ‘ h=Ix v s
Im(R(f) I . 4
EI 4 8]
4 u
-Ir fI\ -fr + /5

s J7 fo-f fr fotf
e

b) V(f) = [R(f) [0 -F1) + o + 1] - H

ToAR, #3100 —f) + 3[Ry + 51100 +

+ LR =j 1) 00 + O+ LR - -] 67 -Fr)

Alle anderen Terme liegen um die doppelte Tragerfrequenz (2f;) und werden durch den Tiefpass
Hg (f) eliminiert. Nach Umsortieren und Zusammenfassen der Terme

R R L . .
W) = §-oo e 31000 + 0 + 7]

Cd o

1=
_g. Lo e |_(>(; f) + o + )

=t l([) — L] R + Ru

-

- cos(wy -

1 =1
I«)_q_ U’) U

<

-sin(wy - ) .
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) Nach GL (1.75) gilt fir f > 0: Hyy() = =+ [Hy(Fy + 1) + HiFy =)

. 1 ; . P 1 :
H.\'ll\'l)(fl\') = E IHI\'(fl' +fl\') T Hl\'(fl'_fl\')l = ?I(Rn + Ru) ) '(.ln_[u)l
Hyxp(-/n) = Hukp(n) = ')_I(Rn + R)=j={y~L,)] -

1 : I o .
D = Q- Hyp = 5 1R, + R + U= )] 50~ 1)
1 . 1 .,
+ TI(RU + Ru)_.l '(‘In_lu)l'%]' ()(f +-fl\') :

Man erhalt das gleiche Ergebnis wie unter a) und b), aber schneller.

d) [“ — [Ll = 171(.[) = L] . M . C()S(.(.UI\' . [)

<

Diampfung keine Phasenverschiebung

e) Furf > 0: Hyy)(f) = % [H(f + )+ H (=Dl

. 1 . . s, g 1 1 1
Hyl) = 37 Iy + 1)+ G-l = =+ ]
17 1
= H... (f) = I = : 1 ,L.—j~z1rclnn{j\/f|)
MKDVN 1+ J% /,-4] N (5)2
iR V ,f]

Hyxp(=/n) = Hygp(n) = A — el

—1 . IN / N2
V' V/1+(T)

] q . .
= () = +— cos(er-f]\ -t—arctan@).

1+ By Iy
vITo

Mlth/fT =0.1:
Dampfung um den Faktor 0.995, Verzogerung um den Phasenwinkel von 5.7°.
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5 Musterlosungen der Versuchsdurchfiihrung

5.1 Reelles und komplexes Signal

(a) Nach dem Satz von Euler gilt:

s+(t)=5-e"" =§.coslw; - 1)+ j-§-sinlwy - 1).

(b) §-cos(w,t) O é.{,(f_‘/'T)+§~6(./'+ff)
j-$osin@yr)  O-@  Z8(f - fr) - -8(F + fr)
s+ (1) o0 §d(f-f)

Das reelle Signal s(t) und das Spektrum S(f) ist durch die erste Gleichung gekennzeichnet, das
analytische Signal s, (t) nebst Spektrum S, (f) durch die dritte. S, (f) ergibt sich aus S(f) durch
Verdoppeln der positiven und Abschneiden der negativen Frequenzanteile.

c) Zum Zeitpunkt t = 0 liegt der Zeiger der Lange nach in Richtung der positiven reellen Achse. Mit
zunehmender Zeit t dreht er sich entgegen dem Uhrzeigersinn (in mathematisch positive Richtung)
mit einer Umdrehung pro Periodendauer Ty = 1/fr = 20 ps.

d) Das reelle Signal ist gleich dem Realteil des analytischen Signals.
e) Die Ortskurve entartet bei unmoduliertem Signal zu einem Punkt auf der reellen Achse.

f) Esgilt: s, (t) = §-e7100" . glwrt
Zum Zeitpunkt t = 0 liegt nun der Zeiger mit 60° nach rechts unten verdreht. Die Drehung erfolgt
mit gleicher Geschwindigkeit wie bei c). Das reelle Zeitsignal ist bei t = 0 gleich s(t = 0) =
Re{lV-e‘j6°°} = (0.5V. Mit zunehmender Zeit wird s(t) erst groRer bis zum Maximalwert 1V (nach
Ty/6 = 3.33ps). AnschlieRend dreht der Zeiger wie unter Punkt c).

g) s: Lange des Drehzeigers,
wr: Kreisgeschwindigkeit des Drehzeigers,
@7r:  Ausgangslage des Drehzeigers in der komplexen Ebene zum Zeitpunkt t = 0, nach un-
ten aufgetragen.

5.2 Signale und Spektren bei ZSB-Modulation

a) Das Signal s(t) ist das Produkt von q(t) und z(t). Das Spektrum weist somit Linien bei +(fr + fy)
und bei £(fr — fy) auf. Da sowohl das Nachrichten- als auch das Tragersignal cosinusférmig ver-
laufen (also jeweils die Phase 0° besitzen), sind die Impulsgewichte reell. Die Summe aller Gewichte
ist gleich der Amplitude des Nachrichtensignals (2V).

b) Die Spektrallinien sind nun imaginar. Es gilt:
S(f)=j-05V-8(f +55kHz) —j-0.5V-3(f + 45kHz)
+j-0.5V-8(f —45kHz) — j- 0.5V -8( f —55kHz)

Dies ist verstandlich, da S(f) sich aus der Faltung des rein imagindren Spektrums Q(f) mit dem
reellen Spektrum Z(f) ergibt.
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c) Aufgrund der Faltung des reellen Spektrums Q(f) und des imagindren Spektrums Z(f) ist
S(f)=j-05V-3(f +55kHz) +j-0.5V-8(f +45kHz)
—j-0.5V-38(f —45kHz) —j-0.5V-8(f —55kHz)

(d) Im Zeitbereich ergibt sich stets die Multiplikation des niederfrequenten Nachrichtensignals g (t) mit
dem hochfrequenten Tragersignal z(t). Ebenso ist auch bei diesem, aus mehreren Frequenz-
anteilen zusammengesetzten Quellensignal die Faltung im Frequenzbereich zu erkennen. Auf-
grund des sinusformigen Tragers ist S(f) imaginar mit positiven Werten bei negativen Frequen-zen
und negativen Werten bei positiven Frequenzen.

Das Trapezsignal ist eine ungerade Funktion. Somit ist Q(f) rein imaginar. Das sich ergebende
Spektrum S(f) ist somit aufgrund der Phasendrehung des Tragers reell.

5.3 Synchrondemodulation

a) Das Spektrum R(f) ist aufgrund der Tragerphase von 60° komplex; durch Faltung mit dem
konjugiert komplexen Zg(f) ergibt sich fur V(f) wieder das richtige, reelle Spektrum. Der Anteil
bei der doppelten Tragerfrequenz wird durch den Tiefpass herausgefiltert, so dass wegen des
Faktors 2 tatsachlich v(t) = q(t) gilt.

b) Mit dieser Einstellung wird die doppelte Tragerfrequenz nicht herausgefiltert. Dies erkennt man
sowohl im Signal v(t) als auch im Spektrum V (f).

c) In beiden Fallen ergibt sich eine frequenzunabhéngige Dampfung um cos(45°) = 0.707.
Dies ldsst sich wie folgt erklaren: v'(t) = q(t) - cos(wr - t) - 2cos(wr - t + A@y). Daraus folgt:
V(1) = q(1)-coslxAg, )+ q(1) -cos2w; -1 £ Ay ).
Der zweite Term wird durch das Tiefpassfilter entfernt, so dass als Ergebnis verbleibt:

V(1) =ql(r)- cos(+ A, ).

(d) Da die Dampfung aufgrund der Phasenabweichung fiir alle Frequenzen in gleicher Weise gilt,
werden die Signale nicht verzerrt, sondern lediglich gedampft.

e) Fir das Signal vor dem Tiefpass gilt nun folgendes:
vi(t) = q(t) - z(t) - zg (1)
=q(1)-cosloy -1)-2-coslw; + Aw; ) 1)
= q(1) - cos(Awy - 1)+ q(1) - cos((2m; + Awy)- 1)
D.h.: vi(t)=q-coslwy 1) -coslAmy - 1)+ q-cosl@y - 1) cos(2m, + Aw, ) 1).

Nach dem Tiefpass verbleibt nur der erste Term: v(t) = G - cos(wy " t) - cos(Awr - t)

Das bedeutet: Es kommt zu einer Schwebung zwischen dem Nachrichtensignal und einem von der
Fehlanpassung herreichenden Cosinusverlauf. Deshalb muss stets darauf geachtet werden, dass die
zur Synchrondemodulation verwendete Tragerfrequenz exakt mit der sendeseitigen Tragerfre-
quenz Ubereinstimmt.

(f) Auch hier zeigt sich: Stimmen die Frequenzen nicht exakt Gberein, lassen sich die Signale nicht mehr
demodulieren.
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(g) Sind f7 und fy gleich, so kommt es zu einer Addition im Gleichanteil, was bei der Synchrondemo-

dulation nicht mehr riickgdngig gemacht werden kann. Ist fr > fy, so erhdlt man wieder richtig

v(t) = q(®).

5.4 Zeigerdiagramm und Ortskurve

a)

b)

d)

S(f)=0.5V-3(f £50kHz)+0.2V-8(f +55kHz)+ 0.2V -8( f +45kHz).
Der 1. Term beschreibt den Trageranteil, der 2. Term das obere Seitenband (OSB), der letzte Term
das untere Seitenband (USB).

m=gqlq,=0.8.

Entsprechend Gl. (26) und Gl. (32) gilt flir das dquivalente Tiefpasssignal:
o1 =gy + Lot 4 Liont

Die Ortskurve beschreibt die Anderung von sy (t) in der komplexen Ebene und beriicksichtigt nicht
die Drehung mit der Trager(kreis)frequenz. Der reelle Zeiger mit der Lange q, reprasentiert den
Spektralanteil bei f und liegt stets in Richtung der reellen Achse. Der 2. Term reprasentiert die
Spektrallinie bei f; + fy. Diese bewirkt eine Drehung mit wy in positiver Richtung, da ja in der
Ortskurve die Drehung mit wr eliminiert wurde. Der 3. Term von sp(t) steht fur die Spektrallinie
bei f; — fy. Diese dreht in der Ortskurve in mathematisch negativer Richtung (d.h. im Uhrzeiger-
sinn). Die Spitze des resultierenden Zeigers liegt bei verzerrungsfreier ZSB-AM deshalb stets auf der
reellen Achse zwischen den Werten 0.2 V bis 1.8 V.

Das Zeigerdiagramm ergibt sich aus der Ortskurve, wenn man diese mit der Trager(kreis)-frequenz
dreht; es gibt die zeitliche Anderung des komplexen Signals s, (t) an. Dessen Realteil (Projektion
auf die reelle Zeitachse) ergibt das reelle Sendesignal s(t).

(e) Zum Zeitpunkt t = 0 sind alle 3 Zeiger in Richtung der reellen Achse, somit ist

f)

‘\4(!)::/(,+2-%:¢/,,+q= [.8V.

Nach t = 20us (Periodendauer des Tragersignals) hat sich der Trager einmal gedreht, steht also
auch in Richtung der reellen Achse. Die beiden anderen Zeiger haben sich dagegen in unterschied-
liche Richtungen nur um jeweils 36° gedreht (da fy = f/10). Daraus folgt:

s, (t=20us) =g, +2 % -c0s(36°) =q, +¢q-0.809 =1.647 V.
Nacht = 30us haben sich die Zeiger_der Seitenbander jeweils um 54° gedreht. Der Gesamtzeiger
liegt nun in Richtung der negativen reellen Achse. Daraus folgt:

2 ¢ SAC = SQQ 4
s, (t=30us)=-q, - Zé-cm()# )=—qp—q-0.588 =-147V.

Der Zeiger des Tragers zeigt zum Startzeitpunkt t = 0 nach unten, die beiden Seitenbander liegen
dazu relativ um + 60° gedreht: s(t = 0) = 0. Die Ortskurve beriicksichtigt nicht die Rotation mit
der Tragerfrequenz und die Tragerphase. Sie ist somit die gleiche wie bei c). Aufgrund der Phase ¢y
des Nachrichtensignals werden die Endpunkte der Ortskurve zu anderen Zeiten erreicht.

(g) Das Nachrichtensignal q(t) ist wieder in der Hillkurve erkennbar; auch im Spektrum S(f) erkennt

man das kontinuierliche Spektrum Q(f). Die im Zeigerdiagramm rotierenden Zeiger sind nach
aufsteigenden Frequenzen (OSB) bzw. absteigenden Frequenzen (USB) angeordnet und beriick-
sichtigen die unterschiedlichen Amplituden und Phasen. Die Ortskurve ist wieder eine horizontale
Gerade, jedoch mit komplizierterer Bewegung als vorher.
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5.5 Hiilllkurvendemodulation

a)

b)

c)

d)

f)

Hallkurvendemodulation ist anwendbar, da der Modulationsgrad m = 0.8, also kleiner als 1 ist. Wie
aus der Ortskurve ersichtlich ist, ist das Sinkensignal in diesem Fall gleich dem Betrag |rrp(t)| des
aquivalenten Tiefpasssignals. Das Sinkensignal beinhaltet weiterhin noch den Gleichanteil q,.

Durch einen Bandpass anstelle der Tiefpassfilterung, untere Grenzfrequenz z.B. 0.5 kHz.

Auch beim Mustersignal ist der maximale Betrag gleich 1V. Mit qq = 1V ergibt sich der Modu-
lationsgrad m = 1 (Grenzfall, fir den der HKD gerade noch richtig arbeitet).

Mit dieser Konstellation ist der Modulationsgrad m = 2. Daher kommt es zu nichtlinearen
Verzerrungen; aus einem reinen Cosinussignal wird ein Signal mit Oberwellen. Der Grund hierfir
ist: Die Ortskurve ist zwar weiterhin eine horizontale Gerade, aber diese reicht in den negativen
Bereich hinein. Dadurch kommt es zu Phasenspriingen.

Fur die einzelnen Klirrfaktoren ergibt sich aus den Spektrallinien von V(f):

K, :;:ﬂ =045, K, :M = (7)'“55 =0.225, K, 2!— =
27| T 0.244 *T | 0244 | 0.244

Fir den Gesamtklirrfaktor erhalt man somit:
K =K +K2+K? =+/0.452 +0.225* +0.045* =0.5.
Der Gleichanteil ist zu klein, so dass der Verlauf von q(t) in der Hillkurve von s(t) nicht exakt zu

erkennen ist. Bei Verwendung eines Hullkurvendemodulators kommt es auch hier wieder zu
nichtlinearen Verzerrungen.

(g) Die optimale Zeitkonstante kann man naherungsweise mit (39) berechnen: T = 0.1 ms. Es ent-

stehen nichtlineare Verzerrungen, die zu einem Klirrfaktor von 17% fiihren. Bei einem kleineren
Verhaltnis (z.B. f7/fy = 10) wéaren die Verzerrungen noch dramatischer.

(h) Die nichtlinearen Verzerrungen werden kleiner; der Klirrfaktor betragt nur mehr 1%.

5.6 Einseitenbandmodulation

a)

b)

Bei OSB-Modulation fehlt das untere Seitenband. In der komplexen Ebene dreht sich auler dem
Trager (mit Amplitude 1V) nur noch ein Zeiger (mit Amplitude 0.5V). Daraus ergibt sich als
Ortskurve ein Kreis um den Wert (1, 0) mit Radius 0.5; der Modulationsgrad bei ESB betragt u =
0.5 im Gegensatz zum Modulationsgrad m = 1 bei ZSB.

Der Betrag des dquivalenten Tiefpasssignals rp (t) gibt bei ESB das Nachrichtensignal q(t) nicht
richtig wieder (HKD bei ESB nicht anwendbar). Wie in 3.2(h) gezeigt werden sollte, schwankt bei
den gegebenen Parametern die Phasenfunktion f(t) zwischen +30° und —30°.

Aufgrund des Phasenverlaufs ®(t) # 0 verdandern sich die Nulldurchgidnge gegenliber dem ZSB-
Signal. Zundchst kommen die Nulldurchgange friher (positives f), zwischen Ty /2 und T;, (nega-tives
f) treten die Nulldurchgédnge gegeniiber dem Tragersignal spater auf. Mit dem Ergebnis aus a) folgt,
dass die maximale Abweichung T,,/12 betragt.

(c) Bei einem OSB-modulierten Signal sind die Abstdande zwischen zwei Nulldurchgangen gréRer, wenn

die Hullkurve klein ist.
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(d) Ein USB-moduliertes Signal unterscheidet sich vom OSB- Signal durch einen spiegelbildlichen

e)

f)

g)

Phasenverlauf f(t); die Abstdnde zwischen benachbarten Nulldurchgdngen sind dann groRer,
wenn die Hullkurve relativ groB ist. Ansonsten gibt es keinen Unterschied.

Unter der Voraussetzung, dass der Gleichanteil entfernt wird, ist Hillkurvendemodulation des ZSB-
Signals gerade noch verzerrungsfrei moglich (m = 1). Dagegen treten bei OSB nichtlineare
Verzerrungen auf, obwohl der OSB-Modulationsgrad lediglich u = 0.5 ist. Entsprechend Gl. (47)
erhalt man flr den Klirrfaktor K = u/4 = 12.5%.

Durch Faltung des Sendespektrums S(f) mit dem Spektrum Z;(f) des empfangsseitigen Trager-
signals werden die Spektrallinien wieder genau richtig zusammengesetzt. Das Sinkensignal ist bei
ESB nur halb so groR wie bei ZSB. Durch Verstarkung des Sinkensignals v(t) um den Faktor 2 ist in
beiden Fallen v(t) = q(t).

Das Ergebnis von f) wird bestatigt.

5.7 Lineare Verzerrungen

a)

b)

d)

e)

Die Ortskurve ist eine Gerade und schwankt im Bereich von 0.2 V bis 1.8 V.

Aufgrund des symmetrischen GauRtiefpasses werden die Spektrallinien sowohl des oberen als auch
des unteren Seitenbandes um den Faktor 0.82 verringert. Die Ortskurve ist nach wie vor eine
Gerade, jetzt aber zwischen 0.34 V und 1.66 V. Das Sinkensignal v(t) ist deshalb ebenfalls um den
Faktor 0.82 gegeniiber dem Quellensignal q(t) gedampft. Es ergeben sich keine Verzerrungen, da
das Eingangssignal nur eine Frequenz beinhaltet.

Das Sinkensignal lautet nun: v(t) = 0.66-cos(2z-5kHz-t) + 0.18-cos(27z-10kHz - t). Es
kommt zu linearen Verzerrungen (linear deshalb, weil im Ausgangssignal die gleichen Frequenzen
vorkommen wie im Eingangssignal, aber unterschiedlich gedampft sind). Dies erkennt man deut-
lich bei einem Vergleich zwischen Quellen- und Sinkensignal.

Bei dieser Parameterwahl wird das obere Seitenband (Faktor 0.45) gedampft, wahrend das untere
Seitenband unverandert bleibt. Der Trager wird ebenfalls gedampft. Die Ortskurve ist dement-
sprechend eine Ellipse. Daraus wird bereits deutlich, dass das Empfangssignal r(t) keine dqui-
distanten Nulldurchgiange mehr aufweisen wird und auRerdem nach der Hiillkurvendemodulation
nichtlineare Verzerrungen auftreten werden. Der Klirrfaktor betragt ca. 3%.

Hier werden beide Seitenbander gedampft, das obere aber starker als das untere. Die Ortskurve ist
auch hier eine Ellipse und es ergeben sich im Gegensatz zu Punkt ¢) nun nichtlineare Verzerrun-gen.
Dies erkennt man z.B. am Spektralanteil bei 15 kHz (dritte Oberwelle von 5 kHz).

(f) Die Verzerrungen erkennt man an den Kanten (hohe Frequenzen), die starker gedampft werden als

die niedrigen.
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Vorbemerkung:

Die beiden Versuche Amplitudenmodulation (AM) und Winkelmodulation (WM) des Praktikums Nach-
richtentechnik (LB) sollen die in Vorlesungen und Ubungen erliuterte Theorie der analogen Amplitu-
den-, Frequenz- und Phasenmodulation anschaulich darstellen, sowie deren wesentliche Gemeinsam-
keiten und Unterschiede verdeutlichen. Behandelt werden neben den systemtheoretischen Beschrei-
bungen der in der Praxis eingesetzten Modulatoren und Demodulatoren insbesondere die Auswirkun-
gen von linearen und nichtlinearen Verzerrungen sowie die Beeintrachtigung durch Rauschen. Weiter-
hin wird auf die Moglichkeit der Basisbanddarstellung von Bandpasssignalen naher eingegangen.

Die vorliegende Anleitung gliedert sich ebenso wie die Anleitung zum AM-Versuch in die drei Kapitel
Theoretische Grundlagen, Vorbereitungsfragen und Versuchsdurchfiihrung. Anhand dieses Heftes und
des zugrundeliegenden Lehrprogramms ,,AMV* sollte ein Teilnehmer mit Grundkenntnissen der Nach-
richtentechnik in der Lage sein, sich die wesentlichen Merkmale der Winkelmodulation in etwa 6 Stun-
den (jeweils ca. 3 Stunden fir Vorbereitung sowie Versuchsdurchfiihrung) zu erarbeiten.

Die Musterlosungen der Vorbereitungsfragen und der Versuchsdurchfiihrung sind am Ende des Heftes
(ab Seite 39) beigefligt. Ich mochte an dieser Stelle - ebenso ausdriicklich wie lberflissig - erwahnen,
dass Sie sicher einen besseren Lernerfolg erzielen, wenn Sie diese Musterlésungen nur zur Kontrolle
Ihrer Ergebnisse benutzen. Auf Seite 4 finden Sie noch eine Zusammenstellung einschlagiger Literatur-
stellen, die fiir eine erfolgreiche Versuchsdurchfiihrung durchaus nitzlich sein kénnen, jedoch nicht
vorausgesetzt werden. Hierfir reicht diese Anleitung aus.

Das interaktive WINDOWS-Demonstrations- und Lehrprogramm ,AMV“ wurde von Herrn Dipl.-Ing. An-
dreas Widmann im Rahmen seiner von mir 1995 betreuten Diplomarbeit am Lehrstuhl fir Nachrich-
tentechnik der Technischen Universitdat Miinchen mit grofRer Sorgfalt konzipiert und implementiert.
Das Windows-Programm finden Sie auf meiner Homepage unter www.Int.ei.tum.de unter Mitarbeiter

— Soder —» Links (deutsche Version!). Die Installation des ausfiihrbaren Programms erfolgt wie unter
WINDOWS (iblich. Ebenso gelten fiir die Programmbenutzung die unter WINDOWS (blichen Konven-
tionen.

Ich danke meinen Kollegen Prof. Dr.-Ing. Norbert Hanik und Dr.-Ing. Klaus Eichin fiir viele wertvolle
Diskussionen und Anregungen. Ebenso bedanke ich mich herzlich bei Herrn Klaus Madl, der 2012 im
Rahmen seiner Bachelorarbeit unter der Betreuung von Dr.-Ing. Christoph Hausl ein auf GNU Radio
basierendes Demonstrationsprogramm erstellt hat, das in diesem Versuch ,,WM“ ebenfalls zum Ein-
satz kommt. AulRerdem hat er mit grof3er Sorgfalt die Anleitungen an den Wissensstand der Studenten
im Lehramt an Beruflichen Schulen (LB) angepasst.

Ich wiinsche lhnen viel Erfolg und etwas Spal® beim Durcharbeiten dieses Versuches.

Minchen, im April 2013 Glinter Soder


http://www.lnt.ei.tum.de/
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Literaturhinweise:
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Hinweise zum Lerntutorial LNTwww:

Die Anleitung ist zur Versuchsvorbereitung ausreichend. Mehr Informationen zum Thema finden Sie
im Kapitel 3 des LNTwww-Buches Modulationsverfahren. Dort finden Sie auch einige passende Lernvi-
deos (LV) und interaktive Multimedia-Elemente (IM):

e Winkelmodulation (LV, 2-teilig, Dauer 6:00 min bzw. 9:00 min),

e Rauschen bei AM und WM (LV, 2-teilig, Dauer 8:30 min bzw. 7:00 min),

e Lineare und nichtlineare Verzerrungen (LV, 2-teilig, Dauer 3:50 min bzw. 3:40 min),
e Harmonische Schwingungen (LV, 2-teilig, Dauer 4:30 min bzw. 6:15 min),

e Einfluss einer Bandbegrenzung bei Sprache und Musik (IM),

e Zeigerdiagramm-Darstellung des analytischen Signals (IM),

e Ortskurve-Darstellung des dquivalenten TP-Signals (IM),

e Lineare Verzerrungen bei periodischen Signalen (IM),

e Besselfunktionen erster Art und n-ter Ordnung (IM).

Alle diese Multimedia-Module eignen sich speziell fiir die Vorbereitung und Nachbereitung. Wahrend
des Praktikums ist zu wenig Zeit, um sich mit diesen Lernhilfen auseinander zu setzen.

Hinweise zur Programmbedienung:
Zur Versuchsdurchfiihrung bendétigen Sie das Programm ,amv“ des Lernsoftwarepakets ,,LNTwin“. Die-
ses kdnnen Sie von der Homepage des Lehrstuhls fiir Nachrichtentechnik herunterladen.


http://www.lntwww.de/
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1 Theoretische Grundlagen

Inhalt: Dieser Versuch soll die Eigenschaften der analogen Modulationsverfahren Frequenz- und Pha-
senmodulation und die zugehorigen Demodulatoren anhand von Signalverlaufen, Spektren, Zeigerdi-
agrammen und Ortskurven verdeutlichen. AuRerdem werden die Auswirkungen von (linearen und
nichtlinearen) Verzerrungen auf das demodulierte Signal beschrieben.

1.1 Winkelmodulation
Jedes tragermodulierte Sendesignal kann in folgender Form angegeben werden:

s(t) = alt) - cos{y(t}). (1)

Bei einer Amplitudenmodulation steckt die Information des Nachrichtensignals g(t) in der zeitabhan-

gigen Amplitude ﬂ":f]', wihrend die Winkelfunktion ¥{&} = wr -t + @1 . ¢+ @+ allein durch Frequenz
und Phase des Tragersignals z(t) vorgegeben ist.

Dagegen gilt sowohl bei Phasenmodulation (PM) als auch bei Frequenzmodulation (FM) flr den Verlauf
der Hillkurve: a(t) = € (Hinweis: Im Programm ,,amv“ ist stets vereinfachend § =27 = 1V §=Z=1V
gesetzt.)

Aufgrund der konstanten Amplitude (Hullkurve) ist hier die Ortskurve ein Kreisbogen mit Radius S . Die
vollstandige Information Gber das Nachrichtensignal g(t) steckt jeweils in der Winkelfunktion u‘,-{t}’

deren Abhédngigkeit vom Nachrichtensignals g(t) a{t} in den Abschnitten 1.1.1 (PM) und 1.1.4 (FM)
beschrieben wird.

Da zwischen PM und FM viele Gemeinsamkeiten bestehen, insbesondere dann, wenn das Nachrich-
tensignal g(t) eine harmonische Schwingung ist, beschreiben wir die beiden Verfahren gemeinsam
durch die Winkelmodulation (WM) entsprechend der Gleichung

s(t) = - cos{w (). ()

Diese Gleichung gilt im Gegensatz zu Gl. (4) in der Versuchsanleitung zur Amplitudenmodulation auch
flr die Frequenzmodulation exakt.

1.1.1 Winkelfunktion bei Phasenmodulation
Bei Phasenmodulation ist neben der Signalamplitude auch die Frequenz zeitunabhangig (namlich
gleich der Tragerfrequenz), so dass fir die Winkelfunktion gilt:

¢'{f}=wr'i+¢{i’}=w;-i’+¢r+f(’pg,_r-qff:'- (3)

Die Abhangigkeit der Winkelfunktion vom Nachrichtensignal g(t) ist linear und wird durch die Pro-por-

tionalitatskonstante Ken fE2r quantitativ beeinflusst. Hat g(t) 9t} die Einheit V", so weist fz2r die Ein-
heit , V1" auf. Der Zahlenwert von fzxs ergibt sich ebenso wie die Anfangsphase @1 @ aus der Reali-
sierungsform des Phasenmodulators (Abschnitt 1.1.2).
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Die Ableitung der Winkelfunktion Y {t)hach der Zeit bezeichnet man allgemein als die Augenblicks-
kreisfrequenz

dy(t)
dt =~

Fir diese GrolRRe gilt bei Phasenmodulation:

(4)

walt) =

dl.‘:' |: i :I
di

wﬂ{r}:lﬁ)r+ (5)

Anzumerken ist, dass die Augenblicksfrequenz f;(t) = w;—f:) keine (physikalisch messbare) Frequenz
im herkdmmlichen Sinne ist, sondern eine fiktive, zeitabhangige GroRe, die sich aus der Winkelfunktion

W{t} mathematisch ableiten lasst.

1.1.2 Realisierung eines Phasenmodulators (Ringmodulator)

8 / 1 ) .
s} —Héz\/ — h-[\—|—jll—l- y(t)

o]

Hinweis: 90° entspricht einer ‘

Signalverzogerung um Ty/4 z(t) = Z - cos(wy 1)

Abbildung 1: Niherungsweise Realisierung der PM mit Ringmodulator (fiir kleine 7 ).

Vorausgesetzt wird hier die Tragerphase @r = 0°. Von einem idealen Phasenmodulator spricht man
dann, wenn fiir das modulierte Signal entsprechend (2) und (3) gilt:

s{t) = £-coslwr -t + Kgpp - g(E)). (6)
Der in Abbildung 1 dargestellte Modulator liefert nur ndherungsweise ein solches Signal:

s(t) = z(r}+§- z{f—%)- q(t)=Z-coslwy - )+ qlt)-sinlwr - 1)

Trager Z5B-AM ghne Triger 7)
mit 90°—Phasendrehung

Ist der Maximalwert des Nachrichtensignals 9%t} sehr viel kleiner als die Trageramplitude Z, soist die

Hallkurve a(t) in erster Ndherung konstant und die Phase ‘.1'-"[t]'(t) naherungsweise proportional zum
Nachrichtensignal. Ist die Bedingung gmax << Z Qax & 2 dagegen nicht erfiillt, so kommt es zu nicht-
linearen Verzerrungen und einer zusétzlichen (hier unerwiinschten) Amplitudenmodulation.

1.1.3 Phasenmoduliertes Signal bei cosinusformigem Nachrichtensignal

Als Sonderfall betrachten wir wieder ein cosinusformiges Nachrichtensignal

q(t) = § - coslwy - £). (8)
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und einen cosinusférmigen Trager (@r = 0°¢t = 0% ), Somit erhalten wir aus Gl. (4) fur die Winkelfunk-
tion bei Phasenmodulation:

W(t) = cwy -t + Kpyy - § - coslewy - £). ()

Ahnlich dem Modulationsgrad ™ bei Amplitudenmodulation (vgl. Abschnitt 1.2.2 in der AM-Versuchs-

anleitung) definiert man bei Winkelmodulation den Modulationsindex ™ . Je gréBer ¥ ist, umso in-
tensiver ist die Modulation. Bei Phasenmodulation gilt dabei folgende Definition:

ey = Kppr Qmge- (10)

Wahrend die Konstante fzzx¢ allein durch die Realisierung des Modulators bestimmt wird, héangt der
Modulationsindex s py auch noch vom Maximalwert des Nachrichtensignals ab. Der Index ,,PM" in
Gl. (10) soll deutlich machen, dass der Modulationsindex bei Frequenzmodulation anders zu berech-
nen sein wird.

Im hier betrachteten Sonderfall eines cosinusférmigen Nachrichtensignals ist gmax identisch mit der
Amplitude des Quellensignals g(t). Somit erhalt man fur das phasenmodulierte Signal:

s(t) = - cos(W(t)) = £ cos{wg -t + 17+ coslwy - £)). (11)

Um spéater den Zusammenhang zwischen Frequenzmodulation und Phasenmodulation besser verdeut-

= T

lichen zu kdnnen, ist hier verallgemeinert nem = n Mex = 1 gesetzt.

Betrachten wir nun wie bei der Amplitudenmodulation das Zeigerdiagramm und die Ortskurve. Durch
Erweiterung des reellen Signals gemaR Gl. (11) um einen entsprechenden Imaginarteil erhalt man das
komplexe, analytische Signal (Zeigerdiagramm):

s.(0) = §- g lertemeeslioy )]l (12)

Wie in Abschnitt 1.2.3 in der AM-Versuchsanleitung beschrieben, kommt man durch Abtrennen des
mit “ 1 1 gleichmaRig rotierenden Drehzeigers zum dquivalenten Tiefpasssignal
srp(t) = §. glTeesen ) (13)

Die graphische Darstellung dieses fiktiven Signals in der komplexen Ebene bezeichnet man als die Orts-
kurve. Abbildung 2 zeigt diese mit der Abkiirzung @(t) = n - cos(wn - t).
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Im{s;p(0)}
A

» Re{s;p(0)}

Abbildung 2: Ortskurve (Phasenmodulation, cosinusférmiges Nachrichtensignal, 11 = 1 )-
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Die Ortskurve der Phasenmodulation ist also ein Kreisbogen mit dem Radius £. Da die cos-Funktion

nur Werte zwischen 1 liefert, sind Phasenwinkel ¢(f}(t) des dquivalenten Tiefpasssignals zwischen

—1 1

-=7 und +7 n moglich. Aufgrund dieser Eigenschaft bezeichnet man den Modulationsindex ¥
manchmal auch als den Phasenhub.

In Abbildung 2 sind die fur 7 =1 =1 méglichen Phasenwinkel (zwischen £57.3% 57.3°) hervorgeho-
ben. Die zeitliche Anderung auf dieser Ortskurve erfolgt entsprechend dem cosinusférmigen Nachrich-
tensignal @{t}. Da hier die Nachrichtenphase @1 = 0° zugrunde liegt, ist #{t = 0} = 57.3° (t=0°) =

57.3°. Das bedeutet, dass das phasenmodulierte Signal s{t} zu diesem Zeitpunkt um den Bruchteil i
1

5 . . . 1 .
21 einer Tragerperiodendauer T, = f—vorlaufend ist.
T

Mit abnehmendem Nachrichtensignal g(t) wird die Phasenabweichung zwischen dem modulierten Sig-

Ty
X . t=— .
nals{t} und dem Tragersignal z{t} kleiner. Zum Zeitpunk t = To/4 4 sind schlieRlich (£} und z(t)
Ty
t=— o
gleichlaufend, zum Zeitpunkt t = % 2 ist g(t) = -n@'t) = =1 . Das heift: Die Nulldurchginge

Ta
des modulierten Signals s{£) treten nun um die Zeitdifferenz ZT—;’TET spater auf als die Nulldurchgange

des Tragersignals Z{t2.

1.1.4 Winkelfunktion bei Frequenzmodulation
Bei FM ist die Phasenfunktion @(t) = @+ zeitunabhiangig, wahrend die Augenblicks(kreis)frequenz ent-
sprechend dem Nachrichtensignal um die Trager(kreis)frequenz schwankt:
. . . HF.‘.P .
wa(t) = wr + Kppy - q(t), fa® =fr + T q(t). (14)

Die Proportionalitatskonstante Kev fF2s unterscheidet sich von der Konstanten £z bei Phasenmo-
dulation allein schon durch die Einheit. Ist 3{t} ein Spannungsverlauf, so hat £rx die Einheit ,V*-s!

V™ -s7  (im Gegensatz dazu hat Kz die Einheit ,V“).
Aus den GIn. (4) und (14) folgt fir die Winkelfunktion bei FM allgemein:
Wi(t) = fw ddt = wr -t + ¢ + Kepy | glt)dt. (15)

Aus dieser Gleichung lasst sich direkt ablesen, dass ein Frequenzmodulator mit Hilfe eines Integrators
und eines Phasenmodaulators realisiert werden kann (vgl. Abbildung 3). Der (reale) Phasenmodulator
kann dabei z.B. entsprechend Abbildung 1 aufgebaut sein.
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FM-Modulator FM-Demodulator
— | | —
/ \ PM PM */ \"-
| Quelle — Integrator - > M= |— Different. — Sinke |
\ / i MOD DEMOD : /
i) il i U U
q(t) drm(t) s(t)=r(1) Uppi() (1)

FM-Modulator: besteht aus Integrator und PM-Modulator,
FM-Demodulator: besteht aus PM-Demodulator und Differenzierer.

Abbildung 3: Zur Realisierungsmaoglichkeit eines Frequenzmodulators bzw. - demodulators.
1.1.5 Frequenzmoduliertes Signal bei cosinusformigem Nachrichtensignal

Unter der Voraussetzung eines cosinusformigen Tragersignals (d.h.: gr=0° .= 0°) und eines cosinus-
for-migen Nachrichtensignals gilt mit (14) fur die Augenblickskreisfrequenz:

md{:z} = + KF.'-'.’ - a‘:- - CDS{:{J.J:.‘: - E:}. (16)
Durch Integration entsprechend (15) erhalt man die Winkelfunktion bei FM:

Kep - i

'{,'.I.-'{E} = - I+ ';t"_[‘ + Sjn':l'.'rl.:'.'.': . El . (17)

Ein Vergleich mit Abschnitt 1.1.3 macht deutlich, dass die Frequenzmodulation eines Cosinussignals

das gleiche Sendesignal s(t) ergibt wie die Phasenmodulation eines sinusférmigen Quellensignals. Vo-
raussetzung hierfir ist allerdings, dass zwischen den Modulatorkonstanten folgender Zusammenhang
besteht:

HF.‘-'.’ = HF.‘.-_T = . (18)

¥

Definiert man den Modulationsindex bei Frequenzmodulation als

ey = ——— (19)

so lasst sich (mit n = nev) das FM-modulierte Cosinussignal wie folgt darstellen:

s{t} = £-coslwy -t + 1 - sinfw, - 1. (20)

Die maximale Abweichung der Augenblicksfrequenz von der Frequenz des unmodulierten Tragers wird
als Frequenzhub Afma.x bezeichnet. Der Frequenzhub kann mit folgendem Zusammenhang berechnet
werden:

Afpax= 1~ fx- (21)

Die Frequenz f entspricht hierbei der maximal auftretenden Frequenz im unmodulierten Nutzsignal
und somit auch der Bandbreite des Nutzssignals.

Anzumerken bleibt, dass sich die Zeitsignale bei Phasen- und Frequenzmodulation durchaus auch qua-
litativ unterscheiden, wenn das Quellensignal keine harmonische Schwingung ist, sondern sich z.B. aus
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einer Summe harmonischer Schwingungen zusammensetzt. Hierauf wird in der Versuchsdurchfiihrung
3.3 noch genauer eingegangen.

1.1.6 Spektren bei Winkelmodulation

Die Berechnung des Spektrums 5(f) eines winkelmodulierten Signals s(E) jst kompliziert, wenn fir

das Nachrichtensignal g{t) nicht sehr einfache Funktionen angenommen werden. Die nachfolgende
Beschreibung bezieht sich auf das Signal gemaR Gl. (20). Dieses Signal konnte z.B. aus der Phasenmo-
dulation einer Sinusschwingung oder der Frequenzmodulation einer Cosinusschwingung entstanden
sein.

Die Herleitung der Spektralfunktion ist z.B. in [4] ausfiihrlich beschrieben. Hier soll nur der Rechenweg
stichpunktartig angegeben und das Ergebnis interpretiert werden.

k) Das zu Gl. (20) zugehorige dquivalente Tiefpasssignal lautet:

srp() = §- i TEREN T (22)
I)  Durch Anwenden einer Potenzreihenentwicklung und mehrerer trigonometrischer Beziehungen,
geeigneten Aufspaltungen sowie geschicktem Zusammenfassen kann dieser Term wie folgt um-
geformt werden:
srp(t) = §. RN = £, N T(n) - gl ent, (23)
Hééﬂ
Hierbei bezeichnet J,(.) J= (-} die Besselfunktion erster Art und 1 -ter Ordnung:
1 =~

o '- Ej-{r;-s:n{x;—ﬂx}dx_ (24)

I () =
Diese Gleichung gibt die Definition wieder. Zur Berechnung kann die nachfolgende
Summenformel verwendet werden:

A
s B2k

@, (-1)% (2]

1 = —.I (25)
I (1) Z Kl-(n+ &kp °

k=0
Der Kurvenverlauf nach (23) bzw. (24) ist z.B. im Versuch 3.3 gezeichnet und auch im Fenster

,Besselfunktion“ des Programms ,,amv*“ fur . = 0 bis =4 darstellbar.

m) Fir das analytische Signal erhalt man mit (12) und (22):

+a + )
.0 =865 Y Tu(D -t =8 Y T n]) - TN, (26)
n=—nm n=—o0
n) Fur das reelle Signal gilt somit (Ersetzen der komplexen e-Funktion durch die cos-Funktion):
-l
s(t) = Refs_ (1)} = 2- z 7, (01 cos{ (wr +n-wy)-t). (27)
n=—um

o) Nach Fouriertransformation folgt schlieRlich:

at* ]

) 0D (F £ G 40 £) (28)

n=—wm

5(f) =

b | b



Versuch 5 - Seite 12 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Jfm)
56 1)

5/2 1,0 12(11J13 )

Q*Ti‘ f%j?%é‘

1)

NN

1)

Abbildung 4: (Normiertes) Spektrum eines phasenmodulierten Sinussignals (bzw. eines frequenzmodulierten Cosinus-
signals) mit dem Modulationsindex 1 .

5
In Abbildung 4 ist (), geeignet normiert2, fiir f>0 f = 0 dargestellt. Aus diesem Bild sind die fol-

genden Spektraleigenschaften eines winkelmodulierten Signals s(t) s{t}zu ersehen (nur dann exakt

glltig, falls das Nachrichtensignal 9{t} eine harmonische Schwingung ist):

a) Das Spektrum besteht aus diskreten Linien bei fr, fr + fu, fr £ 2fn T usw. (gleiches gilt fur die
negativen Frequenzen).

b) Das Spektrum ist dementsprechend (theoretisch) unendlich weit ausgedehnt.

c) Die Hohen der Spektrallinien sind durch den Modulationsindex liber die Besselfunktionen festge-
legt.

d) Die Spektrallinien fiir gerades 7 liegen symmetrisch um ST, bei ungeradem ™ ist ein Vorzeichen-
wechsel zwischen ¥ und =" zu bericksichtigen.

e) Die Winkelmodulation (PM, FM) einer harmonischen Schwingung mit anderer Phase des Trager-
und/oder des Nachrichtensignals fiihrt zu einem Spektrum mit gleichem Betrag. Es unter-scheidet
sich nur durch eine andere Phase.

f)  Besteht das Nachrichtensignal g{t} aus mehreren Einzelschwingungen, so ist die Berechnung des

Spektrums 5(f) schwierig.

Es soll an dieser Stelle nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dass das hier berechnete,

zeitunabhangige Spektrum S} auf keinen Fall mit der zeitabhingigen Augenblicksfrequenz fa(f} ver-
wechselt werden darf. Naheres hierzu in Kap. 2.1.

1.2 Demodulation winkelmodulierter Signale

In diesem Abschnitt werden je ein idealer und ein realer Demodulator fiir phasen- und frequenzmo-
dulierte Signale erlautert.



Winkelmodulation (WM) Versuch 5 — Seite 13

1.2.1 Ideale Phasendemodulation

Aufgabe eines Phasendemodulators ist es, aus der Phase @r.f) (t) des Empfangssignals r{t) das Sin-
ken-signal v(t) 2y generieren. Dieses sollte im Idealfall gleich dem gesendeten Nachrichtensignal sein

(vgl. Abbildung 1 in der AM-Versuchsanleitung): v(t) = q(t).

Wie das Sendesignal kann auch das komplexe, analytische Empfangssignal in folgende Form gebracht
werden:

1 (£) = rrp(t)- 9T mit rrp() = a,(t) - el®r®, (29)

Bei idealem Kanal gilt stets r.(t) = s.(t) 7=} = 5. (F}und rre (€} = sr(f) . Ist dem Demodulator die
Trager-(kreis)frequenz sowie die Triagerphase exakt bekannt, so kann er die Phase @»{f) des dquiva-

lenten Tiefpasssignals 7r={(t} detektieren. Handelt es sich bei 7.2} = 5{t} um ein ideal phasenmodu-

liertes Signal, so ist nach Gl. (4) die Phase proportional zum Nachrichtensignal glt), Beriicksichtigt man
die Proportionalititskonstante £z21, so ergibt sich direkt die Gleichung eines idealen Phasendemodu-
lators:

1 Im{‘r‘; ':1":'}
(t) = —- ¢,.(t) mit ¢,.(2) = arctanf—F,_m- (30)
HF.‘.! o o RE‘{_T‘;"FLI,‘J’
Die Phasenfunktion wird demnach aus dem Real- und Imaginarteil des dquivalenten Tiefpasssignals

rre{f} ermittelt. Sind Real- und Imaginarteil negativ, so muss zu dem Wert von Gl. (30) noch der Win-
kel 180° addiert werden. Das demodulierte Signal v(t) stimmt dann exakt mit dem Nachrichtensignal

q{t} iberein, falls

e die Phasenmodulation ideal erfolgte,
e einidealer Ubertragungskanal vorliegt,

1

e der Modulationsindex ™ kleiner als 7 ist.

Sind die beiden erstgenannten Bedingungen nicht erfiillt, so wird es zu (nichtlinearen) Verzerrungen
kommen. Ist der Modulationsindex zu groB, gibt es Mehrdeutigkeiten bei der Demodulation, und das

Sinkensignal (£} wird zu den Zeitpunkten, zu denen die Phasenfunktion @»(t} (t) die Werte £T (iber-
schreitet, Unstetigkeitsstellen aufweisen. Bei einer aufwendigeren Demodulatorschaltung (z.B. mit
PLL) tritt dieses Problem nicht auf.

1.2.2 Ndherungsweise Phasendemodulation mit Ringmodulator

Fir die folgende Schaltungsbeschreibung wird ohne Verletzung der Allgemeingiiltigkeit eine sendesei-

tige Trageramplitude von £=1 yndeine Tragerphase von 90° vorausgesetzt. Bei idealer Phasenmo-
dulation und idealem Kanal gilt somit (vgl. Abbildung 5):

r(t) = s(t) = sinlew - £ + Kgpp - gl )] (31)
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—, () | TiefpaB | v
O=s5(t) —— T)—()' 0 o o 0= a0

zp(1) = 2 - cos(w - 1)

Abbildung 5: Eine Realisierungsform des Phasendemodulators fiir kleine 1 .

Multipliziert man das Signal 7{t} mit dem gegeniiber dem Sender um —90° 90° zeitversetzten Triger-
signalZ{t}, z(t) so erhalt man das Ergebnis

V(e =1(t)-zz(8) = 2 -sinf{wr - £ + Koy - g{E)) - cos{wr - £), (32)

und mit der trigonometrischen Umformung 2 - sin(a) - 2* sin(e) - cos(f) = sinla — ) + sinla + 5)

=sin(a - 8) + sin(a + 8):

E"r{i—} = Sj]:l.{]r{pj._r - q(l‘}} + Sin{Em;— -L4+ KF.‘-_’ - q(l‘}}. (33)

Der zweite Term liegt im Bereich um die doppelte Tragerfrequenz und wird durch das Tiefpassfilter
entfernt. Fir das Signal nach dem Tiefpass gilt somit:

v = sin(Kpy, - q(£)). N

Beruicksichtigt man die fir kleine Winkel giiltige Ndherung sin(a) = asinla] = @ soerkennt man, dass

das Sin-kensignal v(t) in erster Ndherung proportional zum Nachrichtensignal q(t) ist, solange der Mo-

1

dulationsindex (Phasenhub) 1 klein ist. Bei gréReren Werten von ™ kommt es dagegen zu nichtline-
aren Verzerrungen (Klirrfaktor 3. Ordnung).

1.2.3 FM-Demodulation

In Abschnitt 1.1.4 wurde gezeigt, dass eine (ideale) Frequenzmodulation z.B. durch einen (idealen)

Phasenmodulator realisiert werden kann, wenn das Nachrichtensignal q{t} vor der PM einer Zeitin-
tegration unterworfen wird. Deshalb ist es auch verstandlich, dass sich der (ideale) Frequenzdemodu-
lator aus der Zusammenschaltung eines idealen Phasendemodulators und eines Differentiationsglie-
des ergibt (vgl. Abbildung 3).

AbschlieBend soll hier eine Schaltung zur Frequenzdemodulation angegeben werden, die nach dem
Prinzip einer PLL ("Phased Locked Loop") arbeitet und dabei einen VCO ("Voltage Controlled Oscilla-
tor") verwendet. Abbildung 6 zeigt das entsprechende Blockschaltbild. Der Phasendetektor ermittelt

die Abstdande der Nulldurchgange zwischen dem Empfangssignal £} und dem vom VCO bereitgestell-

ten Vergleichssignal. Nach dem Tiefpassfilter und Verstarker erhdlt man das Sinkensignal f"":f]'(t), wel-
ches gleichzeitig den VCO steuert. Eine eingehende Beschreibung dieser Anordnung findet sich z.B. in
[2].
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) — DPJEI?:LEP); Tietpall Verstarker — v(l) = q(f)
L

VCO

Abbildung 6: Prinzip des PLL-Frequenzdemodulators.

1.3 Stereoempfang beim UKW-Ho6rrundfunk

Im UKW-Rundfunk wird vor der FM-Modulation das sogenannte Stereo-Multiplexsignal (auch Stereo-
MPX-Signal) generiert. Ein Stereo-Audiosignal setzt sich aus zwei unterschiedlichen Signalen zusam-
men, einem rechten und einem linken (im Folgenden mit L bzw. R abgekiirzt). Addiert man diese, erhalt
man ein Monosignal. Mit dem Stereo-MPX-Signal wird ermdglicht, dass sowohl Mono- als auch Stereo-
Empfanger das demodulierte FM-Signal wiedergeben kénnen.

Dazu werden beim Sender zuerst ein Summensignal {L + ) und ein Differenzensignal {L — R} gebil-
det. Das Summensignal wird mit einem Tiefpassfilter auf 15 kHz pandbegrenzt und im Basisband be-

lassen. Da das menschliche Gehor Frequenzen gréRer 15 kHz  kaum wahrnimmt, reicht dieses Spekt-
rum vollkommen aus. Das Differenzensignal hingegen wird mittels ZSB-AM ohne Trager (siehe Kapitel

2.1 des AM-Versuchsanleitung) auf die Frequenz 38 kHz hochgemischt und erstreckt sich somit iiber
einen Bereich zwischen 23 ¥Hz ynd 53 kHz | Zysitzlich zu diesen beiden Signalen wird noch der so-

genannte Pilotton bei 19 kHz addiert, welcher beim Empfanger zur Demodulation des Differenzen-
signals bendtigt wird. Multipliziert man den Pilotton im Zeitbereich mit sich selbst, entspricht das im

Frequenzbereich einer Faltung. Somit kann aus dem 19 kHz pijlotton eine, fiir die Riickgewinnung des

(L — R} signals benotigte Spektrallinie bei 38 kHz gewonnen werden.

Ein Mono-Empfanger kann nun nach der FM-Demodulation das Signal einfach mit einer Grenzfrequenz

von 15 kHz tjefpassfiltern und wiedergeben. Der Stereo-Empfinger mischt das (£ — £} -Signal wieder
ins Basisband und kann dann das linke Signal durch Addition und das rechte Signal durch eine Subtrak-
tion zurtickgewinnen:

(L+RY+(L-R}=2L bzw.
(L+RY-{(L-R})=2F

Das Spektrum des Stereo-MPX-Signals sieht damit wie auf Abbildung 7 gezeigt aus

(35)

Pilotton
A

Amplitude/dB

L+R
LR L-R

15 19 ) ) 53 £1cHz

Abbildung 7: Spektrum des Stereo-MPX-Signals
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1.4 Verzerrungen durch Bandbegrenzung eines winkelmodulierten
Signals

Die genaueren allgemeingiiltigen Beschreibungen zu linearen und nichtlinearen Verzerrungen sind der
AM-Versuchsanleitung zu entnehmen.

Das Spektrum 5(f} bei Winkelmodulation (PM/FM) ist - wie in Abschnitt 1.1.6 dargelegt - unendlich
weit ausgedehnt. Aufgrund der Frequenzokonomie kann aber in der Realitat dem Signal nur eine end-
liche Bandbreite BxF zur Verfiigung gestellt werden. Durch eine solche, in Abbildung 8 veranschau-
lichte Bandbegrenzung entstehen ebenfalls nichtlineare Verzerrungen, wie in der Versuchsdurchfiih-
rung 3.4 noch gezeigt werden wird.

Spektrum R(f)
des Empfangssignals

\ \
\ \
| \
| B
J{m)
L(f) e } & [ Jm) } .
/2 A N
| [
e | | . o
4] 1144
i) I e T e TR S
A Yy Ny
1) |
Y |
}— Bandbreite Byg —1‘

Abbildung 8: Verdeutlichung der Bandbegrenzung eines winkelmodulierten Signals.

Dies lasst wie folgt erklaren: Bei idealer Phasen- oder Frequenzmodulation ist die Ortskurve ein Kreis-
bogen (siehe Abschnitt 1.1.3). Dieser Kreisbogen ergibt sich allerdings nur dann, wenn alle (i.a. unend-
lich vielen) Bessellinien in der Ortskurve mit den richtigen Zeigerlangen und richtigen Phasenlagen vek-
toriell addiert werden und mit den entsprechenden Kreisfrequenzen rotieren.

Dagegen wird die kreisformige Ortskurve verdndert, wenn die Bessellinien verfalscht werden (z.B.
durch lineare Verzerrungen auf dem Kanal) oder ganz fehlen (z.B. durch Bandbegrenzung). Beispiels-
weise ergibt sich eine parabelféormige Ortskurve, wenn nur die Spektrallinien mit den Gewichten J_,(n),
J21(n), Jo(n), J1(n) und J2(n) wirksam sind.

Da der (ideale) Winkeldemodulator die Phase - {t} (t) des Empfangssignals detektiert und daraus das
Sinkensignal v(t) erzeugt (siehe Abschnitt 1.2), wird dieses verfalscht, und zwar nichtlinear. Das bedeu-
tet: Aufgrund linearer Verzerrungen auf dem Kanal kommt es hier zu nichtlinearen Verzerrungen im
demodulierten Signal (Oberwellen).

Diese nichtlinearen Verzerrungen sind stets von 3. Ordnung, d.h. bei einem Ubertragenen Cosinus-

signal der Frequenz f tritt auch ein Anteil mit der Frequenz 3 * f auf, nicht jedoch mit der Frequenz
2+ i . Je kleiner die zur Verfiigung stehende Bandbreite 5xr ist, desto gréRer wird der die nichtline-
aren Verzerrungen beschreibende Klirrfaktor.
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Als Faustformel fiir die erforderliche HF-Bandbreite des Ubertragungskanals gilt fiir einen geforderten

Klirrfaktor £ = 10% .
BHF =2- ﬁ'\:.,,.-:,:_x- - {.*j' + 1}. (36)

Soll der Klirrfaktor & dagegen kleiner als 1% sein, so muss die Bandbreite weiter vergréRert werden.
Als einfache Faustformel gilt dann:

EHF =2- ﬁ‘-.-'.!r:n:.x - {T} +2). (37)

Dies zeigt auch die Versuchsdurchfiihrung 3.4.

1.5 Einfluss von Rauschstérungen

Die Beschreibung der analogen Modulationsverfahren in den Abschnitten 1.1 bis 1.6 wurde teilweise
durch die Darstellungsmoglichkeiten des Programms ,,amv" bestimmt. Dabei wurden insbesondere die
Signale, Spektren, Zeigerdiagramme und Ortskurven bei Amplitudenmodulation (sowohl ZSB als auch
ESB) und bei der Winkelmodulation (PM bzw. FM) eingehend betrachtet. Neben den verschiedenen
Modulatoren und einigen Demodulatoren wurde auch das Verhalten der verschiedenen Verfahren bei
einem nicht idealen Ubertragungskanal (lineare Verzerrungen) beschrieben.

Nicht behandelt wurde dagegen bisher das Systemverhalten bei Vorhandensein von Rauschstérungen.
Flr das Folgende gehen wir davon aus, dass am Kanalausgang zusatzlich zum Nutzsignal auch ein

Rauschsignal () auftritt. Ist die Ubertragungsfunktion Hz{f) des Kanals ideal, so gilt nun fiir das
Empfangssignal (vgl. Abbildung 1 in der AM-Versuchsanleitung):

r{t) = st} 4+ nitl. (38)

Das Rauschsignal 14t} ist von seiner Natur her stets ein stochastisches Signal. Dieses Signal sei additiv,

weiB (d.h. es enthélt alle Frequenzen gleichermafen) und gauBverteilt. Ist der Grund fur 1) das ther-
mische Rauschen, so gilt im Bereich |f| < Bx = 6000 Il < B:x = 6000 GHz fiir die physikalische, ein-
seitige Rauschleistungsdichte:

;1'5“ =F- H_g -0, (39)

wobei F die Rauschzahl, ks = 1.38 - 1026 k5 = 1.38 - 107°% \Ws/Hz die Boltzmann-Konstante und O[K]
O[K]1die absolute Temperatur bezeichnet. Die mathematische, zweiseitige Rauschleistungsdichte ist

bulf) = 20
dann ¢, (f) = % RS2 (vgl. Abbildung 9).
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Abbildung 9: Physikalische (einseitige) und mathematische (zweiseitige) Rauschleistungsdichte.

Das Rauschsignal nit) am Empfangereingang beeintrachtigt die Demodulation, so dass das demodu-
lierte Signal v(t) sich ebenfalls aus einem Nutzanteil und einem Rauschanteil zusammensetzt:

:"{t} = Vg .‘z{ﬂ + Vrausch {E} (40)

Der Nutzanteil wiirde sich fiir (£} =0 ergeben. Dieser wurde im Abschnitt 1.2 sowie in der AM-Ver-

suchsanleitung behandelt. Der Rauschanteil ist demnach der Anteil von v(t) der ausschlieBlich auf n(t)
zuriickzufiihren ist. Als MaR fiir die Qualitit eines Ubertragungssystems benutzt man meist den Signal-

rauschabstand. Ist “{t} eine Spannung und B ein Widerstand, so gilt:
Pyus
Q,=10-1g(g,) =10 1lg——
PR‘:::;E:I':

1 = e
mit Payer = 7 Ui, (£} (Leistung des Nutzanteils) (41)

Prausch= 7~ vi_.-.a{f} (Leistung des Rauschanteils).

In Abbildung 10 werden die einzelnen Modulationsverfahren anhand des erreichbaren Signalrauschab-
standes v , verglichen. Die Abszisse ist hier ebenfalls logarithmisch dargestellt.

Als Grundlage dieses Vergleichs wird vorausgesetzt:

- ein cosinusférmiges Nachrichtensignal der Frequenz fu,max,

- eine konstante Sendeleistung Fs,

- eine konstante Rauschleistungsdichte No,

- ein eventuell ddmpfender, aber fiir alle Frequenzen gleicher Kanal mit H(f) = a.

Bei idealer Zweiseitenband-Amplitudenmodulation ohne Trager gilt:

o= - P (42)
o .‘1"'1:] - f:‘-\.-'.m ax ""‘:D ) ﬁ'-.-'..‘."! ox
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Abbildung 10: Vergleich der Modulationsverfahren hinsichtlich des Signalrauschabstandes.

Die Ubertragungsqualitit ist umso besser, je groRer die Empfangsleistung Pe = a? - Ps Pz = a* - Psist.
Je groRer dagegen die Rauschleistungsdichte Vo ist und je mehr Bandbreite Fumaz zur Verfligung
gestellt werden muss, desto groéRer ist die Rauschleistung Fazusck des demodulierten Signals und
dementsprechend klein ist auch das S/N-Verhiltnis. In der doppelt-logarithmischen Darstellung von
Abbildung 10 ist dieser Kurvenverlauf fir die ZSB-AM ohne Tradger eine Gerade mit 45° Steigung durch
den Ursprung.

Die Kurve flir ZSB-AM mit Trager liegt abhdngig vom Modulationsgrad ™ fir alle Abszissenwerte um
f 2
10-lgl1+—

den konstanten dB-Wert 10 -Ig(1 + 2/m?) m?/ unterhalb der Kurve fir die ideale AM

ohne Trager (m — ). Der Grund hierfir ist, dass umso weniger Leistung zur eigentlichen Modulation

aufgewendet wird, je kleiner der Modulationsgrad ist. Bei " = 1 (Grenzwert, fiir den Hillkurvende-
modulation gerade noch angewandt werden kann) wird bereits 2/3 der zur Verfugung stehenden Leis-
tung fir die Ubertragung des Trigers bendtigt. Der Verlust an S/N-Abstand betrigt hier bereits

10 - Ig(3) = 4.77 dB. 10-1g(3) = 4.77 Bejm = 0.5 |jegt die Kurve sogar ca. 9.5 dB unterhalb der
Vergleichskurve.

Flr ein ESB-AM-System mit dem Modulationsgrad #* ergibt sich die gleiche EinbulSe an Signalrausch-
m
H=—=

abstand wie bei einem ZSB-AM-System mit Modulationsgrad ™ , wenn u = m/\/f v 2 gewahlt

wird (hierbei Definitionen (21) bzw. (29) in der AM-Anleitung beachten).

Ohne Ableitung wird noch das S/N-Verhiltnis flir Winkelmodulation (Modulationsindex 77 ) angege-

ben. Hinsichtlich Stérungen unterscheiden sich PM und FM durchaus:
1 nt-atFg 3 nteat-Pg

Oupr =5 . Oerm =S e (43)
2 N o f-.w' ax 4 Ny f-. Jnax
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Bei FM ergibt sich erst fiirn > 0.82 1 = 0,82 gjne Verbesserung gegeniiber idealer AM. Mit 1 =3 =
3 betragt die Verbesserung bereits 11.3 dB, mit 7 = 10 10 ca. 21.8 dB. Die PM-Kurve liegt stets um 10
-1g(3) = 4.77 10-1g(3) = 477 4B unterhalb der vergleichbaren FM-Kurve (gleiches 7 = 3 ).

Die Qualititsverbesserung bei FM-Ubertragung gegeniiber idealer AM lasst sich in Abhdngigkeit des
Modulationsindex wie folgt berechnen:

AQgy = 10- ]g(g -n° )dB. (a4)

Den Vorteil einer besseren Ubertragungsqualitit gegeniiber AM, z.B. deutlich hérbar beim Vergleich
von UKW- und Mittelwellen-Rundfunk, erkauft man sich durch einen hoheren technischen Aufwand,
eine deutlich groRere Bandbreite und einen systematischen Klirrfaktor (nichtlineare Verzerrungen) bei
Bandbegrenzung des Ubertragungskanals.

Die GIn. (42) und (43) sind nur glltig, wenn die Storungen hinreichend klein sind. Bei groRen Stérungen
(z.B. bei einem Abszissenwert kleiner 10 dB) ist die Winkelmodulation schlechter als Amplitudenmo-
dulation. Man spricht vom sogenannten ,, FM-Knick" (siehe Abbildung 10).

1.6 Mehrwegeausbreitung

Die Mehrwegeausbreitung beschreibt das mehrfache Eintreffen eines gesendeten Signals an der Emp-
fangsantenne Uber verschiedene Ausbreitungswege und somit zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Dies
kann zum einen durch reflektierte Wellen (Echos) oder zum anderen durch mehrere Sendeantennen
entstehen (siehe Abbildung 11).

Um Mehrwegeempfang zu vermeiden, wird der analoge UKW-Rundfunk als sogenanntes Mehrwellen-
netz betrieben. Dies bedeutet, dass benachbarte Sendestandorte verschiedene Frequenzen benutzen,

um das gleiche Programm auszustrahlen (Bayern 1 wird beispielsweise in Minchen auf 1.3 MHz jn

Augsburg hingegen auf 90.9 MHz ausgestrahlt). Mehrwegeausbreitung durch reflektierte Wellen
kann allerdings auch durch ein Mehrwellennetz nicht vermieden werden.

Abbildung 11: Mehrwegeausbreitung

Unter der Berticksichtigung von Phasen- und Frequenzverschiebung (vgl. Gl. (40) in der AM-Versuchs-

anleitung) und Mehrwegeausbreitung ergibt sich dann das Empfangssignal zu
E

r(£) = z S [ T s (as)

k=1
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wobei (&} und {2} die dquivalenten Tiefpasssignale darstellen (vgl. Kapitel 1.3.2 im der AM-Versuch).
Dabei bezeichnet:

@ (t}: den zeitabhingigen Dampfungsverlauf auf dem k-ten Pfad,
Bt} (t): den zeitabhingigen Phasenverlauf auf dem k-ten Pfad,
Tk : die Laufzeit auf dem k-ten Pfad.

Durch eine Aufspaltung des eindimensionalen Index % in den Doppelindex (.7 ), wobei der erste
Index einen Hauptpfad, der zweite einen Nebenpfad kennzeichnet, ergibt sich folgender Zusammen-
hang:

r{t) = Z Z gmemaltd L o= Bma®) oy g, (46)

m=1in=1

Somit erhalt man mit
N
Z(t) = z g fnm) | g=FBnm) -
n=1

fiir das empfangene Signal r(t) folgenden Ausdruck:

1
M

r(t) = Z Z,(8)- st —1,.). (48)
m=1
Der Mehrwegekanal kann somit als lineares Filter r(t) = h(t) * s(t) 7Lt = hl) * s{E) mit der Ka-

nalimpulsantwort
M
h(z) = Z z, (£)- 8(F — T, ), (a9)
m=1
aufgefasst werden, wobei * eine Faltung bezeichnet. Die zugehérige Ubertragungsfunktion ergibt sich
unter der Annahme, dass die multiplikativen GréRBen konstante komplexe GroRen sind, zu:

M

H(f‘} = z Zpm - g i2mTmf (50)

m=1

Da die Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit (co = 3 - 108 m/s) erfolgt, kénnen aus den Laufzeiten Trm
die einzelnen Laufstrecken !m (ber den Zusammenhang

Im =Ca*Tm (51)
ermittelt werden.

Der maximale Laufzeitunterschied Ty = maXm(Tm — Tn) 1& = Ma%p (T — Tl wird als Laufzeitsprei-
1

zung bezeichnet. Der Kehrwert der Laufzeitspreizung wird Koharenzbandbreite By = 1/T, 5 T_r.
genannt. Diese Bandbreite beschreibt den Frequenzbereich, in dem sich das Ubertragungsverhalten
des Kanals signifikant andert.
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2 Vorbereitungsfragen

2.1 Frequenzmodulation

Das cosinusférmige Nachrichtensignal g(t) = g - cos(2fn - t) mit der Amplitude G =6V und der Fre-
quenz fx = 2 kHz  wird mit dem Tragersignal z(£) der Frequenz T = 20 kHz deal frequenzmodu-
liert, wobei fiir die Modulatorkonstante gilt: Key = 6283 V-1s"1Kryy = 6283 V™1™ Dje Skizze auf der

nichsten Seite zeigt fir diese Parameterwerte die Signale (&}, z{t} ynd s{t).
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d) Skizzieren Sie das normierte Spektrum 507} des FM-Signals. Verwenden Sie dabei die aus einer For-
melsammlung entnommene Tabelle fiir die Besselfunktionen.

n Jom) | 3y | L) | J3Gp) | () | Js(m) | Je(m)
0.765 | 0.440 0.115 | 0.020 | 0.002 = () = ()

3 -0.260 | 0339 | 0.480 | 0.309 | 0.132 | 0.043 | 0.011
5 -0.178 |-0.328 | 0.047 | 0.365 | 0.391 | 0.261 | 0.131

s 4
$/2

5 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32kHz

~~ Y

e) Wie dndern sich Modulationsindex, Augenblicksfrequenz und Spektrum des FM-Signals, wenn die
Amplitude auf 2V vermindert wird (Signal siehe Skizze A)?

f) Analysieren Sie die Konfigurationen entsprechend den Skizzen C und D.

2.2 Bandbreite von FM-Signalen

Beim FM-Horrundfunk (UKW) wird Ublicherweise mit einem Frequenzhub von Afmax = 75 kHz
Afmax= 75 kHz moduliert. Das unmodulierte Stereo-MPX-Signal hat bei einer Stereolibertragung
eine Bandbreite von Ewrsteree = 33 kHz g = 53 kHz. Bei Monoibertragung wird nur das
(L + R} _signal Gbertragen und somit betrégt die Bandbreite der unmodulierten Schwingung in diesem
Fall Bue,mono = 15 kHz Bxraons = 15 kHz (vgl. hierzu Abbildung 7).

a) Soll es keine Verzerrungen geben, muss theoretisch eine unendlich groRe HF-Bandbreite zur Verfi-
gung gestellt werden. Welche Bandbreite Fzr muss mindestens bereitgestellt werden, um einen
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Klirrfaktor & kleiner als 10% zu erreichen? Geben Sie die benétigte Bandbreite sowohl fiir Mono-
als auf fur Stereoibertragung an.

b) Wie groR ist die Qualititsverbesserung AQm &% 721 des Signalrauschabstandes in dB gegentiiber ide-
aler AM bei der Stereoibertragung?

c) Berechnen Sie Burmin und BQr fir eine Stereolibertragung bei einem Frequenzhub von
Afmax= 100 kHz 100 kHz. Welche Erkenntnis ziehen Sie aus dem Vergleich der Qualititsverbes-
serung in Teilaufgabe b) mit der hier berechneten Qualitdtsverbesserung?

2.3 Einfluss von Rauschstorungen

Ein cosinusférmiges Signal mit der Frequenz f wird tiber einen verzerrungsfreien, aber dampfenden
Kanal mit dem konstanten Frequenzgang Hk(f) = a f1x(f) = @ (ibertragen und dabei von weiRem
gauRverteilten Rauschen (einseitige Rauschleistungsdichte ¥a ) gestort. Die Sendeleistung sei £'s .

Flr die gesamte Aufgabe gelten folgende Zahlenwerte:

v = 10 kHz, 20-1g{z) = 140 dB, Ny = 1071® W/Hz
f:-. & 4] /
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a)

b)

d)

Welcher Signalrauschabstand @+ , ergibt sich, wenn als Modulationsverfahren eine ZSB-Amplitu-
denmodulation ohne Tréger eingesetzt wird und die Sendeleistung Ps = 10 kW £z = 10 KW pe-
tragt?

Wie verschlechtert sich der Signalrauschabstand Q..,, wenn bei gleicher Sendeleistung Ps eine ZSB-

AM mit dem Modulationsgrad ™ = 0.5 eingesetzt wird? Warum wiirde man dieses Verfahren
Gberhaupt verwenden?

Wie misste man die Sendeleistung Ps erhéhen, um mit dem Modulationsgrad ™M = 0.5 den glei-
chen Signalrauschabstand Qv , wie mit ZSB-AM ohne Trager zu erzielen?

Wie groR ist der Signalrauschabstandsgewinn gegeniiber der ZSB-AM ohne Trédger (Punkt 2.6a in
der AM-Versuchsanleitung), wenn bei sonst gleichen Systemparametern eine FM mit dem Fre-

quenzhub Afmax= 100 kHz 50 kHz Afmax = 50 kHz gngewandt wird? Berechnen Sie zunachst

den Modulationsindex 7 .
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e) Wie unterscheidet sich eine Phasenmodulation mit gleichem Modulationsindex 71 gegentiiber der

FM von Punkt d) hinsichtlich des Signalrauschabstandes? Wie miisste man? verdndern, damit sich
wieder der gleiche Signalrauschabstand ergibt?
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2.4 Mehrwegeausbreitung

Ein gesendetes Signal kommt beim Empfanger zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten an. Es wird ein-
mal auf direktem Wege (Laufstrecke: {2 = 3 km ynd ebenso etwas verzégert durch eine Reflektion an
einem Berg (/> = 3.3 km) empfangen. Zu beiden Zeitpunkten hat das Signal denselben konstanten Vor-
faktor von z; = z, =107,

a) Wie groB sind die Laufzeiten T1; und Tz

b) Welche Ubertragungsfunktion H(f) ergibt sich? Berechnen sie auch das Betragsquadrat | H(f)|?
IH (AW der Ubertragungsfunktion.

c) Wie beeinflusst diese Ubertragungsfunktion das Modulationssignal? Welchen Abstand haben die
destruktiven Interferenzen auf der Frequenzachse (Koharenzbandbreite B )?

d) Haben diese Interferenzen bei AM lineare oder nichtlineare Verzerrungen im demodulierten Signal
zur Folge? Wie sieht es bei der WM aus?
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3 Versuchsdurchfiihrung

Die Durchfiihrung der folgenden Versuche erfolgt unter Windows mithilfe des Programmes ,amv“. Mit
dieser Software kdnnen die Eigenschaften der analogen Amplituden-, Phasen- und Frequenzmodula-
tion sowie deren Gemeinsamkeiten und Unterschiede verdeutlicht werden. Dabei kénnen die Signale

g(ed s(2) () y(t) und v(t) - g(t) Y1) — gt} im Zeitbereich (siehe Abbildung 1) sowie @), S(F),
R(f} V() und V(f) — alf) VIiF)= Q) im Frequenzbereich betrachtet und analysiert werden. AulRer-

dem kénnen verschiedene Ortskurven (fur das analytische Signal sowie fiir das dquivalente Tiefpass-
signal) beobachtet werden.

Um die Optionen fiir ein bestimmtes Fenster festzulegen, kann man ein Kontextmeni 6ffnen, indem
man mit der rechten Maustaste auf das jeweilige Fenster klickt. Hier konnen z.B. die Skalierung der
Darstellung oder bei Ortskurven die Geschwindigkeit verandert werden.

Die Einstellungen fur das Quellensignal, den Modulator, den Kanal und den Demodulator kénnen im
Men ,,Parameter” verandert werden. Es stehen dabei zwei Parametersatze zur Verfligung, die mit-
hilfe des Menlpunktes ,aktiv” aktiviert oder deaktiviert werden kénnen. Es kdnnen auch beide Para-
metersatze gleichzeitig aktiviert werden. Dann werden die Signale in unterschiedlichen Farben darge-
stellt.

Hinweis:

Bei allen nachfolgenden Versuchen sollten Sie die mit einfacher Klammer, z.B. "a)", gekennzeichneten
Teilaufgaben auf jeden Fall bearbeiten. Dagegen sind die mit einer Doppelklammer, z.B. "(b)", verse-
henen Unterpunkte optional.
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3.1 Phasenmodulation

Voreinstellung: Taste F7
Geodffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal a{t} zwischen 0 und 0.2 ms,

Zeitsignal 2: Sendesignal = (£} zwischen 0 und 0.2 ms,

Spektrum 1: QUf) zwischen -20 kHz und 20 kHz,
Spektrum 2: 50F) zwischen -120 kHz und 120 kHz,
Zeigerdiagramm,

Ortskurve.

Flr einige grundlegende Untersuchungen hinsichtlich der Phasenmodulation (PM) wird wie bei der
Untersuchung der AM von folgenden Voreinstellungen ausgegangen:

0.8V, fy =5kHz, @y=0°
1, fr = 50 kHz, @p = 0°

[
Il

a) Wie grol8 ist der Modulationsindex ™ , wenn die Modulatorkonstante Kpy = % ist?

b) Betrachten und interpretieren Sie das phasenmodulierte Sendesignal st} im Vergleich zum Tra-

gersignal z(t) . Dieses kdnnen Sie z.B. im Parametersatz 2 einstellen, wenn Sie hierfir bis auf g=0
die gleichen Einstellungen wie fir den Parametersatz 1 wahlen.

c) Betrachten und interpretieren Sie die Spektralfunktion S{f}. Auf der nichsten Seite finden Sie eine
Skizze mit den Besselfunktionen.

d) Verdeutlichen Sie sich den Signalverlauf () auch anhand des Zeigerdiagramms und der Ortskurve.

e) Zeigen Sie, dass mit einem idealen Phasendemodulator das Signal wieder vollstandig rekonstruiert
werden kann.
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(f) Wie andern sich die in den Punkten b) bis d) dargestellten Kurven, wenn das Nachrichtensignal eine
Phase von @y = 45° @x = 43° pesitzt?

g) Wie dndern sich die Kurvenverlaufe, wenn nun anstelle des idealen ein "realer" Phasenmodulator

gemaRk Abbildung 1 mit gleichem Modulationsindex ™ eingesetzt wird?

h) Betrachten Sie nun wieder den idealen Phasenmodulator. Wiederholen Sie mit der zu Beginn ge-
nannten Einstellung die Versuche c) und d) mit der Modulatorkonstanten Key = 3 V-2fpay =3 V71
. Interpretieren Sie die Ergebnisse.

(i) Wiederholen Sie die Versuche c) und d) mit der Modulatorkonstanten Kpy = 5 V- *ps =5V™H,
Interpretieren Sie die Ergebnisse.
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Besselfunktion erster Art n—ter Ordnung

T 1.0+~ |
Jm) 0.84
0.6

0.4
0.2-

3.2 Zusammenhang zwischen PM und FM

Voreinstellung: Taste F8 (Phase des Nachrichtensignals verdndern)
Geodffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal a{t} zwischen 0 und 0.5 ms,

Zeitsignal 2: Sendesignal = (£} zwischen 0 und 0.5 ms,
Zeigerdiagramm,
Ortskurve.

Wahlen Sie als Parametersatz 1 das Quellensignal g(t) = 0.8 V - cos(2m - 5 kHz - t — 60°)
gt} = 0.8V -cos(2m- 5kHz -t — 60°) ynd Frequenzmodulation (fr = 50 kHz, @r = 0°fr = 50 kHz |
Modulatorkonstante Ky = 90 kHz/VErzy = 90 kHz/V ).

a) Interpretieren Sie die Ortskurve.

b) Interpretieren Sie das Spektrum S} des FM-Signals.

c) Zeigen Sie, dass das FM-Signal mit einem idealen Frequenzdemodulator wieder vollsténdig rekon-
struiert werden kann.

(d) Wahlen Sie nun zur Demodulation den idealen Phasendemodulator. Welches Sinkensignal v(t)
ergibt sich nun. Begriinden Sie Ihre Antwort.
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(e) Welches Quellensignal (£} muss man bei Phasenmodulation mit Key = 3 V-2 Kz = 3V " wihlen,
damit sich genau das gleiche Sendesignal ergibt?

(f) Welches Quellensignal 3%} muss man bei Phasenmodulation mit Kz2s = 5 V™% wihlen, damit sich
genau das gleiche Sendesignal ergibt?

3.3 PM bei einer Summe harmonischer Schwingungen

Voreinstellung: Taste F9
Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal q{t} zwischen 0 und 0.5 ms,

Zeitsignal 2: Sendesignal = (£) zwischen 0 und 0.5 ms,

Spektrum 1: @UF) zwischen -20 kHz und 20 kHz,
Spektrum 2: S(F) zwischen -120 kHz und 120 kHz.

a) Wahlen Sie als Parametersatz 1 das Quellensignal gi(t) = 1 V - cos(2m - 5 kHz - )

g1{f) = 1V -cos(2m - 5kHz - T)sowie Phasenmodulation (fr = 50 kHz, ¢r = 0°). Die Modulator-
1

K W =
konstante sei Kpy = % FM ™ ¥ . Betrachten und beschreiben Sie das Sendesignal und dessen

Spektrum (analytisches Signal).

b) Waihlen Sie nun fiir den Parametersatz 2 die gleichen Einstellungen wie fir Satz 1, mit Ausnahme
des Quellensignals; dieses sei nun gi(t) = 05 V - cos(2m - 10 kHz - t - 90°)
gz(t) = 0.5V -cos(2m - 10kHz - £ —90%) 3150 sinusférmig. Betrachten Sie auch hier Zeitsignal und

Spektrum (analytisches Signal). Interpretation.
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c) Wiahlen Sie nun als Quellensignal die Addition der beiden Signale @1{t} und @z{f}. Betrachten Sie

das Zeitsignal st} und Spektrum 5() (analytisches Signal) des FM-Gesamtsignals. Welche Veran-
derungen gegeniber den urspriinglichen Signalen kdnnen Sie erkennen?

d) Zeigen Sie, dass auch dieses Signal richtig demoduliert werden kann.

(e) Geben Sie fiir diesen Fall das dquivalente Tiefpasssignal Srp(t) Ste{t}an.

(f) Geben Sie - ausgehend vom Ergebnis der letzten Teilfrage - eine prinzipielle Mdglichkeit zur Berech-

nung der Spektralfunktion 5(F) an.
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3.4 Bandbegrenzung bei Phasenmodulation

Voreinstellung: Taste F10

Geoffnete Fenster: Zeitsignal 1: Quellensignal q{t)} zwischen 0 und 0.5 ms,

Zeitsignal 2: Sinkensignal vit) zwischen 0 und 0.5 ms,
Spektrum 1: SUf) zwischen -120 kHz und 120 kHz,
Spektrum 2: RUf) zwischen -120 kHz und 120 kHz.
Wihlen Sie das Quellensignal g(t) = 1V - cos(2rt - 5 kHz - t)dztf) = 0.5V - cos(2m - 10kHz - £ — 907
gt} = 1V - cos(2m - 5kHz - ] sowie Phasenmodulation fr = 50 kHz, @ = 0°. Die Modulatorkonstante
3

.I[{ g = -
Sei KPM = % FM 1'-'F.

a) Wahlen Sie zunachst als Kanalmodell den idealen Kanal. Betrachten und beschreiben Sie die oben

angegebenen Signale und Spektren.

b) Wihlen Sie nun einen Bandpass mit der Mittenfrequenz far = 30 kHz ynd der Bandbreite
Afy = 35 kHz Af, = 35 kHz. Wie verandert sich dadurch das Sinkensignal 7{£}?

c) Wibhlen Sie nun fiir die Kanalbandbreite Afx = 25 kHz8f% = 25 kHz _ wije haben sich das Empfangs-

signal (£} und das Sinkensignal v(t) gegenlber b) verandert? Begriindung.
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d) Betrachten Sie fiir diese Einstellung auch die Ortskurve und das Zeigerdiagramm und interpretieren
Sie diese.

(e) Wie groR muss die Bandbreite &% mindestens sein, damit der Klirrfaktor & << 1% ist. Uberprifen
Sie dieses Ergebnis mit dem Programm.

Zur Durchfiihrung der weiteren Versuche sollte nun der Praktikumsrechner in einer Linux-Umgebung
(openSUSE) gestartet werden. Mit dem Linux-Betriebssystem wird nun im weiteren Verlauf mit der
Software ,GNU Radio” gearbeitet. Flr die folgenden Versuche ist es empfehlenswert, Kopfhorer an
den Rechner anzuschlieRen, damit man die Qualitdt der unterschiedlichen Audiosignale besser beur-
teilen kann.
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Obwohl sich der Inhalt dieses Praktikumsversuches in erster Linie auf die Winkelmodulation (WM) be-
zieht, werden sich ein paar Teilaufgaben mit der Amplitudenmodulation (vgl. AM-Versuchsanleitung)
beschaftigen, um die beiden analogen Modulationsverfahren (AM und WM) besser vergleichen zu kon-
nen.

Zur Durchfiihrung werden die Programme ,,AM-Receiver.grc” sowie ,,FM-Receiver.grc” benétigt. Im
Programm , AM-Receiver.grc” wird ein bereits durch das Programm ,AM-Transmitter.grc“ ZSB-
amplitudenmoduliertes Signal (ohne Trager) wieder demoduliert, im Programm ,FM-Receiver.grc” ein
durch das Programm ,,FM-Transmitter.grc” frequenzmoduliertes Signal.

Das dquivalente Tiefpasssignal des modulierten Sendesignal st} kannin »AM-Receiver.grc” bzw. ,,FM-
Receiver.grc” auf dem Kanal folgendermalien beeinflusst werden:

1, . )
rt) = E[e“"ﬁl_“'fl'” - s(t) 4 eller Tl o (e — )] + nlo) (52)
Phasenabweichung: @1 n(t)
alt) E(f)r Frequenzabweichung: fi *r‘(r) 1(8)
> —>

N =

{{o—>| Demodulator

—»| Modulator
LPhasenabweichung: Oz
-

Frequenzabweichung: J

asa

Zweiwegeempfang

|

TAibviAvraA~Aviine.

Folgende Parameter kénnen wahrend des Programmlaufs beliebig verdandert werden:

e Phasenverschiebung @1 bzw. @2 mit den Schiebereglern ,phase_shiftl” bzw. ,phase_shift2
(delayed Signal)“

e  Frequenzverschiebung f1 bzw. f2 mit den Schiebereglern , frequ_shiftl” bzw. ,frequ_shift2
(delayed Signal)“

e Llaufzeitverzégerung T in Samples (1 Sample entspricht 2.5 Hs ) mit dem Schieberegler
»time_delay”

e  Amplitude des Rauschsignals nit} mit »,hoise_amp“

Wird fiir ein T von 0 Samples bei €1 und @z bzw. f1 und fz derselbe von Null abweichende Wert
eingestellt, entspricht dies einer konstanten Phasen- bzw. Frequenzverschiebung des gesamten Sen-
designals (kein Zweiwegeempfang).

Die Simulation kann gestartet werden, indem man den Button ,execute the flowgraph“ (Rakete) beta-
tigt. Ist das Audiofile fertig abgespielt, wird die Simulation automatisch beendet und muss neu gestar-
tet werden, indem man das offene Simulationsfenster schlieBt und erneut auf den Button , execute
the flowgraph“ klickt. Die Simulation kann jederzeit mit der Schaltflache , kill the flowgraph” beendet
werden.
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3.5 Einfluss von Phasen- und Frequenzabweichungen

AM (Programm: ,AM-Receiver.grc“):

a) Skizzieren Sie das Betragsspektrum des dquivalenten Tiefpasssignals der empfangenen Modu-lati-

onsschwingung r{(t) (AM-Signal) sowie des Stereo-MPX-Signals am Demodulatorausgang. Wo be-

findet sich das Summensignal, wo das Differenzensignal und wo der Pilotton? Um die Spektren in

Echtzeit beobachten zu kdnnen muss die Simulation mit der Schaltflache , execute the flowgraph”

gestartet werden.

Amplitucle (dB)

-80 -60 -40 -20 0
Frequency (kHz)

20

40

60

80 B

40 500
Frecuency (kHz)

G0 70 a0

b) Nun soll der Einfluss einer Phasenabweichung auf das demodulierte Signal bei AM Uberpriift wer-

den. Starten Sie dazu die Simulation und stellen Sie fir ¥1 (phase_shiftl) und ¥z (phase_shift2

(delayed signal)) jeweils die unten angegebenen Werte ein (auf vier Nachkommastellen genau).
Betrachten Sie dabei das Spektrum des Stereo-MPX-Signals und lesen Sie den Betrag der Amplitude

des Pilottons ab. Wie hoch ist die “Spitze” des Pilottons in dB ? Beschreiben Sie in Kurzform, was

Sie jeweils horen.

Hinweis: Zum besseren Ablesen ist es sinnvoll, den Parameter ,,Set dB/div” auf 5dB/div einzustellen.

a0

T

A

$1 ;5 =07854 | - =15708 n=3.1416 n
() E E T 0
4 2

Amplitude des
Pilottons in dB

Horbare Aus-
wirkung auf
das Audio-sig-
nal

c) Stellen Sie nun eine Frequenzabweichung ein, indem Sie bei @1 = @1 =0 @1 = @2 =0 fir f1

(frequ_shiftl) und /z (frequ_shift2 (delayed Signal)) denselben von 0 abweichenden Wert (z.B.

50 Hz ) einstellen. Wie verindert sich dadurch die Qualitit des Signals am Demodulatorausgang

(lineare oder nichtlineare Verzerrungen)?




Amplitude (dB)

-100
-110
-120
-130
-140
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d)
weicht (Dopplerspreizung)? Ergeben sich dadurch lineare oder nichtlineare Verzerrungen? Interpre-

Was passiert, wenn die Frequenz f1 um einen sehr kleinen Wert (z.B. 1 Hz) von fz = 0 Hz ap-

tation.

FM (Programm: ,,FM-Receiver.grc“):

Hinweis: Die Erkenntnisse der folgenden Teilaufgaben sind jeweils mit den Ergebnissen bei AM zu
vergleichen.

e) Skizzieren Sie das Betragsspektrum des dquivalenten Tiefpasssignals der empfangenen Modulati-
onsschwingung (FM-Signal) sowie des Stereo-MPX-Signals am Demodulatorausgang. Um die Spek-
tren in Echtzeit beobachten zu kénnen, muss wieder vorher die Simulation gestartet werden.

-10

-30
-40

-60
=70
-80
-90

Amplitude (dB)

-200

-150 -50 0 150 ] 30 40 50 &0 7n al
Frequency (kHz)

Frequency (kHz)

50 100

f) Nun soll der Einfluss einer Phasenabweichung auf das demodulierte Signal bei FM Gberprift wer-
den. Starten Sie dazu die Simulation und stellen Sie fir 1 (phase_shiftl) und ¥z (phase_shift2
(delayed signal)) jeweils die unten angegebenen Werte ein (auf vier Nachkommastellen genau).

Betrachten Sie dabei das Spektrum des Stereo-MPX-Signals und lesen Sie den Betrag der Amplitude

des Pilottons ab. Wie hoch ist die “Spitze” des Pilottons in @B ? Beschreiben Sie, was Sie jeweils
horen.

Wie verandert sich das Spektrum des FM-Signals, flir einen Zweiwegeempfang mit zwei voneinan-
der abweichenden Phasenwinkeln (letzte Spalte der Tabelle)?

an

T s -
1 0 7=07854 | —=15708 | 7=31416 n
®2 0 T T s 0
4 2

Amplitude des
Pilottons in dB

Horbare Aus-
wirkung auf
das Audio-sig-
nal
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(g) Bewegen Sie den Schieberegler fir ¥1 mit der Maus standig hin und her (Simulation von Phasen-
rauschen). Ergeben sich im demodulierten Signal dadurch lineare oder nichtlineare Verzerrungen?
Interpretation.

h) Stellen Sie nun eine Frequenzabweichung ein, indem Sie bei @1 = ¥z =0 =@, =0 fur /1 und /2

denselben von 0 abweichenden Wert (z.B. 1 kHz ) einstellen. Ist dadurch eine Qualitatsverschlech-
terung des Signals am Demodulatorausgang hérbar?

Wie verdndert sich der Gleichanteil des Stereo-MPX-Signals (Signal am Demodulatorausgang) wenn

Sie eine Frequenzabweichung von 20 kHz einstellen?

i) Was passiert, wenn die Frequenz f1 um einen kleinen Wert (z.B. 50 Hz) von fz = 0 Hz apweicht
(Dopplerspreizung)? Ergeben sich dadurch lineare oder nichtlineare Verzerrungen? Interpretation.

Vergleich von AM und FM:

j) Inder unten angefiligten Tabelle sind nun die Folgen, die sich bei den jeweiligen Stérungen fir ZSB-
AM sowie FM im Ausgangssignal ergeben, einzutragen.

Zusammenfassung:

Phasenabweichung Frequenzabweichung Dopplerspreizung

ZSB-AM

FM
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3.6 Einfluss von Rauschstorungen bei FM

Bei den folgenden Versuchen soll der Einfluss von Rauschen auf das Modulationssignal untersucht
werden. Um eine Aussage Uber die Qualitdt des Modulationssignals sowie des Ausgangssignals machen
zu konnen, werden das Ausgangs-SNR (SNR_NF), sowie das Kanal-SNR (SNR_HF) wahrend der Simula-
tion gemessen und angezeigt. Die Abkirzung SNR steht dabei fiir Signal-to-Noise Ratio und gibt das
Signal- zu Storleistungsverhaltnis an. Dieses wird, wie der Name schon sagt, aus der Signalleistung Pnut;
und der Rauschleistung Prausch berechnet (vgl. hierzu Gl. (41)).

a) Mit dem Regler fur die Rauschsignalamplitude (noise_amp) kann das Kanal-SNR eingestellt werden.
Wie grol8 sind jeweils ungefdhr das Ausgangs-SNR (SNR_NF) sowie die Qualitatsverbesserung
AQrr AQrw fur die unten angegebenen Signal- zu Storleistungsverhiltnisse? Interpretation.

SNR_HF SNR_NF AQem
30 dB
20dB
10 dB

b) Stellen Sie ein Kanal-SNR von ca. 3 9B ein. Welche Verinderung in der Signalqualitit ist hérbar,

wenn Sie nun von Stereo- auf Mono-Empfang umschalten (d. h. nur das (L+R] -Signal wird zum
Ausgang durchgelassen). Interpretation.

c) Bei FM ergibt sich ab einem gewissen Schwellwert ein rapider Einbruch des Ausgangs-SNR (siehe
Abbildung 10). In dieser Simulationssoftware wird zur Demodulation ein sogenannter Delay-line
basierter Demodulator verwendet, auf dessen genaue Funktionsweise nicht ndher eingegangen
werden soll. Wo befindet sich der Schwellwert im Simulationsprogramm ungefahr?

Ist das Schwellwertverhalten des hier verwendeten Demodulators besser oder schlechter als das
eines konventionellen Demodulators (vgl. Abbildung 10)? Begriindung.
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3.7 Zweiwegeempfang

a) Starten Sie die Simulation im Programm ,,FM-Receiver.grc” und untersuchen Sie den Einfluss einer
Laufzeitverzogerung T , indem Sie unterschiedliche Werte bei ,time_delay” einstellen. Ab welcher

Verzogerungszeit (1 Sample = 2.5 Hs ) ergeben sich horbare Storungen im Ausgangssignal?

b) Bei welchen Frequenzen ergeben sich destruktive Interferenzen im Spektrum des FM-Signals, wenn

eine Laufzeitverzdgerung von 20 Us  (entspricht 8 Samples) eigestellt wird?

c) Welcher Effekt ist im FM-Signal erkennbar, wenn man zusatzlich zu einer Laufzeitverzogerung von

20 us noch eine Phasenabweichung einstellt, indem man ¥1 variiert?

(d) An welcher Position auf der Frequenzachse des FM-Signals macht sich eine destruktive Interferenz
besonders negativ bemerkbar? Interpretation.
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4 Musterlosungen der Vorbereitungsfragen

4.1 Frequenzmodulation

Kewd_ 6283V 7's1.6V __
a) wy  2m-2-103s1

b) s{t) = &-coslwr - £+ n-sinlwy -0, 5. (t) = §. gilortensinloy-th)

Ortskurve ist ein Kreisbogen zwischen 171.9° (3 rad) und -171.9° (-3 rad).

- Ao )
C) .ﬂ.m,ncx = HF.‘-'.’ g =Ny =y = 3?'3'3(]5'1 [ ﬂﬁ“c.« = 2.._;1.'.'.« = Nrp 'ﬁ".'.' = 6 kH=z
—  Augenblicksfrequenz: 14 kHz < fa(t) < 26 kHz. 14 kHz = f,(t)} = 26 kHz
Nach Gl. (14) ist der zeitliche Verlauf der Augenblicksfrequenz cosinusférmig. Zur Zeitt =0 und
allen Vielfachen der Periodendauer To besitzt die Augenblicksfrequenz den maximalen Wert (
Ty
= 2'5 ]'{HZ \ haoi ? Aan NMinimalwart (= 14 ]'{HZ \
S
. uy 0.486 0.486 y =13
b A o B L=
().339 _ _
0.309
cet (.132 0.132
0.011 0.043 .011
AN | L 1 AN » £
L v I T T I ST T - f
0043 12 1 16 IR F 22 24 26 28 30 32kHz
20309 ‘ -().260)
—).339

e) Es gilt nun 7 =1 = 1: Die Ortskurve ist hier ein Kreisbogen mit £1rad (entsprechend + 57.3°
1£57.3% ); das Spektrum ist weniger weit ausgebreitet als bei 7 = 3 . Die Augenblicksfrequenz kann

Werte zwischen 18 und 22 kHz annehmen.

f) Aufgrund der niederfrequenteren Eingangsschwingung gilt nun 7 =2 (Kurve C) bzw. 7 =6
(Kurve D). Der Frequenzhub Afmax = 1) - fv &fmax = 7= fx bleibt gleich. Die Augenblicksfrequenz
schwankt jedoch langsamer als bei den Signalen gemaR den Kurven A bzw. B.

4.2 Bandbreite von FM-Signalen

. ﬂfm x
BHF =2- f:‘«.-'.mc.x b (’r} +1), ﬂﬁncx =n- ﬁ‘-.-'.mn:.x n= —=

a) Nyomax

[y
f..c.« + 1) =2- {ﬂf;.v!c.x + f:‘\-'.mc.x}

( B'—”—' =2 ﬁ‘-.-'.mc.x‘ - (f

Nymax
Monoiibertragung: Byr = 2-(Afae + Byrarono) = 2 - (75 kHz + 15 kHz) = 180 kHz
Stereoitbertragung: Byr = 2 - (Afax + Birseereo) = 2+ (75 kHz + 53 kHz) = 256 kHz
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Hinweis: In der Praxis findet beim UKW-Rundfunk meist das Stereo-System Anwendung. Das heif3t,
das komplette Stereo-MPX-Signal wird (ibertragen. Bei Monoempfang wird dann im Empfanger ein-
fach das demodulierte Signal (zuriickgewonnenes Stereo-Multiplex-Signal) tiefpassgefiltert.

_ 3 z _ ﬂ‘f;r!:.x
b) Bry =10- ]E(E' n )dB; L —
Af,, 3 (75 kHz\*
(AQsy = 10- ]g( f “* ) 10-1g(§-(53—kH2) )dB =478 dB
N,max

o) Burmin = 2 (Bfimax + fy,maz) = 2- (100 kHz + 53 kHz) = 306 kHz

Af o 3 /100 kHz\® _
AQzy; = 10- ]g( (ff ) )dB = m']g(i'(WHz) )dB — 773 dB
iV, TREX F

Bei FM kann die Qualitat der Ubertragung in Bezug auf die Rauschempfindlichkeit verbessert wer-

den, indem man mehr Bandbreite spendiert. Es muss also immer ein Kompromiss gefunden werden
zwischen Ubertragungsqualitit und Bandbreiteneffizienz.

4.3 Einfluss von Rauschstorungen

P - -
) Q,=10- ]g( 7 ) mit Pr =a*-P; und a=107" (entsprechend 140 dB)
a Vo'lw
107104 W
. =10-1 = 10-12(104) = 40 dB
(Q. g(m-iﬂ W/Hz- 104 Hz) g(10%

1 - =0
b) SNR wird um Faktor 1+ %z 9 +m‘ geringer: Q, = (40 - 10 - Ig(9))dB = 30.5 dB.

Q,=1(40 — 10-1g(9))dB = 30.5dB
ZSB-AM mit Trager verschlechtert die Ubertragungsqualitit gegeniiber ZSB-AM ohne Triger, wenn

man von konstanter Sendeleistung ausgeht. Der einzige Grund fiir deren Einsatz ist die dadurch
geschaffene Moglichkeit, beim Empfanger einen Hillkurvenempfanger einsetzen zu kbnnen.

¢) Man misste die Sendeleistung um 25 dB | also um den Faktor 9 erhdhen: Ps = 90 kW.
P = 90 kW

Modulati ind _ 'ﬂ'ﬁ?’!c;; _ 50 kHz .
d) odulationsindex: 1 = f}_'_-lmc_x = 10 kHz =

- ﬂ: . P5 3 -
0, ==-h*"—-4— Al = M — AM —tem — 10-1 (—'T“)
T 2 TNy Frmax ( @ =Qru — Qarm 8 2

(AQ =10-1g(37.5) = 15.7dB ( @, = (40 + 15.74)dB = 55.74 dB

)

e) Bei PM ist das S/N-Verhiltnis um den Faktor 3 (d.h. 4.77 dB) kleiner als bei FM. Daraus folgt:
Q. =50597dB Q,=50.97dB.Um gleiches S/N-Verhaltnis zu erhalten, muss man " um den Faktor
V3 erhohen: 1 ¥ 8.66 = g 66.
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4.4 Mehrwegeausbreitung

Tm = —
a) Co
I 3km
(7 cg 3-10% m/s He
I 3.3 km
(1 == = 11ps

Ty 3-10%m/s

b)

M

z Ty E‘j?.‘r?n'-_,‘ — ln—s(e—j'i.‘r_.r.‘ll} nE oy E-j-:.'r_.r.‘l‘l |.|5} =1075. E—j-:_-r_f-il}E us (Ej.g_-r_f.c._; us 4 E—j'i.'r_.‘-C'E “5}

m=1

H({f)

Betragsquadrat: |[H{f)I* = 4-107%° - cos*(27f - 0.5 us)

c) Im Modulationssignal ergeben sich konstruktive und destruktive Interferenzen.

Laufzeitspreizung: T; =17, — 73, =11 ps — 10 ps =1 us

1
Kohdrenzbandbreite: 5 = — =1MHz

T, 1-10°s

= Die destruktiven Interferenzen haben auf der Frequenzachse einen Abstand von 1 MHz |

d) Bei AM fiihren lineare Verzerrungen auf dem Kanal auch zu linearen Verzerrungen am Demodula-
torausgang. Konstruktive bzw. destruktive Interferenzen sind nichts weiter als Dampfungen bzw.
Verstarkungen bestimmter Frequenzanteile des Modulationssignals (lineare Verzerrungen). Somit
wird das Ausgangssignal bei AM ebenfalls linear verzerrt.

Bei FM flihren die linearen Verzerrungen der Modulationsschwingung auf dem Kanal zu nichtlinea-
ren Verzerrungen am Ausgang des Demodulators.
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5 Musterlosungen der Versuchsdurchfiihrung
5.1 Phasenmodulation

1
n=FHKpy-d=—-08Vv=08
a) | pr A=y
b) Man erkennt die Phasenabweichungen des modulierten Signals s(t) gegeniber z(t) st q(f)
positiv, so kommen die Nulldurchgénge von S{t) friiher als die von Z{t) Dagegen ist bei Lt/ < 0

die Phase ®{J ebenfalls negativ und S ist gegeniiber Z{f} nachlaufend.

c) Das Spektrum 5(f) setzt sich aus (komplexen) Bessellinien zusammen. Diese liegen um Vielfache
von/x = 2 kHz vonderTragerfrequenz /T = 50 kHz entfernt. Der Betrag der Bessellinien ergibt

-

5
sich aus den Besselfunktionen J,(n = 0.8)1: (1 = 0.8} multipliziert mit 2:

Jo(0.8) = 0.846; J,(0.8) = 0.368; ];(0.8) = 0.076; [;(0.8) = 0.010

Alle anderen Linien sind kleiner als 0.001. Entgegen der Konstellation in Abschnitt 1.1.6 sind die
Bessellinien komplex (da hier das Nachrichtensignal ein Cosinussignal ist).

d) Bei idealer PM mit dem Modulationsindex 1 = 0.8 st die Ortskurve ein Kreisbogen, der einen

Winkel von £0.8 rad (entspricht ca. £45° ) einnimmt. Bei der Ortskurvenberechnung ergibt sich
dieser Kreisbogen tatsachlich, wenn die verschiedenen Bessellinien (ein Trager, 3 OSB-Zeiger und 3

USB-Zeiger) entsprechend ihren Kreisfrequenzen rotieren. Die Betragsfunktion aft} ist konstant

gleich 1 und die Phasenfunktion @{£}(t) proportional zu 9.

Im Zeigerdiagramm dreht sich der in der Ortskurve dargestellte Zeigerverbund zusatzlich mit der
Trager(kreis)frequenz. Der Realteil hiervon ist das reelle Sendesignal s(t). Die maximale

Abweichung der Nulldurchginge im Sendesignal S{£} gegeniiber der Sollage von Z{} betragt

0.8
+—=4127% 0.8 . ) .
2w + P +12.7% der Periodendauer des Tragersignals.

e) Das Differenzsignal v(t) — g(t) L2} — {tdist hier identisch Null.

(f) Der Phasenverlauf @(t) der Ortskurve verindert sich entsprechend dem Nachrichtensignal g(f),
damit kommt es auch zu einer Verschiebung der Nulldurchgange.

g) Die Hullkurve alt] ist nun nur mehr ndherungsweise konstant, der Phasenverlauf @t nicht mehr
exakt gleich dem Nachrichtensignal. Auch bei idealer Phasendemodulation verbleibt ein gewisser
Fehler (nichtlineare Verzerrungen).

h) Bei fiem =3 st der Phasenhub dreimal so groB. Es ergibt sich ein breiteres Spektrum. Die

Spektrallinie bei der Tragerfrequenz ist sehr klein, da Jo(2.4) Jo{2.%) ungefahr Null ist. Der ideale
Phasen-demodulator kann auch dieses Signal rekonstruieren.
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(i) Der Phasenhub ist nun so groR, dass die Nulldurchgdnge von den Solllagen um mehr als eine
Tragersymboldauer abweichen. Da so die Phase gréRer als £T sein kann, ist auch der ideale
Phasendemodulator tberfordert. Mit PLL kann dagegen weiterhin verzerrungsfrei demoduliert

werden.
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5.2 Zusammenhang zwischen PM und FM

a) Mit den angegebenen Werten berechnet sich der Modulationsindex zu

Ky -4 90kHz/V-08V
n = —— - = 2.3

=" 27 - 5 kHz

e

Dies erkennt man an der Ortskurve, die einen Kreisbogen mit den Phasenwinkeln zwischen 131.8°
und —131.8% peschreibt. Der Betrag der Ortskurve ist konstant, die Phasenfunktion verliuft exakt

entsprechend dem Nachrichtensignal 9t}

b) Die Frequenzmodulation dieses Signals fihrt zu einem komplexen Besselspektrum, wobei die

einzelnen Bessellinien entsprechend I=(2.3] gewichtet sind. Der Anteil bei /7 = 30 kHz jst

aufgrund des gewihlten Modulationsindex (7 = 2.3 ) relativ klein, da Jo(2.3) = 0 Ja{2.3] % 0 jst,

c) Verzerrungsfreie Demodulation: gtt) = v{£},
(d) Der ideale FM-Demodulator ist gleich dem idealen PM-Demodulator und anschlieBendem
Differentiationsglied. Verwendet man anstelle des FM-Demodulators einen PM-Demodulator, so

ist das Sinkensignal r(t) proportional dem integrierten Quellensignal:

v(t) = K- 0.8- | cos(2m - fiy - £ — 60°)dt

—sinf2T-fy -t —60°) = K - —

=K-
2T }c:'\.' 2m- ﬁ'\.‘

cos{2m - fiy - t — 150°).

Die Konstante K bericksichtigt, dass Kean und Kra unterschiedliche Einheiten aufweisen. Mit
3141

kHz K = % ist die Amplitude des Ausgangssignals wieder 0.8 V

(e) Der ideale Frequenzmodulator setzt sich aus einem Integrator und einem idealen Phasenmodula-
tor zusammen. Wahlt man als Eingangssignal der PM das integrierte Signal des FM-Modulators, so
ergibt sich das gleiche Sendesignal: ¢g(t) = 0.8V - cos(2m - fy - t - 150°
g(t} =08V -cos(27- fyy -t — 150°)

90 kHz/V 3

Dies erkennt man auch an der Ortskurve. Wegen ——— ~ —
2m-5kHz v

90 kHz/V _ 3

27-5 kHz ?passen bei der Nachrichtenfrequenz 2 kHz die Modulatorkonstanten Kmy = 90
3

kHz/V Krae = 90 kKHz/V ynd Kpy, = %KF” TV naherungsweise zusammen.

N 3
Kpy = E

(f) Um gleiches Sendesignal st} mit der Phasenmodulatorkonstante zu erreichen, muss

man die Amplitude des Nachrichtensignals um den Faktor 0.6 vermindern:

g(t) = 048 V- cos(2m - fiy - t — 150°).
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5.3 PM bei einer Summe harmonischer Schwingungen

a) Das Spektrum S(FY pesitzt komplexe diskrete Linien um die Tragerfrequenz /7 und in Abstinden
von 2 kHz davon entfernt. Die Impulsgewichte ergeben sich aus den Besselfunktionen mit dem

Modulationsindex 77 = 1 | Bei negativen Frequenzen sind die Linien hierzu konjugiert komplex.

Frequenz in kHz: 35 40 45 50 55 60 65

Gewicht beim analy- ) . . .
-j0.020 -0.115 j-0.440 0.765 j-0.440 -0.115  -j0.020

tischen Signals:

b) Wegen” = 0.5 ergibt sich ein Spektrum mit weniger Spektrallinien (im Abstand 10 kHz ). Dieses
Spektrum ist rein reell, da es sich um die PM einer Sinusfunktion handelt.

Frequenz in kHz: 20 30 40 50 60 70 80

Gewicht beim analy-
tischen Signals:

-0.003 0.031 -0.242 0.938 0.242 0.031 0.003

¢) Da nun die Grundfrequenz wie unter Punkt a) wieder 5 kHz jst, betragt der Abstand der einzelnen
Spektrallinien wieder > kHz | pa sich nun q(t)’%"':f]' aus der Summe zweier harmonischer
Schwingungen zusammensetzt, unterscheiden sich die Spektrallinien oberhalb und unterhalb der
Tragerfrequenz nicht nur durch die Phase, sondern auch durch den Betrag:

Frequenz in kHz: 25 30 35 40 45 50

Gewicht beim analy-

. . j-0.017 0.054 -j0.111  -0.296 j-0.301 0.718
tischen Signal:

Frequenz in kHz: 55 60 65 70 75

Gewicht beim analy- . )
. . j0.524 0.073 j-0.102 - 0.002 j-0.010
tischen Signal:

d) Mit Hilfe des idealen FM-Demodulators ldsst sich das Quellensignal wieder herstellen. Das
Differenzspektrum V(f) — Q(f) Vif) =@ sowie das Differenzsignal v(t) — q(t) vit) — glfdsind

jeweils Null.

(e) Die Winkelfunktion beinhaltet jetzt auBer der Tragerfrequenz noch 2 Anteile. Deshalb gilt auch fiir
das aquivalente Tiefpasssignal mit der Amplitude 1:

spp(t) = eilircos(uyt)nzsin(uz )
(f) Dieses aquivalente Tiefpasssignal kann wie folgt umgeformt werden:

spp(t) = elreosieyt) , ginzsnluzt)
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Im Zeitbereich ergibt sich also die Multiplikation der beiden Signalanteile. Daraus folgt: Das
Spektrum kann durch die Faltung der beiden Spektralanteile von a) und b) berechnet werden. Damit
ergeben sich genau die Frequenzen und Amplituden nach Punkt c).

5.4 Bandbegrenzung bei Phasenmodulation

a) Bei gegebenem Modulationsindex (7 = 3 ) reicht S{f} etwa von 20 kHz pjs 80 kHz | Es ist ein

Bessel-spektrum im Abstand 5 kHz _ Da der Kanal ideal ist, gilt R(f) = 5{f) und vt} = gt} d.h.
es treten keine linearen Verzerrungen auf; die Ortskurve ist ein Kreisbogen.

b) Es bleiben im Spektrum R{f) nur die diskreten Anteile zwischen 35 und 65 kHz _ Das Signal 7(t}
beinhaltet neben der gewlinschten Cosinusschwingung mit der Frequenz 5kHz auch Oberwellen

(Harmonische). Diese erkennt man auch im Spektrum V),

Frequenz Gewicht
+ 5 kHz 0.485
+ 15 kHz 0.023
+ 25 kHz 0.017

Der Klirrfaktor betragt £ ~ 6% .

c) Es bleiben im Spektrum RUf) nur die diskreten Spektralanteile zwischen 40 kHz ynd 60 kHz

Frequenz Gewicht
+ 5 kHz 0.445

+ 15 kHz 0.028

+ 25 kHz -0.046

Der Klirrfaktor erhdht sich auf K= 12% _ wie bei Punkt b) sind auch hier die nichtlinearen Ver-
zerrungen von ungerader Ordnung: K; = Ks=...=0. K2 =Ky =...=10

d) Beider gewahlten Einstellung besteht das Empfangsspektrum R{f) nicht mehr aus unendlich vielen

~

Bessellinien, sondern nur noch aus den Linien:

Io(n =3)=—-0.130,
|1(3} =j- 017 = |—1(3}-
1203} = —0.243 = ]_;(3)

Deshalb drehen im Zeigerdiagramm nicht mehr unendlich viele Zeiger, sondern nur mehr 2 . Die
Ortskurve ist jetzt kein Kreisbogen mehr, sondern ein Parabelabschnitt.

(e) Die Bandbreite Bx muss nach Gl. (38) etwa 50 kHz sein. Fir die Spektrallinien des Sinkensignals
gilt dann:

Frequenz Gewicht
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0

-10

-20

-30

-40

-50

-60

-70

-80

-80

+ 5 kHz 0.5

+ 15 kHz 0.001
+ 25 kHz - 0.002
* 35 kHz -0.001

Damit ergibt sich der Klirrfaktor zu £ = 0.5%

5.5 Einfluss von Phasen- und Frequenzabweichungen

c) Die Horqualitat verschlechtert sich enorm. Die nichtlinearen Verzerrungen auf dem Kanal (Fre-

qguenzverschiebung) fiihren zu nichtlinearen Verzerrungen am Demodulatorausgang.

d) Man hort, dass das Signal standig leiser und wieder lauter wird. Diese Tatsache l&sst sich durch die
Schwebung (siehe Abbildung) erklaren.

a)
AM_Signal [FFT] Stereo_MPX_Signal
0
-10
-0
USB | OSB . Pilotton
é’ -50
g -60
-70
-80
LR (L—R)
100 -80 -60 -10 -20 0 20 40 60 30 o 10 20 30 40 50 80 70 30 80
Frequency (kHz) Frequency (kHz)
b)
P1 0 T T n n
4 2
P2 0 T r T 0
4 2
Ampli
mplitude des |, - g -19dB - 120 dB - 16 dB - 120 dB
Pilottons in dB
Horbare Aus-
wirkung auf | normale Laut- etwas leiser nicht mehr normale nicht mehr
das Audiosig- stdrke zu héren Lautstdrke zu héren
nal




Amplitude (dB)
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- . ]
: N anft Aaa it
= Friy vy =gl 1] " IRTATEGSA AT i
- hl N ) S B
e) FM_Signal [FFT] Stereo_MPX_Signal
0 0
-10 -10
-20
.30 -20
_40 -30
-50 -
-60 % 40
-70 g -50
b
-100 -70
-110 -80
-120
130 90
7”-0200 -150 -100 -50 0 a0 100 150 -1000 10 20 30 40 50 60 70 80
Frequency (kHz) Frequency (kHz)
f)
¢1 0 T T n n
4 2
P2 0 T T T 0
4 2
Ampli
mplitude des | -, ¢ 5 16 dB -16dB -16dB -16dB
Pilottons in dB
Horbare Aus-
wirkung auf | normale Laut- normale normale normale Rauschen
das Audiosig- stdrke Lautstdrke Lautstdrke Lautstdrke | kommt durch
nal
Fir @1 = T gund @1 = 0 kann man im Spektrum beobachten, dass der Betrag der Amplitude des

FM-Signals insgesamt kleiner wird. Dies ist dadurch zu erklaren, weil sich in Gl. (52) einmal der Vor-
faktor e/0 =1 € =1 ynd einmal der Vorfaktor e/™ = —1 €™ = —1 ergibt. Da sich die

Amplitude des Rauschsignals nicht andert, kommt nun Rauschen durch.
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(g) Man kann ein storendes Knacken im Audiosignal vernehmen (nichtlineare Verzerrungen). Dies ist

h)

j)

darauf zurickzufiihren, dass die Information (iber das Quellensignal gt} in der Phasenanderung
der Modulationsschwingung steckt. Durch das standige Verandern der Phase kann das Quellesignal
nicht mehr stérungsfrei zuriickgewonnen werden.

Verschiebt man das Spektrum des Modulationssignals auf der Frequenzachse, kann man im de-
modulierten Signal einen erhdhten Gleichanteil registrieren, der aber nicht hérbar ist.

Erst wenn die Frequenzverschiebung so grol8 wird, dass sich die Bandbegrenzung bemerkbar macht,
ist auch ein Qualitatsverlust im Ausgangssignal zu vernehmen.

Da die Phasenveridnderung eines bestimmten Frequenzanteiles bei der Uberlagerung mit dem fre-
guenzverschobenen Spektrum stark beeinflusst und gestért wird, ergeben sich am Demodula-tor-

ausgang fur (£} starke nichtlineare Verzerrungen.

Phasenabweichung Frequenzabweichung Dopplerspreizung
ZSB-AM Ddmpfung nichtlineare Verzerrungen Schwebung
FM keine Beeinflussung erhéhter Gleichanteil nichtlineare Verzerrungen

5.6 Einfluss von Rauschstérungen bei FM

a)

b)

SNR_HF SNR_NF AQFm
30dB ca.35dB ca.5dB
20dB ca.25dB | ca.5dB
10dB ca.15dB ca.5dB

Man kann beim Vergleich des Signal- zu Storleistungsverhéltnisses am Demodulatorausgang mit
dem am Ubertragungskanal feststellen, dass ein Gewinn erzielt wird. Dieser ist umso groRer, je

groRer die zur Verfligung gestellte Bandbreite und somit der Frequenzhub Af e ist.

In Bezug auf das additive Rauschen ist die Horqualitdt bei Monoempfang deutlich besser als bei
Stereoempfang. Dies liegt daran, dass bei FM das Rauschleistungsdichtespektrum am Ausgang des
Demodulators quadratisch mit der Frequenz ansteigt (siehe Abbildung). Das bedeutet, dass die ho-
heren Frequenzen viel starker durch Rauschen beeinflusst werden als die niedrigen. Da bei Mono-
Empfang nur die Frequenzen zwischen 0 und 15 kHz relevant sind, ist auch der Stéreinfluss durch
Rauschen in diesem Fall viel geringer.

Rauschleistungs-
dichte
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c)

Der FM-Knick befindet sich bei ca. 3 dB . Das Schwellwertverhalten eines Delay-line basierten De-
modulators ist besser als das eines konventionellen Demodulators, weil sich die Schwelle weiter
links als in Abb. 10 befindet.

5.7 Zweiwegeempfang

a)

b)

d)

15 us

Ab einer Laufzeitverzégerung von (2 6 Samples) ist eine negative Beeinflussung des Aus-

gangssignals 7{£} hérbar.

Es ergeben sich destruktive Interferenzen bei +25 kHz, +75 kHz, ... =25 kHz, £75 kHz, ... | Dje Ko-
1 1
. . By=— =— =50 kHz

harenzbandbreite be-tragt: By = =50 kHz. ¥ s 20-107%s

Ty  201076s

Durch eine zusatzliche Phasenverschiebung eines der beiden (iberlagerten Signale des Modulati-

onssignals (£} verschiebt sich die Position der destruktiven Interferenzen auf der Frequenzachse.
Der Abstand zwischen den Einbriichen (Kohdrenzbandbreite) aber bleibt unverandert. Sind die In-
terferenzen nicht mehr symmetrisch zur Tragerfrequenz, ergeben sich massivere Storungen, weil
sich dadurch ein Einbruch relativ nahe an der Tragerfrequenz befinden kann.

Besonders negativ bemerkbar macht sich eine destruktive Interferenz, wenn Sie sich in der Mitte
des Modulationssignals T{£) pefindet (Tragerfrequenz, beim &aquivalenten Tiefpasssignal ent-

spricht dies 0 Hz ). Dies liegt daran, dass die Bessellinien bei den niedrigeren Frequenzen am héchs-
ten sind und somit den gréBten Einfluss auf die resultierende Ortskurve des Modulations-signals
haben.
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Vorbemerkungen:
Dieser Versuch behandelt die Digitalsignallbertragung. Zunachst werden die Bitfehlerwahrscheinlich-

keit und die Bitfehlerquote als die wichtigsten Beurteilungskriterien von Digitalsystemen definiert. An-
schlielend wird die Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei einem durch GauRsches Rauschen gestorten bina-
ren oder mehrstufigen Digitalsignal berechnet und der optimale sowie ein suboptimaler Binarempfan-
ger beschrieben. AbschlieBend werden die ASK (Amplitude Shift Keying), die PSK (Phase Shift Keying)
und die QAM (Quadratur-AM) als Beispiele digitaler Tragerfrequenzsysteme behandelt.

Zur Vorbereitung sollten Sie die theoretischen Grundlagen der folgenden acht Kapitel durcharbeiten
und die mit "V" gekennzeichneten Vorbereitungsfragen beantworten.

Literaturhinweise:

[1] Hanik N.: "Nachrichtentechnik 1 (LB)".

[2] Hanik N. : "Nachrichtentechnik 2 (LB)".

[3] Séder, G.: "Modellierung, Simulation und Optimierung von Nachrichtensystemen". Berlin: Sprin-
ger-Verlag, 1993.

Hinweise zur Programmbedienung:

Der Versuch basiert auf dem Lehrsoftware-Programmpaket LNTsim. Die Dateneingabe erfolgt weitge-
hend meni- und mausgesteuert, wobei standardmaRig die linke Maustaste zu betéatigen ist. Durch
Dricken der rechten Maustaste wird dagegen meist ein Eingabefenster getffnet, das die Parameter-
werteingabe per Tastatur erlaubt.

Fiir die Versuchsdurchfiihrung werden keinerlei programmiertechnische, sondern lediglich einige ma-
thematische sowie nachrichtentechnische Grundkenntnisse vorausgesetzt. Ansonsten genligt diese
Anleitung. Fir den Versuch bendétigen Sie die Menilipunkte

e Fehlerwahrscheinlichkeit (abgekiirzt fwk),

e Digitale Basisbandiibertragung (abgekiirzt bas),

e Digitale Modulationsverfahren (abgekiirzt dmv) und
e Phase Shift Keying (abgekiirzt psk).

Hinweise zum Lerntutorial LNTwww:

Die Anleitung ist zur Versuchsvorbereitung ausreichend. Mehr Informationen zum Thema finden Sie in
den Kapiteln 1 und 3 des LNTwww-Buches Digitalsignaliibertragung und im Kapitel 4 des Buches Mo-
dulationsverfahren. Dort finden Sie auch einige passende Lernvideos (LV) und interaktive Multi-media-
Elemente (IM):

e Der AWGN-Kanal (LV, 3-teilig, Dauer 6:00, 5:15 und 6:15),
e Figenschaften des Ubertragungskanals (LV, Dauer 5:50),
e Komplementare GaulRsche Fehlerfunktionen (IM),

e Symbolfehlerwahrscheinlichkeit von Digitalsignalen (IM),
e Zur Verdeutlichung des Matched-Filters (IM),

e Prinzip der QAM (IM),

e Augendiagramm und Augendffnung (IM),
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1. Beurteilungskriterien von Digitalsystemen

Die Abbildung 1 zeigt ein sehr einfaches und deshalb allgemeingiiltiges Modell eines digitalen Ubertra-
gungssystems. Die digitale Quelle und die digitale Sinke werden durch die beiden Zufalls-folgen <q,,>
und <v,,> beschrieben; im Allgemeinen sind diese M-stufig. Das gesamte digitale Ubertragungssystem
(Digitaler Ubertragungskanal) wird als "Black Box" betrachtet und allein durch die Fehlerfolge <e,>
charakterisiert. Bei fehlerfreier Ubertragung (v, = gq,) gilt e, = 0, andernfalls (v, # q,) wird e, = 1

gesetzt.
dig. d,) Digitaler (vy) e
@ “| Ubertragungskanal g Sm%ge

A

Komparator fe

Ve

Abbildung 1: Einfachstes Modell eines digitalen Ubertragungssystems

Das wichtigste Beurteilungskriterium eines jeden digitalen Ubertragungssystems ist die (mittlere) Sym-
bolfehlerwahrscheinlichkeit (die Gberstreichende Linie kennzeichnet hierbei eine Zeitmittelung):

N
pS = p(vr# r‘?‘y} - NI_J{EQE]} ’ Zip(v‘r = q'y‘) . (l)
y=

Der Begriff ,Symbolfehlerwahrscheinlichkeit” wird unabhangig von der Stufenzahl M des Digitalsys-
tems verwendet. Fiir den Sonderfall M = 2 sind die Symbolfolgen <gq,,> und <v,,> binar ("0" oder "L"),
und man nennt die Wahrscheinlichkeit gemaR (1) dann auch Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg. Diese A-
priori-GroR3e eignet sich z.B. fur die Konzipierung und Optimierung noch zu planender Systeme. Dage-
gen muss zur messtechnischen Erfassung der Qualitat eines realisierten Digitalsystems oder bei einer
Systemsimulation stets auf die Bitfehlerquote hg (engl.: Bit Error Rate, BER) (ibergegangen werden.

Diese ist als relative Héufigkeit definiert und kann durch den Vergleich von Quellen- und Sinkensym-

bolfolge ermittelt werden, indem man die Anzahl ngv)der aufgetretenen (v, # q,) durch die Anzahl

N der insgesamt Ubertragenen Bit dividiert:

n @)
h™ =B 2
B N :

Der Hochindex soll deutlich machen, dass die per Messung oder Simulation ermittelte Bitfehlerquote
signifikant von N abhangt. Im Grenzfall N — oo stimmen jedoch nach den elementaren Gesetzen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung hg und pg Uberein.

Bei einem realisierten oder simulierten System kann die Bitfehlerquote hy als Schatzwert fiir die Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit pg herangezogen werden, deren Genauigkeit von der Anzahl N der liber-tra-
genen (simulierten) Bits abhangt.

V1: Beieinem gestérten Ubertragungssystem treten folgende bindre Symbolfolgen auf:
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(q,) = OOLOL OLLLO LOOOO LOLLL
(v,) = OOLOL LLLLO LOOOL OOLLL.
a) Wie lautet die Fehlerfolge?

<e,>=

b) Welcher Wert ergibt sich fiir die Bitfehlerquote?

h’B=

2. Weiles Gaul3sches Rauschen

Bei allen Ubertragungssystemen treten - mehr oder minder starke - stochastische Stérungen auf, z.B.
aufgrund von Rauschvorgangen in den verwendeten Bauteilen. Fiir diesen Versuch wird vorausgesetzt,
dass das Rauschsignal n(t) eine GaulRsche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) besitzt:

fu(n) = mL—I— e ~m/27). (3)

- Uﬂ

Ein Beispiel einer solchen GauBsehen Storung ist das Thermische Rauschen. Bild 2 zeigt einen Aus-
schnitt des Rauschsignals n (t) und die dazugehorige WDF. Der WDF-Wert an der Stelle n = A ist
definitionsgemald gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der Momentanwert der ZufallsgrofSe n in einem
(unendlich kleinen) Intervall der Breite An um A liegt, dividiert durch An:

. . plA-An/2 =n=A4+ An/2}
W(n=A)=1 : 4
foln = A) = lim o7 *)

Aus dem in Abbildung 2 angegebenen beispielhaften Zeitverlauf und der dazugehérigen WDF ist zu
erkennen, dass hier die haufigsten Rauschsignalanteile bei n = 0 liegen. Grol3e Rauschamplituden sind
dagegen um GroBenordnungen unwahrscheinlicher.

Der einzig freie Parameter der Gaullsehen WDF gemaR (3) ist die Streuung bzw. der Effektivwert an,
der z.B. an den Wendepunkten der GaulRkurve abgelesen werden kann (siehe Abbildung 2). Die Wahr-
scheinlichkeit, dass das Rauschsignal n(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt t, den Wert A {iberschreitet,
berechnet sich mit der WDF wie folgt:

pln(iy) > 4) = f f(nydn = Q(). (5)
A

Die linke Gleichung gilt dabei allgemein, die rechte nur bei GauRscher WDF gemal (3).
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4
=
r ! Wendepunkt
. i e
( ) i i-i [ 'l'i b 1) T R :i'l i l j:ll- ||l' L 2,'0
1|:J" i[ J‘[ r|l]l 'l'l|’|-:r !I‘ I!| mn
~— fu(n)
Abbildung 2: Beispiele eines GauBschen Raussignals n(t) und zugehérige WDF f,,(n)
Die Funktion Q(x) bezeichnet man als das komplementdre Gauf3sche Fehlerintegral:
-+
Q) = —= f e 72 dy. (6)
\,"'2:-'7:
X

Das Fehlerintegral Q(x) ist hier als bestimmtes Integral definiert; es kann analytisch nicht gelést wer-
den. In Abbildung 3 ist Q(x) doppelt-logarithmisch dargestellt (Abszisse in dB). Im Anhang finden Sie
eine Tabelle dieser Funktion.

T]OU‘L":“‘: ------ e B A - or - - - - e .- = .
Q) | ! .
oy - - - - -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
20 - lgx)indB ——

Abbildung 3: Die Funktion Q(x) in doppelt-logarithmischer Darstellung
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Fiir die Unterschreitungswahrscheinlichkeit erhalt man aufgrund der WDF-Symmetrie den gleichen
Wert, da stets Q(—x) = 1 — Q(x) gilt:
—A

pln(t) < —A) = j fp(m)dn = Q(%) (7)

—

Eine weitere wichtige BeschreibungsgroRe eines (Gaullschen) Rauschprozesses ist das Leistungs-
dichtespektrum (LDS) @, (f), das Aussagen Uber die statistischen Bindungen innerhalb des Signals n(t)
liefert. Das Integral Gber @,(f), ergibt die Rauschleistung N.

Kommen alle Spektralanteile im Rauschsignal n(t) gleichermaRen vor (d .h. es gilt &,,(f)= const.), so
spricht man von weifiem Rauschen. Ein solcher Rauschprozess besitzt allerdings eine unendlich grolRe
Leistung, d.h. es gilt: N = oo, Eine endliche Leistung ergibt sich erst durch eine Bandbegrenzung, z.B.
auf die Bandbreite B (siehe Abbildung 4).

D) 4
(einseitige Beschreibung)

i\r{]

— o — — e S S S e )

|
- B Bop—

Abbildung 4: Leistungsdichtespektrum @,, (f), bei bandbegrenztem weiBem Rauschen

Wie in der Nachrichtentechnik allgemein (blich, benutzen wir hier die zweiseitige (mathematische)
Beschreibung: @, (f) = Ny/2 fur |f| < B. Somit ist die Rauschleistung

N = Tﬂ 2B =N, B. (8)

Auch bei einseitiger (physikalischer) Darstellung, d.h. &,(f) = N, im Bereich 0 < f < B, ergibt sich
fur die Rauschleistung der gleiche Wert N - B.

Bei thermischem Rauschen — manchmal auch Widerstandsrauschen genannt — ist die Rauschleistungs-
dichte N, mit der Boltzmann-Konstante kz = 1.38 - 10723 Ws/K, der absoluten Temperatur 8 (in K)
und der Rauschzahl F > 1 wie folgt gegeben:

N =F-k, -0. @)

Diese GroRe hat die Einheit ,,W/Hz“ und die Rauschleistung entsprechend die Einheit ,,W“. Daraus
ergibt sich der Rauscheffektivwert mit dem Widerstand R zu g,, = VN - R. Um bei nachfolgenden Be-

rechnungen unabhangig vom Widerstandswert zu werden (g,, = VN), ist es in der Nachrichtentechnik
allgemein Ublich, Ny und N auf den Widerstandswert 1 £ zu beziehen. Anstelle von (9) ist dann die
Gleichung

N,=F-R-ky-0 (10)

zu verwenden. N, und N besitzen dann die Einheiten ,V2/Hz“ bzw. ,V?“.
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V2: Ein Empfanger mit Eingangswiderstand 75Q wird durch thermisches Rauschen mit der Rausch-
temperatur 17°C beeintrachtigt. Die Rauschzahl des Empfangers sei F = 5.

a) Berechnen Sie die Rauschleistungsdichte in ,,W/Hz" und in ,,VZ/HZ”.

b) Wie groR ist in diesem Fall die Rauschleistung N und der Rauscheffektivwert an, wenn die
einseitige (physikalische) Rauschbandbreite B = 6 MHz betragt?

3. Fehlerwahrscheinlichkeit bei GauRschem Rauschen

Nun wird der Einfluss von Storungen auf die Qualitat (Fehlerwahrscheinlichkeit) der Digitalsignaliiber-
tragung untersucht. Dazu betrachten wir das Detektionssignal d(t) im Modell von Abbildung 5, das
sich additiv aus einem digitalen, M—stufigen Nutzanteil dg(t) und einem Rauschanteil dy(t) zusam-
mensetzt. Uber die Entstehung des Signals d(t) sollen erst im Kapitel 4 genauere Aussagen gemacht
werden.

_ d(t) Detektor | w(f) dio.
Nutzanteild (1) —(* (M —stufig) '

Rauschanteil 4, (7)

Abbildung 5: Detektion eines durch GauBBsches Rauschen gestérten Digitalsignals

Wir setzen fiir das Folgende voraus, dass der stochastische Signalanteil dy (t) mittelwertfrei, signalun-
abhéangig und gaullverteilt mit Streuung g sei. Analog zu (3) gelte:

1 —d2/(20%)

f . d )= ——=8 N d . 11

() = =— (11)
d

Abbildung 6 zeigt ein en beispielhaften Ausschnitt des Signals d(t) fur die Stufenzahl M = 2. Dieses

Signal wird einer (M —stufigen) Schwellenwertentscheidung unterzogen, so dass das Sinkensignal

v(t) die gleiche Stufenzahl M wie das Nutzsignal dg(t) am Eingang aufweist.

Der stochastische Signalanteil dy(t) bewirkt fehlerhafte Entscheidungen, so dass die (mittlere) Sym-
bolfehlerwahrscheinlichkeit pg endlich ist. Sind die gesendeten Symbole statistisch voneinander unab-
héngig, so gilt mit der Stufenzahl M und den Auftrittswahrscheinlichkeiten p; der einzelnen Symbole:

M
Ps= D P, Pg- (12)
i=1
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|
d(t
(ZSO d () i, A.

[ —> ~— f,(d)

Abbildung 6: Detektionssignal d(t) = dgs(t) + dy(t) eines durch GauBsches Rauschen (mit o4 = s2—°) gestorten Binar-
signals und zugehorige WDF f ;(d)

Diese Symbolfehlerwahrscheinlichkeit wird hier als Scharmittelwert berechnet. pg; bezeichnet die be-
dingte Wahrscheinlichkeit, dass das i — te Symbol des Symbolvorrats aufgrund des Rauschens und der
anschlieRenden Entscheidung in ein anderes Symbol verfalscht wird.

Wir betrachten nun den Sonderfall M = 2 (bindre bipolare Ubertragung) gemaR Abbildung 6. Die méog-
lichen Amplitudenstufen des rechteckférmigen Nutzsignals seien £5s,. Weiter wird fiir dieses Beispiel
vorausgesetzt, dass der Amplitudenwert —s, (Wahrscheinlichkeit p;) unwahrscheinlicher ist als der
Amplitudenwert +s, (Wahrscheinlichkeit p;)-

Sind Nutz- und Storanteil statistisch voneinander unabhangig, was bei sehr vielen Anwendungen zu-
trifft, so ergibt sich fir die WDF des gesamten Detektionssignals d(t):

l+ 5 )2 - (d =35 )2
(7 R YR CleskY i SRS . SRR k)i S B
4 V2m - o, 2'0‘; V2m - o, 2'6’;

Die Herleitung dieser Beziehung findet sich beispielsweise in [3]. In Abbildung 6 ist rechts das Ergebnis
verdeutlicht. Die WDF f,;(d) besteht demnach aus der Summe zweier um —s, (erster Term) bzw. +s,
(zweiter Term) verschobener GauRfunktionen, die mit der Auftrittswahrscheinlichkeit p; bzw. p, der
beiden moglichen Nutzamplitudenwerte gewichtet sind.

Wird das Signal d(t) einem Schwellenwertentscheider mit der Entscheiderschwelle E = 0 zugefiihrt,
so erhdlt man fur die Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

Pp =P Pgy t P Py =Py PAYT) > +50) + P, pldy(Tp) < = 5)- (19)

Hierbei ist bericksichtigt, dass beim Bindrsystem die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg identisch mit
der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg ist.

e Die bedingte Wahrscheinlichkeit pg;, dass der Rauschanteil dy (t) zu einem beliebigen Zeit-
punkt t, z.B. zum Detektionszeitpunkt T4, den Werts s, liberschreitet, kann mit (5) und dem
komplementdren GauRsehen Fehlerintegral Q(x) gemaR (6) berechnet werden:

p51 = p(dN(TD) = SD) = O(%) (15)
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e Fiir die Unterschreitungswahrscheinlichkeit erhalt man mit (7) aufgrund der Symmetrie der
WDF den gleichen Wert:

Pe, = P(A(Ty) < —s,) = Q 5;) (16)

Setzt man diese Ergebnisse in (14) ein und berlcksichtigt man auRerdem die stets giiltige Bezie-
hung p; + p, = 1, so ergibt sich fir die (mittlere) Bitfehlerwahrscheinlichkeit eines durch GaufRsches
Rauschen gestorten bipolaren Binarsignals

py= () )

und zwar unabhangig von den Auftrittswahrscheinlichkeiten p; bzw. p,- Dieser Verlauf ist in der Ab-
bildung 3 doppelt-logarithmisch dargestellt.

V3: Ein ternares Digitalsignal (d.h.: M = 3) mit den (normierten) Amplitudenstufen —1, O und + 1
und den Auftrittswahrscheinlichkeiten p(—1) = p(+1) = 0.25 und p(0) = 0.5 wird durch einen
Gaullschen Rauschanteil mit dem (normierten) Effektivwert o; = 0.2 additiv Uberlagert. Die beiden
(normierten) Entscheiderschwellen liegen symmetrisch bei E1 = —0.5und E2 = +0.5.

a) Skizzieren Sie die WDF f,;(d) des Summensignals d(t) in das nachfolgende Diagramm. Beschriften
Sie die Ordinate und zeichnen Sie die Schwellenwerte E; und E, ein. Schraffieren Sie den fir pscha-
rakteristischen Flachenanteil.

-1 0 +1 d —»

b) Berechnen Sie die mittlere Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg dieses Ternarsignals.
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¢) Welche der drei Amplitudenstufen wird mit der groRten Wahrscheinlichkeit gestért? Kann durch
eine andere Wahl der Schwellenwerte E; und E, die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg verringert
werden? (Begriindung)

4. Optimaler Binarempfanger

Wir betrachten das in Abbildung 7 skizzierte digitale Ubertragungssystem. Das Sendesignal s(t) sei
bindr (M = 2), bipolar (£s,) und rechteckférmig, der Kanal dampfungs- und verzerrungsfrei (Hg (f) =
1). Das weille GauBsche Rauschsignal n(t) mit der (zweiseitigen) Leistungsdichte @, (f) = N,/2 stellt
somit die einzige Beeintrachtigung des Digitalsignals dar. Einen solchen Kanal nennt man einen
AWGN-—Kanal (Additive White Gaussian Noise).

Ohne geeignete MalBnahme am Empfanger ergdbe sich wegen der unendlich grolRen Rauschleistung
die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ps = 7. Um die Rauschleistung vor dem Entscheider zu begrenzen, ist
am Empféangereingang ein Filter erforderlich. Das Eingangssignal dieses Filters sei r(t), das Ausgangs-
signal wird mit d(t) bezeichnet. Dieses setzt sich additiv aus dem Nutzanteil dg(t) und dem Rauschan-
teil dy(t) zusammen:

d(t) = dy(t) + &’N(ﬂ) . (18)

Der erste Anteil riihrt von s(t) her, der zweite ist auf n(t) zuriickzufiihren. Da n(t) als gauBverteilt
vorausgesetzt wurde, ist dy(t) dann ebenfalls gauBverteilt mit einer WDF gemal (11). Die Streuung
dieser GaulRsehen WDF ist g,;. Fiir die Rauschleistung gilt:

+ w
2 Nf 2 ar
o;=5 j [HL(HI* df- (19)

Das beste Ergebnis hinsichtlich des erreichbaren Signal-zu-Rauschverhaltnisses liefert das an den
rechteckférmigen Sendeimpuls g (t) der Amplitude s, und der Bitdauer T angepasste Matched-Filter
mit dem Frequenzgang.

H.(f) = H,(f) = si(z - [ - T). (20)

Damit gilt fir die dazugehorige (akausale) Impulsantwort hyp(t) o Hyr(f):

1/T fir [¢| <= T/2,
ey ={ / r i / (21)

0 sonst.
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Hierbei ist vorausgesetzt, dass der Schwellenwertentscheider zum Detektionszeitpunkt Tp = O ent-
scheidet. Die Gleichung (21) bedeutet: Die optimale Impulsantwort des Filters ist formgleich mit dem
rechteckférmigen Sendegrundimpuls; sie kann zum Beispiel mit Hilfe eines Integrators (liber eine Sym-
boldauer T) realisiert werden.

1 |1
—4(0) [ s(t) )l | an| 1 | 100 g
dig. [ _ dig
Qu%. - Sender ; >+ | ; H(f) T 1 _:_—*\_S\éﬁ/

Comey L !

| |

€0-xD

| I

e, -

Abbildung 7: Betrachtetes Ubertragungssystem mit rechteckférmigen Sendeimpulsen AWGN-Kanal, Empfangsfilter und
Schwellenwertentscheider

L I A
Detektionszeitpunkte

Abbildung 8: Ausschnitte aus dem Sendesignal (s) und den Detektionsnutzsignal (b) beim optimalen Bindrsystem
Storungen sind hier beriicksichtigt: n(t) = 0)

Wird ein einzelner Rechteckimpuls g, (t) mit Symboldauer T und Amplitude s, gesendet und kann das
Rauschen vernachlassigt werden, so ist das am Schwellenwertentscheider anliegende Signal ein Drei-
eckimpuls g4 (t) mit gleicher Amplitude sy, aber mit der absoluten Dauer 2 - T anstelle von T:

|7]

s (1 -4+ fiir |¢1] <7,
— — 0 T ’
8,(1) = &(1) * by () —{ (22)
¢ ’ MF 0 sonst .

In Abbildung 8 sind die Grundimpulse g,(t) und g4 (t) grau dargestellt.
Die durchgezogene Kurve in Abbildung 8(b) zeigt einen Ausschnitt des Detektionsnutzsignals dg(t) fur
das oben dargestellte rechteckformige Sendesignal s(t). Dieses setzt sich aus Geradenstiicken zusam-
men. Mit den Amplitudenkoeffizienten a, € {—1,+ 1} gilt:

40
s@y="> a,-gt-v-T), (23)

p=—o

+00
ds(.!) = z a, - gd(t —-v: T) {24)

y=—o0
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Zu allen Detektionszeitpunkten gilt: dg(v T) = +s,. Nach Abschnitt 3 gilt somit auch hier fur die Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit:

5
_ 0 <
pB - Q(E;) (2.“)
Die Detektionsstorleistung ergibt sich mit (19) unter Berlicksichtigung von (20) wie folgt:
+ o + @
o= Eﬂ . 24f = Nl'! . i2(mfT df = ‘\r.r'. 2%
d - 2 Whﬁ(’)l f - Tz_ S1 (T":f ')da - 2_?‘: : ( )
-— -

Setzt man dieses Ergebnis in (25) ein, so erhdlt man:

5. 2T TTE {
Py =Q /—F—)=Q( /B (27)
NU Nﬂ

Hierbei bezeichnet Eg = 53. T die Energie des NRZ-Rechtecksendeimpulses (,,Energie pro Bit”). Diese
fur die gesamte digitale Ubertragungstechnik wichtige Gleichung gilt fiir ein bipolares binires Basis-
bandsystem mit AWGN-Kanal, Matched-Filter und optimaler Entscheiderschwelle. Der Einfluss einer
Schwellendrift wird im Versuch D6 behandelt. Die linke Gleichung in (26) ist nur bei recht-eckformigen
Sendeimpulsen anwendbar. Dagegen gilt die rechte Gleichung auch fiir eine andere Impulsform, wenn
ein entsprechend anderes Matched-Filter ebenfalls beriicksichtigt wird.

V4: Es wird die Ubertragung eines Binarsignals mit gleichwahrscheinlichen Amplitudenwerten +s,
Uber den AWGN-Kanal, gekennzeichnet durch die Rauschleistungsdichte N, betrachtet. Es gelte Ny =
2.5 - 1077V?2/Hz; die Bitrate betrage 2 Mbit/s.

a) Wie grol} ist die Symboldauer T? Welcher ,Energie pro Bit“ ergibt sich mit s, = 2V?

b) Wie groB ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg, wenn der in diesem Abschnitt beschriebene
optimale Empfanger vorausgesetzt wird?

¢) Wie andert sich die Bitfehlerwahrscheinlichkeit, wenn man die Sendeamplitude halbiert?
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d) Welche Werte ergeben sich fiir die Abtastwert ds(vT) des Detektionsnutzsignals? Wie groR
ist der Rauscheffektivwert o4?

e) Geben Sie pg auch in der Form von Gl. (25) an.

5. Suboptimaler Digitalempfanger

In Kapitel 4 wurde der bestmogliche Empfanger — bestehend aus Matched-Filter und Schwellen-wer-
tentscheider — fiir den bestmoglichen Kanal (AWGN) beschrieben. Damit ergibt sich die Bitfehler-wahr-
scheinlichkeiten pg gemal (27). Bei einem verzerrenden Kanal oder einem anders gearteten Empfan-

ger kann pg auch deutlich groRRer sein.

Im Versuch wird haufiger anstelle des Matched-Filters ein Gaul-Tiefpass mit

f o
Hy(f) = e %) (28)
verwendet. Mit der Grenzfrequenz f erhalt man so fiir die Detektionsstérleistung:
- O

2_ N 2 ¥
;=5 | [HPI"df == fg. (29)

J2

— 0

Je kleiner die Grenzfrequenz fi gewdhlt wird, umso kleiner ist auch die Detektionsstérleistung o 2. Bei
Verwendung dieses suboptimalen, gauRférmigen Empfangsfilters Hg(f) kommt es aber zu sogenann-
ten Impulsinterferenzen (englisch: Intersymbol Interference). Das bedeutet, dass die Detektion eines
Symbols auch von den Nachbarsymbolen beeinflusst wird.

Die Abbildung 9 zeigt einen Ausschnitt aus dem Detektionssignal d(t) firr ein zufélliges Sendesig-
nal s(t). Zusatzlich eingezeichnet ist das Detektionsnutzsignal dg(t). Es ist zu erkennen, dass auch
schon ohne Berlicksichtigung des Rauschanteils dy(t) die Abstdnde zu der Schwelle E = 0 bei den
verschiedenen Detektionszeitpunkten unterschiedlich grof8 sind.

Zur Untersuchung dieses Systems eignet sich das sogenannte Augendiagramm (englisch: Eye Pattern).
Dieses ist die Summe aller Gbereinander gezeichneten Ausschnitte eines (eventuell ver-zerrten und
gestorten) Digitalsignals, deren Dauer ein ganzzahliges Vielfaches der Symboldauer T betragt. Dieses
Diagramm hat eine gewisse Ahnlichkeit mit einem menschlichen Auge, was zu seiner Namensgebung
gefiihrt hat. Es kann zum Beispiel auf einem Oszilloskop dargestellt werden, das mit dem Taktsignal
getriggert wird.
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T S —
s(t) —— o —— : t/T —>
-6 =51 -4 -=-3|-2 -1 112 3|4 5
(a)
d(t) d.h. ohne Rauschanteil
T d(t), d.h. mit Rauschanteil
d(t) N . f\ LN ’ f\ (/T —»
-6 _5w-2 “I\IIW“ 5 .
®) I

Detektionszeitpunkte

Abbildung 9: Ausschnitte aus dem Sendesignal (a) und dem Detektionsnutzsignal (b) bei gauBférmigem Empfangsfilter
mit der Grenzfrequenz fr - T = 0,4

Abbildung 10: Augendiagramm mit (a) und ohne (b) Beriicksichtigung des Rauschens

In Abbildung 10 (a) und (b) sind zwei Augendiagramme fiir das Signal von Abbildung 9 dargestellt
(GauB-Empfangsfilter, Grenzfrequenz fi - T = 0,4). Das Augendiagramm mit Stérungen basiert auf
dem Signal d(t), wahrend fur Bild (b) nur der Nutzanteil dg(t) berlcksichtigt ist, nicht aber der addi-
tive Rauschterm dy (t). Dieses Nutzsignal kann natirlich nicht am Oszilloskop dargestellt, sondern nur
mittels einer Rechnersimulation erzeugt werden.

Zur Bestimmung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg ist das Augendiagramm ohne Stérungen besser
geeignet. Wie aus Abbildung 10(b) ersichtlich ist, sind darin nur endlich viele Augenlinien zu unter-
scheiden. Diese Eigenschaft kann bei der Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit ausge-nutzt wer-
den: Dazu bestimmt man flr jede Augenlinie den Abstand |dg (Tp)| zur Entscheider-schwelle E =
0 zum Detektionszeitpunkt Tp, daraus zusammen mit der Streuung o, des Storanteils dy(t) und der
im Anhang tabellierten komplementiren GauRsehen Fehlerfunktion Q(x) die zu-gehérige Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit Q( ds(Tp) /o4) und mittelt schlieBlich tGber alle Augen-linien.

In der Praxis kann die Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg sehr aufwandig sein. Man ver-
wendet deshalb oft als Naherung die unglinstigste Fehlerwahrscheinlichkeit (,,worst case”), fur deren
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Berechnung nur die jeweils unglinstigsten Symbolfolgen beriicksichtigt werden. Mit der in Bild (b) ein-
gezeichneten vertikalen Augendffnung 6(Tp) zum Detektionszeitpunkt gilt unter der Voraus-setzung
von gaullverteilten Stérungen:

-0 (ﬁu)_/_ ). (30)

Diese Naherung py geht davon aus, dass alle Folgen mit der gleichen, namlich der maximale Fehler-
wahrscheinlichkeit verfalscht werden, so dass py; eine obere Schranke fiir die mittlere Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit pg darstellt: py = pg.

Bei redundanzfreien Systemen wird das Augendiagramm (ohne Stérungen) nur durch den Detektions-
grundimpuls g, (t) = g(t) - hg(t) bestimmt. Je breiter g4 (t) ist, desto mehr Linien sind im Augendi-
agramm zu unterscheiden und desto mehr Nachbarimpulse beeinflussen die Symboldetektion. Diese
Beeinflussung durch die anklingenden Flanken der nachfolgenden Impulse ("Vorldufer") und/oder die
abklingenden Flanken der vorangegangenen Impulse ("Nachldufer") bezeichnet man als Impulsinter-
ferenzen.

Im Folgenden betrachten wir das Augendiagramm zum Detektionszeitpunkt Tp und setzen voraus,
dass der Detektionsgrundimpuls g, (t) genau v Vorldufer und n Nachlaufer aufweist. Darunter ver-
steht man, dass von den Abtastwerten zu den &aquidistanten Detektionszeitpunkten nur die
ga(Tp—v-T), .. ,94(Tp—T),94(Tp),gqa(Tp+T), ... ,94(Tp +n-T)zu beriicksichtigen sind,
wahrend alle anderen Abtastwerte vernachlassigt werden kénnen. Bei den in Abbildung 10 dargestell-
ten Augendiagrammen gilt beispielsweise n = v = 1.

Die vertikale Augenoffnung gibt den Abstand der beiden inneren Augenlinien an und kann bei redun-
danzfreien bipolaren Binarsystemen mit obiger Voraussetzung wie folgt berechnet werden:

6(Ty) =2 [g,(Ty,) - Z|gd<T +v - T)| —S“lgda —v-7)]. (31

v=]

Die Betragsbildung ist notwendig, da fiir die Berechnung der Augend6ffnung stets vom unglinstigsten
Fall ausgegangen werden muss. Das bedeutet: Ist der erste Nachldufer positiv, so wird die Detektion
des Amplitudenkoeffizienten a, durch a,_; # a, beeintrachtigt. Dagegen wirkt sich bei gleichem
Grundimpuls ein Koeffizient a,,_y = a,, positiv aus. Das heif3t, dass hier die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Fehlentscheidung des Koeffizienten a,, durch die Impulsinterferenzen sogar kleiner wird. Entsprechen-
des gilt fiir die Vorlaufer.

Alle anderen Symbole, die nicht zu inneren Augenlinien gehoren, haben eine (unter Umstanden sehr
viel) kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit als py, so dass die tatsachliche, mittlere Bitfehlerwahrschein-
lichkeit pg bei Vorhandensein von Impulsinterferenzen stets kleiner als pg ist. Dagegen sind bei impul-
sinterferenzfreien Systemen, die auch Nyquist-Systeme genannt werden, die beiden Summenterme in
(31) identisch Null und es gilt py = pg* Haufig wird anstelle der unglinstigsten Fehlerwahrscheinlich-
keit py das ungunstigste Signalstorleistungsverhaltnis

_ (ﬂnl/_z ) (32)

als Optimlerungskrlterlum herangezogen. Zwischen beiden GroRen besteht ein fester Zusammenhang
Uber die GauBsche Fehlerfunktion:
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Py = Qlpy) - (33)

Beispielsweise gehért zu py = 1073 der Signalrauschabstand 10 - lg(pU) ~ 9.75 dB. gy ist eine un-
tere Schranke fiir das mittlere Signalstorleistungsverhaltnis am Entscheider:

2, ' ¢ 2 /
p, = [Q 7y (3%)
Diese GroRe ist zwar bei einem System mit Impulsinterferenzen - im Gegensatz zu einem Nyquistsys-

tem - nicht messbar und physikalisch interpretierbar, fiir einen Systemvergleich aber trotzdem sehr
hilfreich (siehe Versuche D3 bis D7).

Lineare Verzerrungen des Kanals kdnnen durch den Frequenzgang Hg(f) o hk(t) beschrieben wer-
den und es gilt fur das Empfangssignal (Abbildung 7): (t) = s(t) * hg(t) + n(t). Die (unglnstigste)
Bitfehlerwahrscheinlichkeit kann aber auch in diesem Fall mit den Gleichungen (30) ... (33) berechnet
werden, allerdings ist fir den Detektionsgrundimpuls nun einzusetzen: g, (t) = gs(t) * hg(t) * hg(t).

V5: Betrachtet wird wie in Vorbereitungsfrage V4 das folgende Blockschaltbild:

: AWGN-Kanal f Empfanger ;
q(9) s(t) r(t) () v(t)
leiglle Sender »(+) > HEO‘) > Detektor Sﬁi‘%{
() Tikt

Das Sendesignal s(t) sei binar, bipolar und rechteckférmig mit der Amplitude s, = 2 V und der Bit-
dauer T = 500 ns (dh. Bitrate ist R = 2 Mbit/s ), die Rauschleistungsdichte des AWGN- Kanals be-
trage Ny = 2.5 - 10 — 7 V2 /Hz (bezogen auf 1 Q). Fiir den Detektor wird stets der Schwellenwert E =
0 vorausgesetzt. Die Impulsantwort des (akausalen) Empfangsfilters sei

) = {I/TE fir 2] = Tg/2,

0 sonst.

a) Wie groR ist der Effektivwert des Rauschanteils dy (t) des Detektionssignals abhadngig vom Para-

meter Tg? Berlicksichtigen Sie hierbei wieder die Beziehung:
+

[ si(r-x)de = 1.

- 00

b) Geben Sie den optimalen Wert Tg an. Welche Form hat in diesem Fall der Detektionsgrundimpuls
Ja(t) und wie groB sind g, und die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg?
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c) Fir die Punkte c) bis e) sei Tz = 700 ns. Wie groR ist nun der Rauscheffektivwert o;? Interpre-
tieren Sie dieses Ergebnis.

d) Berechnen und skizzieren Sie den Detektionsgrundimpuls g, (t). Welche Impulswerte ergeben
sich fur t = 0 sowie zu den Zeitpunkten £+ T?

8,0

I
100 500 600

tinns —

i I |
—600 —100

e) Nachfolgend sehen Sie das unverrauschte Augendiagramm fir den Impuls gemaR d). Fett umran-
det sind die inneren Augenlinien. Interpretieren Sie dieses Bild. Wie groR ist die vertikale Augen-
6ffnung (Tp = 0) und die ungiinstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit py;?

T

dy(®)

=72 172

f) Nun gelte Ty = 300ns. Wie breit ist in diesem Fall der Detektionsgrundimpuls g, (t) und wie
groB ist g4(0)? Gibt es auch hier Impulsinterferenzen? Berechnen Sie die Bitfehlerwahrschein-
lichkeit pg und vergleichen Sie diese mit dem optimalen System. Interpretation.
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6. Digitale Amplitudenmodulationen (ASK)

Eine Moglichkeit der Digitalsignallibertragung iber einen Bandpasskanal bietet die digitale Amplitu-
denmodulation, oft auch Amplitude Shift Keying (ASK) genannt. Diese stellt das digitale Analogon zur
Zweiseitenhand-Amplitudenmodulation dar.

Abbildung 11 zeigt das entsprechende Blockschaltbild des ASK—Systems. Dieses kann wie das Basis-
bandsystem (Abbildung 7) in Sender, Kanal und Empféanger eingeteilt werden. Sender und Empfanger
beinhalten hier jedoch zusatzlich eine Modulations- und eine Demodulationseinrichtung.

Sender Optimaler Empfanger
(FREESEl eSS & REEEE S T e =
a(t s())_BP 20 b) TP d() o)
dig. 1 L Synchron— ; dig.
Qu%ll ' Modulator | H.(f) | ]Sfi)emo L Hy( —>Det:kt01 l
I I I !
leos(ort @)l PO | G eoslogrmgy) TR

BP —Rauschen

Abbildung 11: Blockschaltbild des ASK-Ubertragungssystems

Das Quellensignal g(t) sei redundanzfrei, bindr und unipolar (siehe Abbildung 12(a)). Im nachfolgen-
den Modulator wird dieses Signal mit der harmonischen Schwingung z(t) der Amplitude Z = 1, der
Frequenz fr und der Phase ¢+ multipliziert, woraus sich das in Abbildung 12(b) dargestellte Sendesig-
nals(t) = q(t) - cos(wr - t — @) ergibt. Nach der vom Versuch "AM" bekannten Terminologie ent-
spricht dies einer ZSB -AM ohne Trdger.

Lasst man als Tragerfrequenzen ft nur ganzzahlige Vielfache der Bitfrequenz 1/T zu, so kann man das
Sendesignal s(t) wieder als Summe gewichteter und verschobener Grundimpulsen darstellen:

+
s(t) = Z a, gt —v-T) mit g(t) =g, ) cos(w, -t —9¢). (35)
yp=—00
Hierbei bezeichnet g,(t) o G,(f) den rechteckférmigen NRZ-Grundimpuls. Die Amplitudenkoeffi-
zienten sind nun im Gegensatz zu Kapitel 4 unipolar: a,, € {0, 1}.

Das Empfangssignal r(t) kann man wie bei der Basisbandlibertragung berechnen, doch muss bei tra-
germodulierter Ubertragung der Kanalfrequenzgang Hk(j) stets als ein Bandpass angesetzt werden.
Aus Abbildung 12(c) - glltig fur einen GauBsehen Bandpasskanal — ist zu erkennen, dass durch den
nichtidealen Kanalfrequenzgang Hk(f) im Wesentlichen die Flanken der Hillkurve des Empfangssig-
nals beeintrachtigt werden, wahrend die lange "0"- sowie die lange "L"-Folge von den Impulsinterfe-
renzen weniger stark beeinflusst werden. Nicht bericksichtigt ist in Abbildung 12(c) der additive
Rauschterm n(t) = 0.

Beim Empfanger muss die sendeseitige Modulation durch einen Demodulator riickgéngig gemacht
werden. Wie bei der analogen ZSB-AM gibt es auch hier zwei prinzipiell unterschiedliche Realisierungs-
arten, namlich die koharente Synchrondemodulation und die inkoharente Hiillkurvendemodulation,
wobei hier nur die erstere behandelt wird.
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Abbildung 12: Signalverldufe eines ungestorten ASK-Systems bei GauBschem Bandpasskanal, Synchrondemodulation,
Synchrondemodulation (f = ;,pr =90°2; =1),Gau’l — Tiefpass

Bei Synchrondemodulation wird dem Eingangssignal r(t) das empfangsseitige Tragersignal zz(t) =
Zg + cos( wr -t — @g) multiplikativ Gberlagert, das die gleiche Frequenz f wie das sendeseitige Tra-
gersignal z(t) besitzen muss. AuBerdem sollten die Phasenlagen der beiden Signale moglichst gut
Ubereinstimmen. Eine Phasenabweichung um Apt = @g — @7 filihrt wie bei der analogen Amplitu-
dendemodulation zu einer Degradation des Signalstorleistungsverhaltnisses um den Faktor

cos?(Agq).
In Abbildung 12(d) ist das Ausgangssignal des Synchrondemodulators (mit Z; = 1, Apt = 0) darge-

stellt. Es zeigt, dass dem Nutzsignal auch Anteile mit der doppelten Tragerfrequenz (2ft) Gberlagert

sind.
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Diese Intermodulationsprodukte werden durch den folgenden Tiefpass eliminiert. Im gezeichneten
Beispiel ist Hg (f) ebenfalls gauRférmig angenommen. AuRerdem hat dieses Filter wie beim Basisband-
system die zusatzliche Aufgabe, die Storleistung vor dem Detektor zu begrenzen. Es soll jedoch noch-
mals erwahnt werden, dass alle Signalverlaufe in Abbildung 12 fiir den stérungsfreien Fall gelten, d.h.
furn(t) = 0.

Das in Abbildung 12(e) dargestellte Detektionssignal d(t) ist ein Basisbandsignal, so dass zur Symbol-
detektion wieder ein Schwellenwertentscheider eingesetzt werden kann. Wegen 2; = 1 betragt der
Maximalwert von dg(t) hier nur mehr sy /2. Aufgrund der unipolaren ASK-Signale ist auRerdem die
Entscheiderschwelle E = 0 nicht geeignet. Der optimale Schwellenwert liegt hier vielmehr bei einem
Viertel der Sendeamplitude s,.

Betrachten wir nun das optimale ASK - System fiir- den AWGN-Kanal, d.h. n(t) sei gauBverteiltes wei-
Bes Rauschen und es gelte Hx(f) = 1. Weiterhin sei o = ¢ = 0°. In diesem Fall kann fiir den Nutz-
anteil des Signals b(t) geschrieben werden:

by(t) = £ q(t) + (Anteile um + 2,). (36)

Die Amplitude dieses Signals hangt natlrlich auch von der Amplitude Zg des empfangsseifigen Trager-
signals ab. Da in der Literatur teilweise Zg = 1 (so im Programm ,,dmv“) und teilweise Zg = 2 (z.B. im
Programm ,,amv”) verwendet wird, wird in diesem Abschnitt allgemein Zg benutzt.

Der Anteil bei der doppelten Tragerfrequenz muss nicht weiter betrachtet werden, da dieser durch das
nachfolgende Tiefpassfilter eliminiert wird (Voraussetzung: fr - T > 1). Somit ist das (relevante) Nutz-
signal bg(t) nach dem Synchrondemodulator bis auf den Faktor Zg /2 identisch mit dem Quellensignal
q(t) und dementsprechend rechteckférmig (der Index S steht wiederum fiir "Signal"). Das Matched-
Filter hat deshalb die gleiche Form wie beim Basisbandsystem entsprechend den Gin. (20) und (21),
und das Detektionsnutzsignal dg(t) vor dem Schwellenwertentscheider ist somit wie in Kapitel 4 wie-
der dreieckformig. Fur den Maximalwert des Detektionsgrundimpulses gilt dabei: g4 (0) = Zg - 5o /2.

Bisher wurden Stérungen nicht betrachtet Zur Beurteilung der Ubertragungsqualitit des ASK- Systems
wird nun ein additiv tiberlagertes weiRes Rauschsignal n(t) mit in die Uberlegungen einbezogen. Unter
weiRem Rauschen versteht man bei modulierter Ubertragung, dass das Leistungs-dichtespektrum
(LDS) @, (f) zumindest in einem gewissen Frequenzband der Breite B,, um die Tragerfrequenz (X ft)
konstant gleich N, /2 ist Abbildung 13 (a) zeigt das zweiseitige LDS &,,(f). Die Rauschleistung von n(t)
istdanng? = N, - B,.

Der Rauschanteil by(t) = n(t) - Zg - cos(w - t) des demodulierten Signals weist das in Abbildung
13(b) dargestellte LDS auf. Wahrend das Rauschsignal n(t) spektral gesehen symmetrisch und die Tra-
gerfrequenz liegt, besitzt der Rauschanteil by (t) nach der Demodulation einen groRRen Tiefpass-anteil,
dessen GréRe von der Amplitude des empfangsseitigen Tragersignals signifikant (quadratisch) ab-
hangt.
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Abbildung 13: Rauschleistungsdichtespektren bei ASK - modulierter Ubertragung am Eingang des Empfingers (a) und
nach dem Synchrondemodaulator (b).

Der mathematische Hintergrund fiir diese Beziehung ist der Folgende: Das LDS des Cosinussignals be-
steht aus zwei Diracfunktionen bei den Frequenzen =+ fr, jeweils mit dem Impulsgewicht 22 /4. Aus der
Multiplikation im Zeitbereich wird die Faltung der beiden Leistungsdichtespektren. Daraus folgt:

O () = [8(f = fr) + 6(f + fr) - @(f) .

4
Da @,(f) zwei Anteile um die Mittenfrequenzen + f7 hat, resultiert durch die Faltungsoperationen
jeweils ein Spektralanteil um die Frequenz f = 0 (die addiert werden) sowie jeweils ein weiterer Anteil
um 2fr bzw. —2fr .

Die Anteile bei der doppelten Tragerfrequenz kénnen aulRer Betracht gelassen werden, da auch diese
durch den folgenden Tiefpass Hg(f) entfernt werden. Deshalb unterscheidet sich @, (f) vom Rau-
schleistungsdichtespektrum &, (f) bei Basisbanduibertragung lediglich um den Faktor 25 /2. Genau um
diesen Faktor ist auch die Stérleistung am Entscheider gegeniiber Gl. (26) verdndert (falls die Rausch-
bandbreite B,, > 1/T ist), und es gilt:

B_/2

~2 N A2 AT
o2="BE_"0. [ sP(fT) df =L 0. (37)
—-B,/2

Bericksichtigt man weiterhin die unipolare Signalisierung bei ASK (vgl. Abbildung 12(a) und (e)) im
Gegensatz zu den Voraussetzungen von Kapitel 4, so erhalt man fir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit des
optimalen bindren ASK-Systems unter der Voraussetzung des AWGN-Kanals:

(38)

Dieses Ergebnis ist natirlich unabhangig von der Amplitude Zg des Tragersignals. Gegenlber dem Ba-
sisbandsystem ist die ,Energie pro Bit" bei konstantem s, um den Faktor 4 kleiner: Eg = s§ - T/4 (Be-
grindung: In der Halfte der Zeit ist das Sendesignal identisch Null; durch die Multiplikation mit dem
Cosinus wird die mittlere Leistung nochmal halbiert). Damit erhalt man schlieBlich:

Py = Q %B . (39)
G
In der Vorbereitungsfrage V6 soll diese Gleichung numerisch ausgewertet werden. Bereit an dieser
Stelle kann jedoch gesagt werden, dass die ASK eine deutlich hohere Bitfehlerwahrscheinlichkeit Pg als
ein Basisbandsystem (oder auch ein PSK- System) aufweist, wenn man das Verhaltnis Eg /N, - also die
pro Ubertragenem Bit bereitgestellte Energie bezogen auf die Rauschleistungsdichte - fiir den System-
vergleich als konstant annimmt.
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7. Digitale Phasenmodulationen (PSK)

Bei der ASK wird die Amplitude des Tragersignals z(t) = Z - cos(wrt - t — @) entsprechend dem Digi-
talsignal q(t) moduliert. Weitere Modulationsméglichkeiten bestehen darin, die Frequenz bzw. die
Phase gemaR q(t) zu variieren. Man spricht dann von FSK (Frequency Shift Keying) bzw. von PSK (Phase
Shift Keying). Die letztere Modulationsart, die nachfolgend kurz besprochen wird, bezeichnet man im
deutschsprachigen Raum teilweise auch als Phasenumtastung.

Eine anschauliche Verdeutlichung der Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen analoger und di-
gitaler Phasenmodulation erlaubt z.B. die Ortskurve, in Zusammenhang mit den Digitalsystemen auch
Phasendiagramm genannt (vgl. Abbildung 14). Dieses beschreibt das dquivalente Tiefpasssignal stp(t)
in der komplexen Ebene. Bei der analogen PM ist die Ortskurve ein Kreisbogen, dessen Offnungswinkel
vom Modulationsindex abhangt. Bei den digitalen Modulationsverfahren besteht die Ortskurve dage-
gen nur aus einer endlichen Anzahl von Punkten, zwischen denen beliebig schnell hin und her gesprun-
gen wird. Deshalb ist hier der Name "Phasendiagramm" besser geeignet.
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Abbildung 14: Phasendiagramm b ei analoger PM (a), 8 - PSK (b) und 4-PSK (c).

Abbildung 14(b) und (c) zeigen die Phasendiagramme fiir 8-PSK und 4-PSK mit den entsprechenden
Entscheidungsregionen. Durch das Rauschen werden namlich die diskreten Phasenpunkte zu Punkt-
wolken. Aufgabe des Empféangers ist es nun, die Phasenpunkte des empfangenen (Tiefpass-) Signals
rrp(t) wieder Symbolen zuzuordnen.

Bei 8-PSK bzw. 4-PSK werden mit jedem Symbol 3 bzw. 2 Bit des digitalen Quellensignals Gibertragen.
Entsprechend muss man gemaR Kapitel 1 zwischen der Symbol- und der Bitfehlerwahrscheinlichkeit
unterscheiden. Hier beschranken wir uns auf die bindre Phasenmodulation (BPSK bzw. 2-PSK) mit dem
Phasendiagramm gemaR Abbildung 15 (a).

Im 1} Imik I
Schwelle | Schwelle S'rp(t )
|

=

) + s I 2
0 0 { 0
T T——’Re l ’*’Rc
a, = —1 a, = +1 a, =10 ja, =1
I
|
|

Abbildung 15: Phasendiagramm bei BPSK (a) und ASK (b).
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Bei BPSK existieren nur zwei mogliche Punkte im Phasenraum, z.B. rein reell bei s, (Phase: 0°) und bei
- Sg (Phase: 180 °). Die Entscheiderschwelle ist hier die imagindre Achse. Ein Vergleich mit dem Pha-
sendiagramm bei ASK - dargestellt in Abbildung 15 (b) - zeigt, dass zwischen ASK und BPSK groRe Ana-
logien bestehen: In beiden Fallen kann das modulierte Signal wie bei ZSB-AM als Produkt geschrieben

werden,
s(t) = q(t) - (), (40)

doch ist im Fall der BPSK im Gegensatz zur ASK - aber in gleicher Weise wie bei der Basisbandiiber-

tragung - das digitale Quellensignal bipolar anzusetzen: a, € {—1,+1}.

P
@ 90 o 1 I T T 1 — t/T—>
1 2 3 4 5 6
-8, 4
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T \ v
(b) @) t/T—»
(c) t/T—-»
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Abbildung 16: Signalverldufe eines ungestorten BPSK- Systems bei GauBsehern Bandpasskanal, Synchrondemodulation
(fr = ;, @1 =90° 2 = 1), GauB - Tiefpass.
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Die Abbildung 16 zeigt typische BPSK- Signalverlaufe, wobei gleiche Voraussetzungen wie beim ASK-
System von Abbildung 12 zugrunde gelegt sind. Die Hillkurve des Sendesignals s(t) ist konstant (vgl.
Abbildung 16(b)). Deshalb ist bei PSK eine Hillkurvendemodulation nicht moglich, das heit: PSK-mo-
dulierte Signale missen stets kohdrent demoduliert werden. Die BPSK ist im Gegensatz zum ASK un-
empfindlich gegeniber nichtlinearen Verzerrungen auf dem Kanal und Amplitudenschwankungen kon-
nen durch eine Amplitudenbegrenzung des Empfangssignals r(t) leicht eliminiert werden. Jede Band-
begrenzung (lineare Verzerrung) fihrt aber zu Einbriichen der Hillkurve an den Stellen, an denen die
Phase um +180° wechselt (vgl. Bild 16(b) und (c); fur Hg(f)) ist hier wiederum ein GauR-bandpass
eingesetzt).

Ein Vergleich der Detektions(nutz)signale von ASK (Abbildung 12) und BPSK (Abbildung 16) macht deut-
lich, dass — bei ansonsten gleichen Voraussetzungen — beide formgleich sind, wobei das Signal d(t) bei
BPSK doppelt so grol} ist wie bei ASK und zudem bipolar. Die optimale Entscheiderschwelle betragt
somit E = 0 und anstelle von (38) gilt nun:

(41)

Hierbei ist berlcksichtigt, dass beziiglich des Rauschanteils kein Unterschied zur ASK besteht, d.h. Gl.
(37) und Abbildung 13 gilt auch fiir die BPSK. Die Energie pro Bit berechnet sich hier zu Eg = s2 - T /2
(doppelter Wert gegeniber der ASK). Damit erhalt man

Py = Q( /2 (42)

und somit das gleiche Ergebnis wie bei der Basisbandiibertragung.

An dieser Stelle soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass die GIn. (38) und (39) bzw. (41) und
(42) jeweils nur bei verzerrungsfreiem Kanal und optimalem Empféanger gelten, wahrend bei den Ab-
bildungen 12 und 16 auch Impulsinterferenzen beriicksichtigt sind.

V6: ASK und BPSK sollen nun anhand der Fehlerwahrscheinlichkeit verglichen werden, wobei dem
Vergleich der AWGN-Kanal zugrunde liegt. Nachfolgende Skizze zeigt die bei BPSK erreichbare Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit ps in Abhdngigkeit des Quotienten Eg/N,. Beide Koordinatenachsen sind lo-
garithmisch skaliert.

a) Uberpriifen Sie diesen Kurvenverlauf anhand von zwei Messpunkten fir Eg/N, = 2 so-
wie Eg/N, = 8. Beriicksichtigen Sie hierbei Ihre Ergebnisse von V4 in geeigneter Weise.

b) Wie grol muss der Quotient Eg /Ny mindestens sein, wenn die Bitfehlerwahrscheinlichkeit den
Wert ps = 1073 nicht Uibersteigen soll?
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c)

d)

f)

. x - giiltig fiir Basisband (bipolar),
’ ! : AWGN-—-Kanal, Matched—Filter

10 - Ig(E /N )indB —

Berechnen Sie die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg des ASK-Systems in Abhangigkeit des Quo-
tienten Eg/N,. Skizzieren Sie den Kurvenverlauf in obiges Diagramm (die eingezeichnete Kurve
gilt fiir das BPSK-System).

Welcher Wert ergibt sich fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg mit Ez /Ny = 12 dB? Hinweis:
"Eg/Ny = 12" ist eine einfachere, aber mathematisch nicht ganz saubere Abkulrzung fir "10 -
lg(Eg/Ny) = 12 dB". Beriicksichtigen Sie eventuell zur Lésung dieser Aufgabe die Ergebnisse
der Teilaufgaben a) und c).

Welches Eg/Ny-Verhdlnis muss ein ASK-System besitzen, damit die Bitfehlerwahrscheinlich-
keit den Wert pg = 1073 nicht Giberschreitet? Hinweis: Beriicksichtigen Sie das Ergebnis der
Teilaufgaben b) und d) in geeigneter Weise.

Es gelte s, = 2V und Ny, = 2.5+ 10~7 V2 /Hz. Wie hoch kann die Bitrate des ASK-Systems ge-
rade noch sein, damit die Bedingung pg = 1073 zu erfiillen ist?
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8. Quadraturamplitudenmodulation (QAM)

Zur Verringerung des Bandbreitenbedarfs werden bevorzugt mehrstufige Verfahre angewandt, z.B. die
8-PSK und die 4-PSK mit den Phasendiagrammen nach Abbildung 14(b), (c). Letztere ist auch unter dem
Namen QPSK-Systeme (Quaternary Phase Shift Keying) bekannt. Abbildung 17(a) und (b) zeigen hierfir
zwei verschiedene Signalraumkonstellationen, die sich nur durch die Tragerphase unterscheiden.
Beide flhren zur gleichen Bitfehlerwahrscheinlichkeit, doch sind die Bereichsgrenzen des Entscheiders
anders zu wahlen.
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Abbildung 17: Phasendiagramm bei QPSK (a) und 4QAM (b).

Fir die Konstellation (b) sind die Entscheidungsregionen die vier Quadranten. Dieses digitale PM- Sys-
tem kann auch als Quadraturamplitudenmodulation realisiert werden. Abbildung 18 zeigt das Block-
schaltbild von 4-QAM-Sender (a) und 4-QAM-Empfanger (b). Mittels eines Seriell/Parallel-Wandlers
werden jeweils zwei aufeinanderfolgende Bindarsymbole des Quellensignals g(t) in je ein Bit auf den
zwei parallelen Strangen g;(t) und qq(t) umcodiert (,Dibit“), wobei die Indizes ,1“ und , Q" fiir Inphase
— und Quadraturkomponente stehen.

(a) 9,(t) @ s1(t)
iy S/P- 24(t) = cos@x - fr - 1)/\2 Z .
Wandler zot) = — sinx - fr - )/,2
q0(?) SQ(Z)—

Empfangs dI(t )_
filter

(b)

Detektor

zyp(f) =z, - cos(2x - fr - 1) P/S—

Zgp(t) = - 2E - Sin(27 -+ fr - 1) ——o v(f)

r(t)
Wandler

Emp fangs Detektor

o

bo@)Lfilter 1 dn(1) “Q(f)—

Abbildung 18: Sender (a) und Empfanger (b) bei 4QAM; die beiden Orthogonalfunktionen "cos" und "—sin" fiihren
genau zu der Phasenzuordnung gemaR Abbildung 17(b).
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Die Bitdauer der Teilsignale g;(t) und qq(t) wird dadurch gegeniber der des Quellensignals q(t)
verdoppelt. Damit wird gleichzeitig die Bandbreite der einzelnen Spektren halbiert. Diese Teilsignale
q1(t) und qq(t) werden mit den beiden zueinander orthogonalen Tragersignalen z;(t) und zq(¢)
BPSK- moduliert ( z.B. sei z;(t) die Cosinus- und zg(t) die Minus-Sinusfunktion) und anschlieRend
gemeinsam Uber den Kanal Gbertragen.

Aus den Phasenlagen 0° und 180° bzw. 90° und 270° der beiden Komponentensignale s;(t) und
sq(t) ergeben sich die resultierenden Phasenlagen 45°135°225°315° des vierstufigen QAM-
Sendesignals s(t) gemaR Abbildung 17 (b), wobei das erste Symbol sich jeweils auf das Signal q;(t)
und das zweite auf das Signal qqo(t) bezieht. Die Amplituden der beiden orthogonalen Tragersignale

wurden hier im Gegensatz zur BPSK gleich 2 = 1/+/2 gewéhlt, so dass die Hiillkurve des Summensignals
s(t) wiederum s, betragt.

Unter der willkirlichen Annahme, dass die beiden Spektren Q;(f) und Qq(f) reell sind, wird in der
spektralen Darstellung zu dem rein reellen Spektrum S;(f) das rein imagindre Spektrum Sq(f)
hinzuaddiert. Die Bandbreiteneffizienz dieses (und anderer) QAM-Verfahren wird somit durch
gleichzeitiges Ubertragen zweier voneinander trennbarer Spektren der jeweils halben Bandbreite
erreicht.

Abbildung 18(b) zeigt das Blockschaltbild des 4-QAM-Empfangers. Das am Empfanger ankommende
Signal r(t) wird getrennt mit zwei um 90° verschobenen Tragersignalen synchrondemoduliert,
anschlieBend gefiltert und detektiert. Aus den Teilsignalen v;(t) und v (t), jedes mit der Symboldauer
T, wird schlieBlich durch einen Parallel/Seriell-Wandler das Sinkensignal v(t) mit der Symboldauer
T /2 (also doppelte Rate) gewonnen.

Durch Demodulation und Filterung geht die jeweils orthogonale Signalkomponente verloren. Dies ist
der Grund dafiir, dass sich die beiden orthogonalen Signalanteile nicht gegenseitig storen, zumindest
dann nicht, wenn die Tragersignale tatsachlich zueinander orthogonal sind und zwischen Sender und
Empfanger keine Phasendifferenz besteht. Wie auch am Phasendiagramm von Abbildung 17(b) zu
erkennen ist, darf daher in jedem Zweig die Amplitude des Stérsignalanteils nur mehr das 1/v/2-fache
der konstanten Sendesignalamplitude betragen. Im Vergleich zur BPSK verringert sich somit (bei
gleichbleibender Sendeleistung) das Signalstorleistungsverhaltnis um den Faktor 2. Da aber auch nur
die Halfte der Bandbreite bendtigt wird, kann durch eine Halbierung der Filtergrenzfrequenz die
Storleistung in gleichem MaRe verringert werden. Bei Synchrondemodulation und jeweiliger
Parameteroptimierung fiihren somit die BPSK und die 4-QAM (und damit natdrlich auch die QPSK) zur
gleichen Bitfehlerwahrscheinlichkeit.

Beim Ubergang von der BPSK zur 4-QAM bzw. QPSK konnte die benétigte Bandbreite bei gleich-
bleibender Ubertragungsqualitit um die Héilfte reduziert werden. Der Bandbreitenbedarf |4sst sich
durch den Einsatz von héherstufiger PSK oder QAM noch weiter verringern. Allerdings muss bei einer
weiteren Erhéhung der Stufenzahl stets auch ein merkbarer Verlust an Signalstérabstand und somit
eine hohere Bitfehlerwahrscheinlichkeit in Kauf genommen werden. Da aber Bandbreite inzwischen
ein kostbares und auch sehr teueres Gut ist — man denke nur an die Versteigerung der UMTS-
Frequenzen — geht der Trend momentan zu noch héherer Stufenzahl, z.B. zum 256 QAM-System.
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9. Versuchsdurchfiihrung

Die Aufgaben D1 und D2 sollen mit dem Programm ,,fwk“ durchgefiihrt werden. Berlicksichtigen Sie,

dass in diesem Programm alle GréRen auf sy normiert sind.

D1: Es gelten wieder die Voraussetzungen der Vorbereitungsfrage V4(d): Die Abtastwerte dg(vT)
des Detektionsnutzsignals seien 1V, der Rauscheffektivwert o; = 0.5V.

a)

b)

d)

Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis von V4(e): Wie groR ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg mit dem
Schwellenwert E = 0? Die Symbolwahrscheinlichkeiten p; = p(s = —sg) und p, = p(s =
+5y) seien zunédchst gleich?

Kann bei gleichen Auftrittswahrscheinlichkeiten p; = p, = 0.5 durch einen anderen Schwel-
lenwert E eine kleinere Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg erreicht werden?

Im Folgenden gelte p; = p(s = —sp) = 0.31 und p, = p(s = +s;) = 0.69. AuRerdem soll
nun der Schwellenwert E ein frei wahlbarer Parameter sein. Geben Sie fur diesen Fall den all-
gemeinen Ausdruck fir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg = pg entsprechend (12) in Abhan-
gigkeit aller Parameter (py, p2, 04, E) an.

Untersuchen Sie nun die Abhdngigkeit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg von der Entscheider-
schwelle E, indem Sie die Ergebnisse fir E /sy=—0.4,—0.3,—0.2,—0,1 und 0 in das nachfol-
gende Diagramm eintragen. Eingabeparameter: M = 2, p(—1) = 0.31, 0 = 0.5.

| =t =fe =t =4
Py o

o Rl SRR el S I S

o7, 1 ] i ! !
0% T T T T T
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e) Welchen Wert hat die optimale Entscheiderschwelle? Zeigen Sie an diesem Beispiel, dass flr
den optimalen Schwellenwert folgende Beziehung gilt:

2
o — i
e = i it (43)
Pt 208, " p(s=+s,)

D2: Sind die Amplitudenwerte eines M-stufigen Signals gleichwahrscheinlich und liegen sie dquidistant
zwischen den Werten —syund +5sg, so erhalt man fiir die mittlere Symbolfehlerwahr-scheinlichkeit:
2-M-1
pS i M

) SQ/(A‘W = ]_) y
' Q( o ) (44)
d
Voraussetzung flr die Giltigkeit dieser Gleichung ist, dass die Schwellenwerte genau in der Mitte zwi-

schen zwei benachbarten Amplitudenwerten liegen.

a) Zeigen Sie die Glltigkeit dieser Gleichung am Beispiel der Stufenzahl M = 2.

b) Wie groR darf die (normierte) Streuung g, des Rauschanteils maximal sein, damit die Bitfehler-
wahrscheinlichkeit den Wert 10~2 nicht iberschreitet? Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit dem
Programm.

c) Begriinden Sie die obige Gleichung (44) am Beispiel der Stufenzahl M = 4.

d) Wie groR darf nun die (normierte) Streuung des Rauschanteils maximal sein, damit die Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit den Wert 10~2 nicht tiberschreitet? Uberpriifen Sie lhr Ergebnis wie-
der mit dem Programm. Interpretation im Vergleich zu Punkt b).



Versuch 6 — Seite 30 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Die Aufgaben D3 bis D5 sollen mit dem Programm ,,psk“ durchgefiihrt werden.

D3: Zunachst soll die Basisbandiibertragung gemald unterer Skizze betrachtet werden. Mit dem "Stan-
dardsystem BB (bipolar)" sind dabei eingestellt:

e ein bipolares rechteckférmiges Sendesignal s(t), normiert auf die Amplitude s, = 1,
e AWGN-Kanal (Hkx(f) = 1, ®,(f) = Ny/2), gekennzeichnet durchi—B =9dB,
0
o  Hp(f) = Hyp(f), d.h. das Empfangsfilter ist an die Gegebenheiten optimal angepasst,

e Schwellenwertentscheider: Schwelle E und Detektionszeitpunkt Tp, jeweils optimal.

Es gilt also folgendes Blockschaltbild.

dig. s(?) r(t) | TiefpaB| 4(?) v(®) [ dig.
Onells HKU) =1 ‘ H.() » Detektor Singk .
() y

Takt

a) Betrachten Sie die Signale s(t), n(t), r(t), d(t) und v(t) und beschreiben Sie diese verbal.

b) Betrachten und beschreiben Sie das Augendiagramm ohne Rauschen (Menipunkt A). Wie groR
ist die vom Programm , psk“ ausgegebene Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg fir Eg /Ny = 9 dB?
Tragen Sie auch die anderen Ausgabewerte in die folgende Tabelle ein. Interpretieren Sie die

Ergebnisse.

10 - 1g(E,/N,) (Tp) o, j 10 - lg(p )

9 dB
(Punktb)

3dB
(Punkt d)
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c) Beirechteckférmigen Sendeimpulsen und dem AWGN-Kanal kann das Matched-Filter auch als
Integrator (,,Integrate & Dump”) realisiert werden. Zeigen Sie mit dem Programm , psk“, dass
man damit die gleiche Bitfehlerwahrscheinlichkeit erhalt. Wie unterscheidet sich das Detekti-
onsnutzsignal ds(t) gegenliber der Einstellung nach Punkt b)? Skizzieren Sie dg(t) in nachfol-
gendes Diagramm.

Hinweis: Im Programm ist der Integrator im Gegensatz zum Matched-Filter kausal realisiert;
deshalb muss der Detektionszeitpunkt von Tp = 0 auf Tp = T /2 gedndert werden.

-

Sendesignal: s(9)
0] T T T T T T
1 2 3 4 5 6

, 0 ) Detektions—
Detektionsnutzsignal T "5 DL \ ‘ zeitpunkte
. i e e kL
mit Integrator: d(0)

d) Wiederholen Sie die Aufgabe b) fir Eg/N, = 3 dB. Verandern Sie hierzu die Einstellungen
wieder auf ,,Matched-Filter” und ,,Tp = 0 ,,. Ergdnzen Sie die Tabelle zu Punkt b) und tragen
Sie die Ergebnisse von Punkt b) und d) in das nachfolgende Diagramm ein. Interpretieren Sie

die unterschiedlichen Ergebnisse.

- giiltig fiir Basisband (bipolar),
: AWGN-Kanal, Matched —Filter

10 - 1g(E,/N,)indB —
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D4: Im Folgenden soll als Empfangsfilter ein GauR—Tiefpass mit dem Frequenzgang Hg (f) gemaR (28)
verwendet weiden. Die normierte Grenzfrequenz sei fg - T = 0.8. Alle anderen Systemparameter
seien optimal, z.B. gelte Tp = 0. Mit diesem suboptimalen Empfangsfilter Hg(f) kommt es zu Impul-
sinterferenzen. Das bedeutet, dass die Detektion eines Symbols von den Nachbarsymbolen beeinflusst
wird.

a) Betrachten und beschreiben Sie das Detektionsnutzsignal dg(t) im Vergleich zum optimalen
Empfanger.

b) Ermitteln Sie mit dem Programm ,psk“ fir Eg /N, = 9 dB und 3 dB die mittlere und die un-
gunstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit (pg bzw. py) des suboptimalen Systems mit GaulR— Tief-
pass (fg - T = 0.8).

10 - Ig(Ex/NyY oI | o, Py |10-1gp )| Py |10 -lg(o,)

9 dB

3 dB

c) Tragen Sie die Fehlerwahrscheinlichkeitswerte (sowohl pg als auch py) in das nachfolgende
Diagramm ein und interpretieren Sie die Ergebnisse.

| ; - : | » ' giiltig fiir Basisband (bipolar),
Py ' ' ' ' ' ' AWGN-Kanal, Matched —Filter

111 lé
10 - 1g(E,/N,)indB —
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D5: Arbeiten Sie ab sofort mit dem ,Standardsystem BPSK“. Damit ist das folgende Ubertragungs-
system voreingestellt:

¢ bindre Phasenumtastung (BPSK) mit der (normierten) Tragerfrequenz fr - T = 4,

¢ AWGN- Kanal mit Mittenfrequenz fyy - T = 4, Bandbreite B,, - T = 6, Eg/Ny = 9 dB,
* phasenrichtige Synchrondemodulation mit f;' - T = 4,

* GauB-Tiefpass Hg(f) mit (normierter) Grenzfrequenz fz - T = 0.8,

* optimale Schwelle E,,; = 0, optimaler Detektionszeitpunkt Tp ¢ = 0.

a) Betrachten Sie die Signale q(t), s(t), n(t), r(t), b(t), d(t) und v(t) an den verschiedenen
Punkten des Blockschaltbildes und beschreiben Sie diese.

b) Ermitteln Sie fur Eg/Ny = 9 dB die Fehlerwahrscheinlichkeiten (pg bzw. py) des suboptimalen
BPSK-Systems mit GauR—Tiefpass (fg - T = 0.8). Alle anderen Parameter seien entsprechend obi-
ger Zusammenstellung optimal. Bewerten Sie das Simulationsergebnis im Vergleich zum entspre-
chenden Basisbandsystem (siehe Versuch D4).

Verfahren | 9(Tp) g9, Py [10-1g(p,)| Py 10 - lg(py,)

Basisband
(vgl. D4)

BPSK

c) Betrachten und beschreiben Sie das Phasendiagramm. Beriicksichtigen Sie dabei, dass im Pro-
gramm das Tragersignal sinusférmig ist.
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d) Betrachten Sie nun das Phasendiagramm fiir den Fall, dass zwischen dem sende— und dem emp-
fangsseitigen Tragersignal eine Phasendifferenz von A@t = 30° besteht. Wie andert sich das Pha-
sendiagramm gegeniber Punkt c)?

e) Welchen Einfluss hat diese Phasendifferenz (Apr = 30°) zwischen dem sende — und empfangs-
seitigen Tragersignal auf die Fehlerwahrscheinlichkeit?

Phasen— (T

. o Pg 10 - 1g
abweichung o) 4 5 10 lglpy)

A(PT - OO
(Aufgabe b)

Ap.. = 30°
(Aufgabe e)

D6 (optional): Nun soll mit dem Programm ,,dmv“ das ASK-System (vgl. Kapitel 6) untersucht werden.
Arbeiten Sie hierbei mit dem ,Standardsystem ASK“. Damit ist das folgende System voreingestellt:

e Amplitude Shift Keying (ASK) mit der (normierten) Tragerfrequenz f1 - T = 4,
e AWGN-Kanal mit Mittenfrequenz fy; -+ T = 4, Bandbreite B, - T = 6, Eg /N, = 9 dB,
¢ phasenrichtige Synchrondemodulation mit fy' - T = 4,
e GauB-Tiefpass Hg (f) mit (normierter) Grenzfrequenz fz - T = 0.8,
* optimale Schwelle E,p¢ = 0, optimaler Detektionszeitpunkt Tp ¢ = 0.
a) Betrachten Sie die Signale q(t),s(t),r(t), b(t),d(t) und v(t) und beschreiben Sie diese im
Vergleich zur BPSK. Welcher Wert ergibt sich fir die optimale Schwelle?

b) Zeigen Sie per Simulation (Meniipunkt ,F“), dass das ASK-System mit Eg/N, = 12 dB inner-
halb der Simulationsgenauigkeit genau die gleiche Bitfehlerwahrscheinlichkeit aufweist wie
das BPSK- System mit Eg /N, = 9 dB (vgl. D1(b), (e)). Welche Unterschiede gibt es?
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c)

d)

e)

f)

10 - 1g(Ey/N) ATp) Y4 Py 10 - 1g(p,)
12 dB
6dB

Welchen Wert sollte die Entscheiderschwelle besitzen? Berlicksichtigen Sie bei Ihrer Antwort
die unipolare Signalisierung. Uberpriifen Sie den Einfluss der Schwelle auf die (mittlere) Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit, indem Sie E /s, = 0.3 setzen.

Es gelte nun wieder Eg /Ny = 12 dB und der Schwellenwert sei optimal. Ermitteln Sie den Ein-
fluss der Grenzfrequenz des gauRférmigen Empfangsfilters. Wahlen Sie hierzu fg - T = 1.6 und
fg - T = 0.4. Tragen Sie die Simulationsergebnisse in die erste und die dritte Zeile der nachfol-
genden Tabelle ein. Ubertragen Sie auch das Ergebnis firr fz - T = 0.8 (siehe Punkt b) in die
zweite Zeile dieser Tabelle.

fo-T | a@y) o, Pg (10-1gl)l Py |10 -1goy)

1.6

0.8

0.4

Interpretieren Sie die Ergebnisse fur fg - T = 1.6 im Vergleichzu fg - T = 0.8.

Interpretieren Sie die Ergebnisse fur fg - T = 0.4.
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D7: Wenn Sie noch Lust haben, starten Sie nun wieder das Programm ,,psk“ und wahlen das , Stan-
dardsystem 4-QAM (QPSK)“ mit den Parametern entsprechend der Voreinstellung (, T gibt die Sym-
boldauer der Signale nach dem S/P —Wandler an):

¢ 4QAM-SystemgemaR Abbildung 18 mit der (normierten) Tragerfrequenz f1 - T = 4,
e AWGN-Kanal mit Mittenfrequenz fy; -+ T = 4, Bandbreite B, - T = 6, Eg /N, = 9 dB,
e phasenrichtige Synchrondemodulation mit f;' - T = 4, kein Bandpass
e GauB-Tiefpass Hg(f) mit (normierter) Grenzfrequenz fg - T = 0.8,
* optimale Schwelle E,p¢ = 0, optimaler Detektionszeitpunkt Tp ¢ = 0.
a) Betrachten Sie alle Signale an den verschiedenen Punkten des Blockschaltbildes und beschrei-
ben Sie die wesentlichen Unterschiede zur BPSK. Wahlen Sie fir diesen Unterpunkt ein ver-
nachldssigbar kleines Rauschsignal (z.B. Eg /N, = 80 dB).

b) Ermitteln Sie fir Eg/N, = 9 dB die Bitfehlerwahrscheinlichkeit des 4-QAM-Systems und ver-
gleichen Sie diese mit den Ergebnissen bei BPSK (Versuch D5b). Die Parameter seien optimal,
insbesondere gelte Apt = 0° (d.h. ideale Phasensynchronisation).

10 - 1g(E,/N,) (T ) g, Py 10 - Ig(p,)
12 dB

6dB
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c)

d)

e)

Betrachten Sie auch das Phasendiagramm bei 4-QAM und vergleichen Sie dieses mit dem Pha-
sendiagramm bei BPSK. Interpretieren Sie das 4-QAM-Phasendiagramm hinsichtlich der 4-
QAM-Entscheidungsregel. Fihren Sie diesen Versuch auler mit Eg/Ny = 9 dB auch fir
Eg/Ny = 3 dB (sehr starke Storungen) sowie Eg/Ny = 80 dB (quasi-rauschfrei) durch. Wo-
ran erkennt man den Einfluss von Impulsinterferenzen?

Wahlen Sie nun At = 30° und betrachten Sie wieder das 4-QAM-Phasendiagramm. Inter-
pretieren Sie dieses im Vergleich zum entsprechenden BPSK-Phasendiagramm.

Ermitteln Sie fur die den Fall (Eg /Ny = 9 dB, Phasendifferenz At = 30° zwischen sende- und
empfangsseitigem Tragersignal) die Fehlerwahrscheinlichkeit.

A(pT = 30° O(T])) Od pB 10 . ]g([)d)
BPSK
(Aufgabe D5e)
QPSK/4QAM
(Aufgabe D7e)
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10. Musterlésungen der Vorbereitungsaufgaben
Vl1:
a) <ey > = 00000 10000 00001 10000.
b) np=3; N=20;hp = 15%.

V2
N4

N = = . . _23%.’) G —20_\_V_ - - -18
a) 4\0 FkBO 5-1L38-10 K 20K =2-10 szz“. 15-10 e

b) N=N,-B=15- 10-'8%5- 6-105Hz=9-10-2V2; 0,= /N =3,V.

2O

Ry A 2

E; +1 dc—=%

Ps = p(= 1)p(n(T}) > 0.5V) + p(+ 1) p(n(T};) < = 0.5V)+ p@) p(In(Tp)| > 0.5V)

b)

pe=(p(~ 1) +p(+ 1) + 2 p(0)) - Q(%,Sd—v) = 15.Q(25) = 0.93%.

c¢) DasSymbol”0” liefert den grofiten Anteil, da es haufiger auftrittals die beidenande-
ren Symbole und zudem nach beiden Richtungen hin verfilscht werden kann. Die
kleinste Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich, wenn die Entscheiderschwellen jeweils
genau beiden Schnittpunkten der beiden jeweiligen WDF—Kurven liegen. Mit opti-
malen Schwellenwerten (bei =0.52) erhélt man 0.87%.

a) T=05us;E;=52-T=(2V)-05-10"%s=2-10"5V3%.

0

E 2 - 10-6 Vs 2E
b __;B. s - = = 9dB): = ___.B = = . 0“5 .
) N, "5 10 Tvamg - S99 Py = No) A=

¢) Sendeamplitude nur die Halfte: p, = Q(2) = 2.27 - 10 g
N,
d) dvD) =%s,=£1V; o}=50=025V? <=0, =05V.

s
€) Py= Q(Eg') = Q(2) == Natiirlich gleiches Ergebnis wie unter Punkt c)
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Vs:

+ @ + @
N”

. : N,
=20 o MY p e ) +2 —_
= 2 ] IIJEG)I df =3 2 [ Sl (ﬂfI‘E)df_z—TQ;
b) 7. =T = 0.5us. Damit gelten die gleichen Bedingungen wie in V4(a) und (b):
Der Detektionsgrundimpuls ist dreieckformig,

@

® Der Rauscheffektivwert betrégt o, = 0.5V.

® Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit betragt 3.17- 10-5.

N 25-10"7VZ/Hz
2__40 = = 2 o= =

¢) 9 ZTE T4 - 15 -Fs 0179V g, 0423V.
Die Impulsantwort ist breiter als beim optimalen Filter
= Die Ubertragungsfunktion ist schmiler als beim optimalen Filter

«I= Der Rauscheffektivwert ist kleiner als beim optimalen Filter

g(t)=g(t)*h (1
{0 = &0) 10 o= =1 s,

d) é
y '\ﬁ
1] ; ; | |
—600 —100 100 500 600
{inns —
4 LLL
€) LLO OLL e L i
a0 n=v=1 T =0:
| — oT,=0)=2[g,(0-lg,(D]- lg, (=D
: —— (T, =0) = 2:[g,(0) = lg,(D] - lg (- D]
=2.¢ .[2_92.171_6.
o(Ty,) =23, [7 2 7]—7 3y
|
LOL 6(Ty,)/2 0857V
N, K NESIPR ;. = = J =
Py = QA=) = Qg =
OOL LOO = Q(2.02) = 2% (groBer alsp,,).
000
“TR y47)

f) Die absolute Impulsdauer ist nun 800 nsund es gilt g;( £500ns) = 0. Deshalb gibt es
keine Impulsinterferenzen; die halbe Augenoffnungistgleich g;(0) = so. Darausfolgt:

"f=& 2.5 - 10~7V2/Hz

= = 2
2T, 06-10-6s MV

o? .
= (=) = 2V = = =3 (= i i
Py =Q ad) Q(O.654V) Q(3.06) = 1077 (= p, keine Impulsinterferenz).

Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist gréBer alsin b), da das Filter zu breitbandig ist.



Versuch 6 — Seite 40 Praktikum Nachrichtentechnik (LB)

Veé:
E. E -5
a) auwsV4(by: B=8 = 10- logK,B =903dB: p, = Q@) =317 -1077;
o 0
E E
aus V4(c): TB =2 o= 10" log ~\—fﬁ 3.01dB: p; = Q(2) = 227 - ;
o o
T i oo 1 BPSK, AWGN—Kanal,
. , ) , ‘ , Matched—Filter

10 - Ig(E,/N,)indB —

b) Ans Fehlerwahrscheinlichkeitskurve folgt: 10- 1g(Eg/Ng) = 6.75 dB (Egp/Np = 4.75).

c) Hiergilt: p, = Q(V E_/N )
Aufgrund der logarithmischen Darstellung ist die Kurve fiir das ASK— System um
3.01 dB =3 dB nach rechts verschoben.

d) Das ASK—Systemmit 10-1g(Ep/Ng) = 12 dB besitzt die gleiche Bitfehlerwahrschein-
lichkeit wie das BPSK —System mit 10-1g(Eg/Vp) = 8.99 dB (=9 dB). Diese wurde in
Punkta) berechnet: pg = 3.17-10-5,

e) Bei BPSK ist der geforderte Wert nach Punkt b): 10-1g(Eg/Np) = 6.75 dB. Bei ASK
muf} dieser Wert um ca. 3 dB erhéht werden. Also muf gelten:
10-1g(Ep/Ng) = 9.75 dB.

Ny

4-F
=%-s2-Td> T=—2B=236ps < R=%z423kbit/s.
A

0
0

E E
f) 10-logsB=0975dB > EB=944 > E =236-10"°V?/Hz
0

Eg
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11. Musterlésung der Versuchsdurchfiihrung
DI1:
a) Das Programm bestatigt: p, = Q(2) = 227 - 1072,
b) Jede Verinderung der Entscheiderschwelle fiihrt zu einer VergroBerung von pg.

c) P~ EP;‘P_Q,-:pl -p(n(T,) > E +s) +p, - p(n(Ty) <E -s;)

-puxE:‘)p,u—oe—J» P Q852+, Q%5 0),

a * 4% — g’)--—»fl~—~**f i ol o
., | 374% | 2839 | }
w— +—+ —F — =5 — +
| | l | |
0% : - : ; -
04 =03 .02 =061 0 [ e

e) Deroptimale Schwellenwert ergibtsich sowohlbei der Berechnung entsprechend (43)
alsauchbei der Simulationzu Eqp = —0.1-59. Allgemein gilt: Sind die Symbole nicht
gleichwahrscheinlich, so liegt der optimale Schwellenwert ndher am Amplitudenwert
mit der niedrigeren Auftrittswahrscheinlichkeit.

; s s
a) Mit M = 2 erhdlt man auch hiermit: p, = p, = Q(F%).
d

b) % > Q-1(0.01) ~ 2.3 = ;: ~043.

¢) Die M= 4 moglichen Amplitudenwerte liegen bei #spund +s¢/3 und die M—1=3
Entscheiderschwellen in der Mitte zwischen zwei moglichen Amplitudenwerten (also
bei O und £2/3-s5). Die Wahrscheinlichkeit, daB eine der beiden dufleren Stufen ver-
falscht wird, betrégt p, = Q((s0/3)/o, ). Die beiden inneren Stufen konnen dagegen
nach beiden Richtungen verfilscht werden (Verfdlschungswahrscheinlichkeit: 2-p,).
Durch Mittelung unter Beriicksichtigung der Auftrittswahrscheinlichkeiten (jeweils
0.25) folgt ps=1.5- p,. Dieser Wert ergibt sich auch mit Gl. (44).

d py=15- 0(3—1—)510 2 = Q3 00)<001==000667

L ot = —
F‘aLd“Q"S 5 5‘0 =013,

Der Rauscheffektivwert o, muf beim Quaterndrsystem deutlich geringer als beim
Bindrsystem sein, damit sich eine vergleichbare Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt.
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D3:

a) Ohne Storungen ergibt sich aus dem rechteckférmigen Sendesignals(f) aufgrund der
Faltung mit der (rechteckférmigen) Impulsantwort /inr(f) des akausalen Matched—
Filters ein dreieckformiges Detektionssignal dg(¢). Der optimale Detektionszeitpunkt
ist somit T ppe = 0. Durch die Storungen n(r) ist dem Nutzsignal dg(f) nun noch ein
Storanteil d(r) iiberlagert, dessen Streuung o, jedoch wegen des (Matched—)Filters
deutlich kleiner ist als die Streuung o, von n(t). Bei fehlerfreier Ubertragung ist das
Sinkensignal v(f) bis auf eine Zeitverschiebung identisch mit dem Sendesignal s(¢).

b) Der Detektionsgrundimpuls g;(¢) ist dreieckformig. Das Matched—Filter ist hier als
akausal angesetzt; deshalb tritt das Impulsmaximum sy zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf.
Ohne Beriicksichtigung von Storungen ergibt sich somit das hierfiir typische Auge:

S0

=T Tp=0 T

Die auf sy normierte Augendffung ist somit 2. Der Effektivwert der Stérungen ergibt
sich nach dem Programm zu o, = 0.250. Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist damit
niherungsweise gleich p, = Q(4) = 0.317- 107 DasSinken—SNR nach Definition
(34) hat ndherungsweise den Wert 2- Ep/Ny.

10 - I(EL/N,) ATy) g, Py 10 - Ig(p,)
9dB .
(Punkt b) 2.000 0.126 0.305 .10~ 12.06 dB
3dB
(Punkt ) 2.000 0.498 0223 . 1071 6.06 dB
) I &
Sendesignal: s(t)
0= l T T T i3 T
1 2 3 4 5 6
' ‘ \L Detektions—
Detektionsnutzsignal T SJ__.L«' ___________ | Y |\ zeitpunkte

) 0
mit Integrator: 4 () '
1 1 I | I i I
1 \ﬁ\l 3 \\I\\] (T
0
Zuden Detektionszeitpunkten @ndertsich gegeniiber dem Matched—Filter nichts; die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist gegeniiber Punkt b) deshalb auch unverandert.
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a)

Py ' ' ' : ' ' AWGN-Kanal, Matched—Filter

D4:

b)

Beziiglich des Nutzsignals dndert sich gegeniiber b) nichts. Dagegen ist die Rausch-
leistungsdichte Ny am Empfangereingang und damit auch die Rauschleistung am Ent-
scheider nun viermalso groB und der Storeffektivwert o, verdoppelt sich. Weiter gilt:
pd = 2:Eg/Njp. Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist gegeniiber Punkt b) um fast 3
Zehnerpotenzen groBer. Die simulierten Werte passen exakt zu vorgegebener Kurve.

giiltig fiir Basisband (bipolar),

1 12
10 - 1g(E,/N,)indB —>

Aufgrund des gauBférimigen Empfangsfilters ist das Detektionsnutzsignal nicht mehr
dreieckférmig, sondern hat einen viel weicheren Verlauf. Die Impulsinterferenzen
erkennt man daran, daB auch zu den Detektionszeitpunkten die Abstinde des Nutz-
signals von der Entscheiderschwelle E = 0 unterschiedlich sind. Allerdings ist der
EinfluB der Impulsinterferenzen bei dieser Einstellung relativ gering.

10lg(Ep/Noy  &(T D) 9, Py 10- lg(pd) Py 10- Ig(pu)

9dB 1.822 0.267 [0.19- 1073 11.02dB [0.32-1073| 10.66 dB

3 dB 1.822 0.533 |037-10"1| 5.06dB |044-10"1 4.66 dB

Siehe Skizze bei D3. Die Fehlerwahrscheinlichkeit pp des suboptimalen Systems
(weie Rechtecke)liegtstets oberhalb des optimalen Systems ( weifle Kreise ). Der ver-
tikale Abstand zwischen den weiBen Rechtecken und den weien Kreisen ist um so
grofer, je kleiner die Fehlerwahrscheinlichkeiten sind, dh. je gréBer Ep/Ny ist. Die
schwarzen Rechtecke kennzeichnen die ungiinstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit py,
die eine obere Schranke fiir pp angibt. Bei kleinem Eg/Ny gilt: pg = py.
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D5:
a) DasBPSK-Sendesignal s(f)hateinen Verlaufvergleichbar Bild 16(b). Das Empfangs-

signal r(r) erhdlt man durch die additive Uberlagerung des Rauschsignals n(f). Dieses
stochastische Signal unterscheidetsichvom Rauschsignal n(f) beim Versuch D3 grund-
sdtzlich, da nun kein TP —Rauschen, sondern BP —Rauschen wirksam ist. Die Mitten-
frequenz fyr des Rauschens ist dabei gleich der Tragerfrequenz f. Nach Zusetzen des
empfangsseitigen Trigersignals ergibt sich das Signal b(r) mit einem Anteil um die
doppelte Tragerfrequenz (2 f1). Das Detektions(nutz)signalnach dem Empfangsfilter
ist aufgrund der im Programm verwendeten Amplitude Z p = 1 des empfangsseitigen
Tragersignals nur halb so grofl wie bei der Basisbandiibertragung, hat aber ansonsten
genau die gleiche Formwie in D4.

b) fg: T o(Tp) T4 Py 10-1g(0,)| Py 10-1g(o))

Basisband

103 .10-3
(vgl. D4) 1.822 0.267 |0.19-10 11.02dB |0.32-10 10.66 dB

BPSK 0.908 0.134 |019°107°(11 00dB |033-10-3 1064 4B

Innerhalb der Simulationsgenauigkeit sind die Fehlerwahrscheinlichkeiten der beiden
Modulationsverfahrengleich. Da imProgramm z = 1verwendet wird, unterscheiden
sich Augenoffnung und Rauscheffektivwertjeweils um den Faktor 2. Mit z g = 2 wiren
auch diese GroBen gleich.

c) BeiBPSK gibt es zweiPunktwolken. Da im Programmdie Tragerphase 90° betragt, ist
hier die Entscheidungsgrenze diereelle Achse. An den Farben erkennt man die Fehl-
entscheidungen.

d) Die beiden Punktwolkensind nunum 30° gedreht. Damitist der Abstand der einzelnen
Punkte von der Entscheiderschwelle um cos(Agt) kleiner.

¢) Ein Phasenfehler Agt bewirkt eine frequenzunabhangige Dampfung um cos(Agr).
Deshalb istdie Augendffnung (wie alle Nutzsignale) um den Faktor cos(Agt)=0.866
kleiner. Der Rauscheffektivwert bleibt gleich. Damit verringert sich der Sinkenstor-
abstand um ca. 1.2 dB.

Phasen— (T o .
abweichung *Tp) d Py 10 - Igp ;)
= (°
Py 0.908 0.134 0.19-1073 11.00 dB
(Aufgabe b)
o S 0.787 0.134 0.10-10~2 9.77 dB
(Aufgabe ¢)
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Dé6:

a)

b)

©)

d)

€)

Alle Signale sind nun unipolar. Deswegen ist die optimale Entscheiderschwelle auch
nicht £ = 0, sondernliegt bei E = sp/4. Im Gegensatz zur BPSK hat hier das Sende-
signal s(¢) keine konstante Hiillkurve.

Entsprechend der Theorie unterscheiden sich ASKund BPSK um ca. 3 dB. Das ASK—
System mit Eg/Ny = 12 dB hat somit genau die gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit wie
das BPSK—Systemmit Eg/Ny = 9 dB. Aufgrund der unipolaren Signalisierung unter-
scheiden sich jedoch Augendffnung und Rauscheffektivwert jeweils um den Faktor 2.

O(TD) Od ‘DB 10- lg(pd)
BPSK -
(E./N. = 9dB) 0.908 0.134 0.19-1073 11.00 dB
B0
ASK ~
0
o T ATp) o, Py 10-1g(o )
1.6 0.500 0.094 0.39-10~2 8.50dB
0.8 0.457 0.067 0.17-1073 11.07 dB
0.4 0.185 0.047 0.60-1072 7.99 dB

Aufgrund der unipolaren Signale und zZg = 1 liegt die optimale Entscheiderschwelle
bei Egpi/sp = 0.25. Mit Efsg = 0.6 erhdhtsichpp etwa um eine GroBenordnung.

Aufgrund der groferen Grenzfrequenz ist das Einschwingverhalten des Nutzsignals
giinstiger. Die Augendffnung ist gleich 0.5. Dies ist bei unipolarer Signalisierung und
Z g = 1 der maximal mogliche Wert. D.h. bei dieser Grenzfrequenz gibt es quasi keine
Impulsinterferenzen undes gilt auchpg = py. Gleichzeitig bedingt die groBere Grenz-
frequenz aber auch eine schlechtere Rauschunterdriickung (o, ist nun um ca. 40%
grofier). Das Ergebnis dieser gegenliufigen Einfliisse ist ein Anstieg der Fehlerwahi-
scheinlichkeit um mehr alseine Zehnerpotenz gegeniiber dem Optimum (fg- 7= 0.8).

Nun ist die Rauschunterdriickung besser; d.h. o F ist nun um ca. 30% kleiner als beim

Vergleichssystem (fg- 7 = 0.8). Gleichzeitig schwingt aber aufgrund der zu kleinen
Grenzfrequenz das Nutzsignal nur unzareichend ein. Die (normierte) Augendffnung
ist nur mehr 0.185; dies ist der Grund fiir die relativ hohe Fehlerwahrscheinlichkeit.
Aufgrund der groBen Impulsinterferenzen ist nun py; nur eine grobe Naherung fiin pg
(etwa um den Faktor 4 groBer).
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D7:

a)

b)

d)

Die Symboldauer T der Teilsignale g1(f) und g(f) im Inphase — bzw. Quadraturzweig
ist doppelt so groB wie die Symboldauer T des Quellensignals g(¢); 73 wird hier mit
"Bitdauer” bezeichnet. Das jeweils erste Bit von g(¢) innerhalb von 7 wird dem Signal
qi1(¢), das zweite Bit dem Signal go(f) zugeordnet. Das Signal s1(7) ergibtsich aus der
Multiplikation eines cos—formigen Tragersz(¢f) mitgy(¢), das Signal sy(¢) aus der Mul-
tiplikation eines "minus—sinus”—férmigen Trigers z¢(f) mit go(¢). Die Amplituden
beider Orthogonalsignale sind jeweils 1//2, so daB der Maximalwert des Sendesignals
s(f) wieder sg ist. Da zj(f) und z¢(¢) zueinander orthogonal sind, kénnen die beiden
Zweige unabhidngig voneinander synchrondemoduliert werden. Alle folgenden Nutz-

signale unterscheiden sich von denen bei BPSK nur um den Faktor 1/‘-"5.

Alle Nutz— und Stérsignalesind genauum den Faktor 1/,2 kleiner alsbei BPSK, dage-
gen unterscheiden sich die Bitfehlerwahrscheinlichkeiten von BPSK und QPSK nicht.

Agp = 0° oTp) % Py 10-1g(o )
BPSK -
(Aufgabe DSb) 0.908 0.134 0.194-10 11.00 dB
( fu‘;S‘i/“%% 0.642 0.094 0.194-10-3 |  11.00 dB
ga ¢

Das Phasendiagramm bestétigt diese Ergebnisse. Bei BPSK gibt es zwei Punktwolken,
bei QPSK vier. Gleichzeitig erkennt man die unterschiedliche Entscheidung bei der
BPSK (positiver bzw. negativer Imaginérteil) und der QPSK (entsprechend den vier
Quadranten). Der Einflul der Impulsinterferenzenistbei’Eg/Ny = 80 dB” zusehen:
Ohne Rauschen liegen nicht alle Werte aufeinenvon 4 Punkten. Bei kleinerer Grenz-
frequenz wire dieser Sachverhalt noch deutlicher zu erkennen.

Nunsind die Quadranten gegeniiber ihren Solllagen verdreht. Wie bei BPSK wird das
Nutzsignal um den Faktor cos(Ag@T) =0.866 kleiner. Bei 4QAM wirkt sich der gleiche
Phasenfehler jedoch stirker aus, da nicht nur jede Komponente um diesen Faktor
kleiner wird, sondern zudem die Augendffnung auch durch die gréBer werdende
Projektion der Orthogonalkomponente verkleinert wird.

DasErgebnis von Punkt d) wird bestéatigt: Bei4Q AM bewirkt die Phasendifferenz eine
Vergroferung der Fehlerwahrscheinlichkeit um mehr als 2 GréBenordnungen.

Ag, = 30° aT ) a, Py 10-1g(p,)
BPSK .
(Aufgabe DS¢) 0.787 0.134 0.104-10 9.77 dB
( gffz“é“%";“’; 0.203 0.094 0.486-10~1' |  4.40dB
ape Cc
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Anhang: Tabellen der Fehlerfunktionen
1

X 20 - 1g(x) Px) Q(x) 0,5 - erfo(x) 2 [xx

0.0 — ®Xgp 0.500000 |0.500000E+00 0.500000E+00 o

0.2 |-13.979 dB 0.579260 |0.420740E+00 0.388649E+00 0.135517E+01
0.4 ~-7.959 dB 0.655422 | 0.344578E+00 0.285804E+00 0.600963E+00
0.6 -4.437 dB 0.725747 | 0.274253E+400 0.198072E+00 0.328018E+00
0. -1.938 dB 0.788145 [0.211855E+00 0.128950E+00 0.185933E+00
1.0 0.000 dB 0.841345 [0.158655E+00 0.786496E~01 0.103777E400
1z2 1.584 dB 0.884930 (0.115070E+00 0.448430E-01 0.556967E~01
1.4 2.923 dB 0.919243 | 0.807567E-01 0.238577E-01 0.283824E-01
1.6 4.082 dB 0.945201 |0.5479S3E-01 0.11825%E-01 0.136295E-01
1.8 5.105 dB 0.964070 | 0.359303E-01 0.545475E~02 0.613774E-02
2.0 6.021 dB 0.977250 | 0.227504E-01 0.233887E-02 0.258337E-02
2.2 6.848 dB 0.986097 |(0.139035E-01 0.531423E-03 0.101388E-02
2.4 7.604 dB 0.991802 | 0.819755E-02 0.344257E-03 0.370380E-03
2.6 8.299 dB 0.995339 (0.466119E-02 0.118017E-03 0.125774E-03
2.8 8.943 dB 0.997445 | 0.255513E-02 0.375066E-04 0.356614E-04
3.0 9.542 dB 0.998650 |0.134990E-02 0.110453E-04 0.116044E-04
3.2 10.103 dB 0.999313 |0.687138E~03 0.301288E-05 0.314825E-05
3.4 10.630 dB 0.999663 | 0.336929E-03 0.760996E-06 0.791538E~06
3.6 11.126 dB 0.999841 |(0.159109E-03 0.177931E-06 0.184347E-06
3.8 11.596 dB 0.9995928 |0.723480E-04 0.385020E-07 0.397557E-07
4.0 12.041 dB 0.999968 |0.316713E-04 0.770863E-08 0.793640E-08
4.2 12.465 dB 0.999987 |0.133457E-04 0.142774E-08 0.146619E-08
4.4 12.869 dB 0.999995 |0.541254E-05 0.244585E-08 0.250611E-09
4.6 13.255 dB 0.9595598 | 0.211246E-05 0.387480E-10 0.396247E-10
4.8 13.625 dB 0.999999 | 0.793328E-06 0.567606E~11 0.579440E-11
5.0 13.9739 dB 1.000000 |[0.286652E-06 0.768730E-12 0.783543E-12
5.2 14.320 dB 1.000000 |[C.996443E-07 0.962455E-13 0.979642E-13
5.4 14.648 dB 1.000000 |0.333204E-07 0.111384E-13 0.113233E-13
5.6 14.964 dB 1.000000 (0.107176E=07 0.119142E-14 0.120985E-14
5.8 15.265 dB 1.000000 (0.331574E-08 0.117780E-15 0.119481E-15
6.0 15.563 dB 1.000000 | 0.986589E-09 0.107593E-16 0.10S054E-16
6.2 15.848 dB 1.000000 |0.282316E-09 0.908340E-18 0.919860E-18
6.4 16.124 dB 1.000000 |0.776883E~10 0.708539E-19 0.716989E-19
6.6 16.391 dB 1.000000 |0.205579E~10 0.510666E-20 0.516397E-20
6.8 16.650 dB 1.000000 |0.523095E-11 0.340042E-21 0.343644E-21
7.0 16.902 dB 1.000000 |0.127981E~11 0.209191E-22 0.211284E-22
7.2 17.147 dB 1.000000 (0.301063E-12 0.118891E-23 0.120015E-23
7.4 17.385 dB 1.000000 |(0.680922E~13 0.624192E-25 0.629792E-25
7.6 17.616 dB 1.000000 |0.148065E~13 0.302727E-26 0.305304E-26
7.8 17.842 dB 1.000000 |0.309536E-14 0.135621E-27 0.136717E-27
8.0 18.062 dB 1.000000 [0.622097E=~15 0.561215E-29 0.565533E-29
8.2 18.276 dB 1.000000 |0.120194E-15 0.214511E-30 0.216084E-30
8.4 18.486 dB 1.000000 |0.223240E-16 0.757313E-32 0.762593E-32
8.6 18.650 dB 1.000000 [ 0.398579E-17 0.246937E-33 0.248584E-33
8.8 18.830 dB 1.000000 |0.684079E-18 0.743680E-35 0.748421E-35
9.0 19.085 dB 1.000000 (0.112859E-~18 0.206852E-36 0.208113E-36
952 19.276 dB 1.000000 |0.178976E-~19 0.531368E-38 0.534471E-38
9.4 19.463 dB 1.000000 |0.272817E-20 0.126064E-39 0.126766E-39
9.6 19.645 dB 1.000000 |0.399722E-21 0.276196E-41 0.277737E-41
5.8 19.825 dB | 1.000000 |0.562928R-22 0,.5605198-43 0.560519E-43
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Die vorherige Tabelle gilt fiir aquidistante x—Werte, die folgende fur aquidistante dB—Werte.

1 —x?
x| 2001 o) Q) 0,5 - erfe(x) S
1.000| ¢.00 dB 0.841345 0.158655E+00 0.786496E-01 0.103777E+00
1.029| 0.25 dB 0.848307 0.151693E+00 0.727642E-01 0.950314E-01
1.059| 0.50 dB 0.855258 0.144742E+00 0.670652E-01 0.867179E-01
1.090| 0.75 dB 0.862184 0.137816E+00 0.615667E-01 0.788373E~01
1.122| 1.00 dB 0.869073 0.130927E+00 0.562820E-01 0.713%22E-01
1.155| 1.25 dB 0.8753910 0.124030E+00 0.512231E-01 0.643805E-01
1.189| 1.50 dB 0.882682 0.117318E+00 0.464013E-01 0.578013E-01
1.223| 1.75 dB 0.889374 0.110626E+00 0.418262E-01 0.516521E-01
1.259 | 2.00 dB 0.895971 0.104029E+00 0.375061E-01 0.459288E-01
1.296 | 2.25 dB 0.502458 0.975417E-01 0.334476E-01 0.406256E-01
1.334| 2.50 dB 0.908820 0.911804E-01 0.296553E-01 0.357354E-01
1.372| 2.75 dB 0.515040 0.849600E-01 0.261321E-01 0.312490E-01
1.413( 3.00 dB 0.521104 0.788353%E-01 0.228786E-01 0.271 558E-01
1.454( 3.25 dB 0.926997 0.730031E-01 0.1983936E-01 0.234433E-01
1.496 | 3.50 dB 0.932704 0.672961E-01 0.171734E-01 0.200370E-01
1.540( 3.75 dB 0.938211 0.617891E-01 0.147111E-01 0.171010E-01
1.585| 4.00 dB 0.543505 0.564953E-01 0.125009E-01 0.144377E-01
1.631] 4.25 dB 0.948573 0.51426%E-01 0.105323E-01 0.120881E-01
1.679| 4.50 dB 0.953405 0.465851E-01 0.879383E-02 0.100320E-01
1.728| 4.75 dB 0.957990 0.420087E-01 0.727250E-02 0.824821E-02
1.778| 5.00 dB 0.962321 0.376790E~01 0.5953878-02 0.671483E-02
1.830| 5.25 dB 0.966330 0.336096E-01 0.482252E-02 0.540852E-02
1.884| 5.50 dB 0.970194 0.298063E-01 0.386224E-02 0.430883E-02
1.939| 5.75 dB 0.973728 0.262719E-01 0.305640E-02 0.339355E-02
1.995| 6.00 dB 0.976993 0.230074E-01 0.23882%E-02 0.263899E-02
2.054| 6.25 dB 0.979989 0.200113E-01 0.184142E-02 0.202531E-02
2.113| 6.50 dB 0.582720 0.172803E-01 0.139980E=~02 0.153275E-02
2.175| 6.75 dB 0.985192 0.148075E-01 0.104828E-02 0.114294E~02
2.239| 7.00 dB 0.987413 0.125871E-01 0.772675E-03 0.835003E-03
2.304| 7.25 dB 0.989391 0.106087E-01 0.560054E-03 0.60574%E-03
2.371| 7.50 dB 0.991139 0.886107E-02 0.3587396E-03 0.4259712E-03
2.441 | 7.75 dB 0.992669 0.733107E-02 0.278682E-03 0.259204E-03
2.512 | 8.00 dB 0.993936 0.600433E-02 0.150508E-03 0.204260E-03
2.585| 8.25 dB 0.995134 0.486564E-02 0.128054E-03 0.136557E-03
2.661| 8.50 dB 0.996101 0.389863E~02 0.839395E~04 0.892946E-04
2.738| 8.75 dB 0.996913 0.308676E-02 0.538158E-04 0.570355E-04
2.818| 9.00 dB 0.997587 0.241331E-02 0.336273E-04 0.355362E-04
2.901| 9.25 dB 0.598138 0.186176E-02 0.204635E-04 0.215656E-04
2.985| 9.50 dB 0.598584 0.141612E-02 0.121083E-04 0.127275E-04
3.073| 9.75 dB 0.998939 0.106116E-02 0.695578E-05 0.729274E-05
3.162 |10.00 dB 0.999217 0.782701E-03 0.387211E-05 0.404895E-05
3.255|10.25 dB 0.999432 0.567725E-03 0.208500E-05 0.217 578E-05
3.350 |10.50 dB 0.9939595 0.404562E-03 0.108385E-05 0.112858E-05
3.447 |10.75 dB 0.999717 0.282936E-03 0.542794E-06 0.564021E-06




