Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Musterlosung zur Aufgabe A3.1

a) Mit dem ersten Fourierintegral erhdlt man:

- 1T L B £ __'1 i ""-_11
X(f) = / . L\—fL],.'f+J-_:'uj.-th — . ¢ t 1/ T2 f) .
= T+

i2rf 0
Die obere Integralgrenze (¢ — o) ergibt 0, die untere Grenze (¢ = 0) den Wert 1. Somit gilt:
A.T .
X(f) = X(f=0)=A.T=3.10"" V/Hz.

T 142nfT
Bei der Frequenz /= 0 ist demnach das Spektrum rein reell.
b) Mit den Abkiirzungen Xy =A - T und f(, = 1/(2nT) lautet die Spektralfunktion:

i .Y” . .Y”
1o 1+ (f/fe)

X(f) (L—j-f/fo).

Aufgeteilt nach Real- und Imagindrteil ergibt dies:
.Y”
L+ (f/fo)?

Bei der Frequenz f, ist

}{n ' f .fu

Re[X(f)] = TR U

Im[X(f)] =

X0
e der Realteil gleich

Xy/2=1.5 - 10~ V/Hz, und

e der Imaginirteil gleich 1
—Xy2==1.5-10=2V/Hz.

¢) Der Betrag einer komplexwertigen

Funktion, die als Quotient vorliegt, ist gleich 1 .1 }j
J0

dem Quotienten der Betrdge von Zahler
und Nenner. Damit erhilt man:

:{1 ] j{i b

X=X
|1 +1-1 ,fn| "I|r-"ll 14+ ”_f_”}_

|Y“ = fﬂj‘| = _";_’”I.,-"\,.-“E = 2.12- ].[]'_:i VI,.-"H?,.

Bei sehr groflen Frequenzen (f - o) ist der Betrag nahezu 0 (siehe Skizze).
d) Fiir die Phasenfunktion gilt allgemein:
. '—Iln[.‘{[f}]) .
2| f ) = arct: ————— | = arct: ! o) -
¢(f) = arctan ( Re[X(f)] wctan (f/ fo)

Fir /= f,, ergibt sich arctan(1) = /4 = 0.785, fiir sehr grole Werte von f ndhert sich die Phasenfunktion
dem Wert arctan(e0) = /2 = 1.571 an. Beide Angaben sind im Bogenmal} (,,Radian”) zu verstehen.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.1

a) Unter Ausnutzung der genannten Symmetrieeigenschaften gilt mit der Abkirzung w = 2nf:

X(f)=124. -£T (l — %) .cos (wt) dt.

Dieses Integral setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:

! 24
Xi(f) =24 f cos (wt) dt = =2 . sin (T,
1] ¥
T o Csin (w T
Xolf) = - / t-cos (wt)dt = A [m‘“’ [_:"t} 4t sin ( t:‘}
T 1] T w= Lt 0

Unter Berticksichtigung von oberer und unterer Grenze erhdlt man:

24 {ms (wl) 1 N T -5111[&.‘T}:|

*YE[f}= T 2 - T a

12 12

ad L !

(=5

Addiert man die beiden Anteile, so ergibt sich:

X(f)= u.-?_lT [1 —cos (WT)] = ﬁ [l —cos (27 fT)].

Bei der Frequenz f = 1/(27) = 500 Hz ist das Argument der Cosinusfunktion gleich m und damit die

Cosinusfunktion selbst gleich —1. Daraus folgt:
1 _ 4 4
b) Mit der trigonometrischen Umformung

1/2. (1 — cos(2a)) = sin*(a)

IV-1077 s = 0,405 - 1073 V/Hz.

erhdlt man flir die Spektralfunktion:

sin® (7 fT)

X[f}:A-T-ﬂglfngg

= A.T.si%wfT).

Bei der Frequenz f = 0 ist die si- Funktion gleich 1. Daraus folgt:
X(f=0)=A4.-T =10"" V/Hz.

c¢) Die erste Nullstelle tritt auf, wenn das Argument der si-Funktion gleich 7 ist. Daraus folgt f, - 7 = 1
bzw. fy=1/T =1 kHz.

d) Die Spektralfunktion X(f) ist bei Vielfachen von f (f = n - f;)) gleich siz(n - 1) = 0. Die erste Aussage

trifft also zu im Gegensatz zur zweiten: Bei keiner Frequenz f ist X(f) < 0 (siehe Skizze).
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Musterlosung zur Aufgabe A3.2

a) Beim Signalanteil x(¢) ist der Integrand eine ungerade Funktion (gerader Zahler, ungerader Nenner).
Somit ist das Integral von —o bis +oo gleich Null.
Demgegeniiber liefert beim reellen Anteil xg(¢) der gerade Integrand (ungerader Zdhler, ungerader

Nenner) einen von Null verschiedenen Wert. Daraus folgt: x(¢) ist rein reell.

b) Mit a = 2nt kann fiir das Zeitsignal geschrieben werden:

r(t) = g (t) = J‘: /x ﬁiu[;'f} df.

Dies fiihrt unter Verwendung des angegebenen bestimmten Integrals zum Ergebnis:

r(t) = 2 :

csign(t) = 2 V. sign(t).

2| =

Firz > 0 ist x(¢) = +2 V. Entsprechend gilt x(f) = -2 V flirt < 0. Das Signal x(¢) beschreibt also eine
Sprungfunktion von -2 V auf +2 V.

¢) Beit = 0 besitzt x(¢) eine Sprungstelle. Der rechtsseitige Grenzwert fiir # - 0 lautet x, = 2 V. Nahert
man sich von negativen Zeiten der Sprungstelle beliebig nahe, so erhdlt manx_ = -2 V. Fir den

tatsdchlichen Signalwert bei z = 0 gilt dann:

‘ |:.J"+ + .I‘_} = ()

|l ]

it =0) =

Zum gleichen Ergebnis kommt man bei Berticksichtigung der Beziehung
4o
r(t =0) = / X(f)df =0.
d) Der Spektralwert bei f = 0 ist gleich dem Integral von —o bis +oo liber die Zeitfunktion x():
B
X(f=0)= / r(t) dt = 0.
Hier noch ein zweiter Losungsweg: Der rechtsseitige Grenzwert fiir f - 0 ist X, = —j - oo, der linksseitige

Grenzwert X_ = j - co. Auch beziiglich des Spektralwertes bei /= 0 gilt also der Zusammenhang;

X(f=0)=1/2-(X;+X_)=0.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.1 Fouriertransformation und -riicktransformation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.2

a) Die einseitige Dauer des symmetrischen Dreieckimpulses betragt
T = 1/fy =5 ps. Der Spektralwert X, =X (f = 0) gibt die

Impulsfliche von x(¢) an; diese ist A - 7. Daraus folgt:

Xo 10—V /Hz .
A=—=——--1—— =2V,
T 5-10-%s

b) Der Gleichsignalanteil ist durch das Gewicht des Diracs bei der

Frequenz f = 0 gegeben. Man erhdlt B=—1 V.

Il{ﬂn

Flache: X
A

-5 s S s

¥

¢) Die beiden Spektrallinien bei +f(, ergeben zusammen ein Cosinussignal mit der Amplitude C=1 V.

d) Der Maximalwert tritt zum Zeitpunkt # = 0 auf (Dreieckimpuls und Cosinussignal maximal) und
betrdgt x j,x=A + B+ C = 2 V. Die minimalen Werte von x(#) ergeben sich, wenn der Dreieckimpuls

abgeklungen ist und die Cosinusfunktion den Wert —1 liefert: x,;, =B—-C=-2 V.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.2 Einige Sonderfille impulsartiger Signale

Musterlosung zur Aufgabe A3.3

a) Mit der Abkiirzung w = 27tf lautet die Spektralfunktion gemdfl dem ersten Fourierintegral:

T T T
X(f)= f A-ertdt =f A-cos(wt)dt — j f A - sinfwt)dt.
0 0 0
Nach Integration und Einsetzen der Grenzen folgt daraus:
A
Re[X(f)] = — - sin(wT),
A

Im[X(f)] = — - (cos(wT) — 1) = 4 (1 — cos(wT)).

)

Fiir die Frequenz /= 1/(27) = 10 kHz (also w - T'= ) erhilt man:

Re[X(f = 10 kHz)| = % . sin(7)

4 A ,
5 f (l—ruh[a}}z—rf——GET 10~" V /Hz.

b) Das Betragsquadrat ist die Summe von Real- und Imaginérteil, jeweils quadriert:

Im[X(f =10 kHz)| =

2

X () = i} [Hillg[wT} +1—2.cos(wT) + cm-;g[wT}] .

=

Wegen sinz(oc) + cosz((x) = 1 kann hierfiir auch geschrieben werden:

X(f)F = 2_1; (1 —cos(wT)) = 4‘:1_;2 sin® (wT'/2).

= 8

Setzt man fiir w = 27t/ und zieht die Wurzel, so erhdlt man unter der Voraussetzung A > 0:

sin(7 fT)
il

,,i : Sill[ﬂ'fT}‘ =A-T.

i

Mit der Abkiirzung si(x) = sin(x)/x lautet das Ergebnis:
(X ()l =A-T|silzfT)| .
Der Spektralwert bei der Frequenz /= 1/T = 20 kHz ergibt sich zu
AT

w

IX(f = 20 kHz)| =

csin(7) =0.
Bei der Berechnung des Spektralwertes fiir f = 0 erscheint der Quotient ,,0 durch 0”. Durch Anwendung
der Regel von I'Hospital kann dieser Grenzwert berechnet werden:

sinfx) .

lim

x—0 I

Daraus folgt:
|IX(f=0)|=A-T =10"* V/Hz,

Dieses Ergebnis ist einsichtig, da nach dem ersten Fourierintegral der Spektralwert beif = 0 genau der
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Fliche unter der Zeitfunktion entspricht.

¢) Entsprechend dem Ergebnis b) treten die Nullstellen im Abstand

X
Jo= VT auf Beif, = 1/(27) = 10 kHz ist zwar der Realteil 0, aber | m' 'Xs*f*
nicht der Imaginérteil. _\ﬂ 63
Bei den Argumenten / - 7 = 0.5, 1.5, 2.5, ... ist die Sinusfunktion 021
jeweils betragsmifig gleich 1, und es gilt: \fi\{ _
: A : 12 JJI]
|X(f)] = =i Xs(f).

Bei anderen Frequenzen dient X ¢(f) als obere Schranke, d. h. es gilt stets [X(f)| < X¢(f). In obiger Skizze
ist diese Schranke zusétzlich zu |X(f)| eingezeichnet (violette Kurve).

Richtig sind somit die Losungsvorschldge 1 und 3.

d) Nach der Definition auf der Angabenseite kann man die Phasenfunktion wie folgt berechnen:

@(f) = — arctan :EH%

Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe a) gilt somit:

I t-th‘l:uT})
wl(f) = arctan (—sin[u]’"} )

Das Argument dieser Funktion ist entsprechend der Angabe gleich tan( w77/2) = tan(nf7T). Daraus folgt
ein mit der Frequenz linear ansteigender Verlauf:

w(f) = arctan (tan (7 fT)) = 7 fT.
Mit f= 10 kHz und 7= 50 ps erhilt man daraus den Phasenwinkel /2 (90°).
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.2 Einige Sonderfille impulsartiger Signale

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.3

a) Der Spektralwert bei der Frequenz / = 0 ist nach dem ersten Fourierintegral stets gleich der Fliche
unter der Zeitfunktion:

+oc +oc
X(f)= / ot) et dt =  X(f=0)= / r(t) dt.
Im vorliegenden Fall ist die Impulsfliche stets A - T'= 103 Vs =103 V/Hz, Wegen 7 = 500 ps weist
das Spektrum X7 (f) Nulldurchgdnge im Abstand f; = 1/T] = 2 kHz auf

Richtig sind somit die Losungsvorschldge 1 und 2.

b) Aufgrund gleicher Impulsflichen wird der Spektralwert bei der Frequenz /= 0 nicht verdndert. Die
dquidistanten Nulldurchgdnge treten nun im Abstand f, = 1/T, = 4 kHz auf. Richtig sind somit die
Losungsvorschldge 1 und 3.

c¢) Nullstellen gibt es bei Vielfachen von /1y = 1/T77 =20 kHz, und die Spektralfunktion lautet:

_Yjulilf} = Xg- ﬁl(ﬁff]u}
Bei der Frequenz f = 2 kHz ist das Argument der si-Funktion gleich /10 (oder 18°):

sin(187)

Xio(f =2kHz) = 107 V/Hz - —0

=0.984 - 107 V/Hz.

d) Im Grenzfallk — oo geht der dann unendlich hohe und unendlich schmale Rechteckimpuls in den
Diracimpuls iiber. Dessen Spektrum ist fiir alle Frequenzen konstant. Damit gilt auch bei der Frequenz

/=2 kHz der Spektralwert 10=2 V/Hz,
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Musterlosung zur Aufgabe A3.4

a) Die dquivalente Bandbreite ist per Definition gleich der Breite des flichengleichen Rechtecks:
Af=fi+ fa=4kHz

Fiir den Rolloff-Faktor gilt:
fa— fi _
rg=——— =10.0.
'R+ h

b) Der Maximalwert des Impulses x(?) tritt zum Zeitpunkt £ = 0 auf. xy =X, - Af=4 V.
Zum Zeitpunkt ¢ = T = 1/Af gilt aufgrund von si(r) = 0:

r(t =T) = xo -si(m) -si(m/2) =0.
Auch bei allen Vielfachen von 7" weist x(¢) Nulldurchginge auf. Zum Zeitpunkt ¢ = 7/2 gilt:

ot =T/2) =z - si(m/2) - si(mj4) = x4 - _19\/:_ 2 s 4 _‘f

= 2293 V.
¢) Die zum trapezformigen Spektrum X(f) zugehorige Zeitfunktion lautet (sieche Angabe):
r(t) = Xo- Af -si(m-Af-t)-si{m-rp-Af-t).

Da sowohl X(f) als auch x() reell sind und y(¢) formgleich mit X(f) ist, erhdlt man unter Berticksichtigung
aller Aquivalenzen fiir die Spektralfinktion des Trapezimpulses:

Y(f)=yo- At-si(m- At- f)-si{m-r - At f).
Insbesondere gilt:
Y(f=0)=yo- At =4.107° V/Hz,

Y(f =0.5kHz) = yo- At-si(=) -si{—) =2.293 . 10~* V/Hz,

B3| =)
= =

Y(f = 1kHz) =y - At -si(7) - si(=) =0.

d) Der Spektralwert bei der Frequenz /= 0 wird nicht verdndert: Y=y, - At =4 - 10=2 V/Hz. Da nun

o] =)

die Zeitfunktion nur halb so breit ist, verbreitert sich das Spektrum um den Faktor 2:

1

.si(—) =2.293 . 10~* V /Hz.
_J: !

In der Teilaufgabe ¢) ist dieser Spektralwert bei der Frequenz f'= 0.5 kHz aufgetreten.

Y(f = 1 kHz) = Yp - si

e3| =
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.4
a) Die dquivalente Impulsdauer ist A¢ = ¢ + ¢, = 10 ms und der Rolloff-Faktor 7, = 2/10 = 0.2.
b) Der Spektralwert bei /= 0 betrdgt A - Az = 10 mV/Hz. Da X(f) reell ist und sowohl positive als auch
negative Werte annehmen kann, sind nur die zwei Phasenwerte 0 und m moglich.

Nullstellen gibt es aufgrund der ersten si-Funktion bei allen Vielfachen von 1/A¢ = 100 Hz. Die zweite si-
Funktion flihrt zu Nulldurchgéingen im Abstand 1/(r, - Af) = 500 Hz. Diese fallen exakt mit den

Nullstellen der ersten si- Funktion zusammen. Richtig sind somit die Lésungsvorschldge 2 und 3.
c¢) Mit der dquivalenten Impulsdauer Az = 10 ms und dem Rolloff-Faktor 7, = 0 erhélt man:

R(f)=A-At-si(m-At- f).
Das heif3t: Alle Losungsvorschlige sind zutreffend.

d) Beim Dreieckimpuls ist der Rolloff-Faktor 7, = 1. Die dquivalente Impulsdauer ist ebenfalls
At =10 ms. Daraus folgt:

D(f)=A- At si*(7- At- f).

Da D(f) nicht negativ werden kann, ist die Phasenfunktion arc[D(f)] stets 0. Der Phasenwert 7 (180°) ist
also bei der Dreieckform nicht moglich. Die Losungsvorschldge 1 und 3 sind dagegen zutreffend.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Musterlosung zur Aufgabe A3.5

a) Der Differentiationssatz lautet allgemein:

dur(t)
—e 27 f - X(f).
o o jonf - X ()
Angewandt auf das vorliegende Beispiel erhdlt man:
o o sin®(w fT) sin (7w fT)
Y(f =T-]2r.}‘-_{-T-j,—'_J =j-2-A T —————.
) (7 fT)? 7 fT

Diese Funktion ist rein imaginir. Bei der Frequenz /' = 0 verschwindet auch der Imagindrteil. Dies kann
man z. B. durch Anwendung der Regel von 'Hospital formal nachweisen. Das Ergebnis folgt aber auch
aus der Tatsache, dass der Spektralwert bei f = 0 gleich dem Integral {iber die Zeitfunktion y(?) ist.

Bei der normierten Frequenz /- 7'= 0.5 (also fiir f = 1 kHz) ist die Sinusfunktion gleich 1 und man erhilt
|¥(f=1kHz)|=4/n - A - T, also niherungsweise 0.636 - 10=2 V/Hz (positiv imaginéir).

b) Die Nullstellen von X(f) bleiben erhalten und es gibt eine weitere Nullstelle bei der Frequenz /' = 0.
Als asymptotischen Verlauf bezeichnet man die obere Schranke

24
ﬁ'|f| — | [.f}|

Fir die Frequenzen, bei denen die Sinusfunktion die Werte +1 liefert, sind |Y,,,(f)| und |¥(/)| identisch.
Beim Rechteckimpuls der Amplitude A lautet die entsprechende Schranke A/(m - [f]).

|};m:1.\:[,f }|

Dagegen fillt das Spektrum X(f) des Dreieckimpulses asymptotisch schneller ab:
o) = e = 1X(7)
<L max .,f — ﬁglng = |~ f .
Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass x(¢) keine Unstetigkeitsstellen aufweist. Richtig sind demnach die

Losungsvorschldge 1 und 3.

¢) Ausgehend von einem symmetrischen Rechteckimpuls #(¢) mit Amplitude A und Dauer 7 kann das
Signal y(¢) auch wie folgt dargestellt werden:

ylt)=rit+7T/2)—r(t—T/2).

Durch zweimalige Anwendung des Verschiebungssatzes erhélt man:
Y(f) = R(f) ™ — R(f) - e

Mit der Beziehung e = 2j - sin(x) kann hierflir auch geschrieben werden:
Yif)=2-A-T. siafT)-sin(x fT).

Es ergibt sich folgerichtig das gleiche Ergebnis wie unter Punkt a). Welcher Weg schneller zum Ergebnis
fiihrt, muss jeder Einzelnen selbst fiir sich entscheiden. Die Autoren meinen, dass der erste Weg etwas
glinstiger ist. Subjektiv entscheiden wir uns flir den Losungsvorschlag 1.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.5

a) Im Angabenteil zur Aufgabe finden Sie die Fourierkorrespondenz zwischen u(#) und U(f). Da sowohl
die Zeitfunktionen u(¢) und x(¢) als auch die dazugehorigen Spektren U(f) und X(f) gerade und reell sind,
kann man X(f) durch Anwendung des Vertauschungssatzes leicht berechnen:

X(fl=—2-A-T+2.A.T-cos(2nfT).

Wegen der Beziehung sinz(oc) = (1 — cos(a))/2 kann hierfiir auch geschrieben werden:
X(f)=—4-A-T-sin®*(n fT).

Bei der Frequenz /= 0 hat x(#) keine Spektralanteile: X(f) = 0. Fiir f= 1 kHz, also /- 7'= 0.5, gilt:

X(f=1kHz) = —4-A4-T=-2-10"V/Hz
= |X(f =1kHz)| =2-10~° V/Hz.

b) Das Spektrum Y(f) kann aus X(f) durch Anwendung des Integrationssatzes ermittelt werden. Wegen
X(f=0) = 0 muss die Diracfunktion bei der Frequenz /' = 0 nicht beriicksichtigt werden und man erhilt:

Y(f) = X(f)  —4-A-T-siv’(xfT) sin(w fT)
=T~ - on [T T

I

ioALT.

Es ergibt sich selbstverstindlich das gleiche Ergebnis wie in Aufgabe A3.5. Der Spektralanteil bei der
Frequenz f= 0 ist 0. Fiir f= 1 kHz (f- T = 0.5) erhdlt man wieder:

4-A4-T .
Y (f =1 kHz)| = ——— = 0.636- 10~% V/Hz,
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Musterlosung zur Aufgabe A3.6

a) Fir f- 7= 0.5 erhdlt man aus der angegebenen Gleichung:

A,.T .

2
si( —

J=—j = AT

U(f = 0.5 kHz) = —j -

3| =

m

Der Imaginirteil ist zahlenmdBig ca. =2 - 104 V/Hz. Dagegen liefert die si-Funktion beif - 7'= 1 den
Wert 0, wihrend der Cosinus gleich—1 ist. Damit erhdlt manmit A, =1 Vund 7= 1 ms:

A, T
2

U(f =1kHz) =j - = Re[..] =0, Im[.]=-1.59.10" V/Hz.

b) Eine ungerade Zeitfunktion u(¢) besitzt nach dem Zuordnungssatz stets ein imagindres und gleichzeitig
ungerades Spektrum:

Ul—f)=-U(f).

Mit dem Grenziibergang /- 0 folgt aus der angegebenen Gleichung
=& .-{ef'T11F. g
U(f) =-j- on T [si{mfT) — cos(mfT)]

das Ergebnis U(f = 0). Formal kénnte man dieses Ergebnis durch Anwendung der 'Hospitalschen Regel
bestitigen. Wir gehen etwas pragmatischer vor. Setzen wir zum Beispiel /- 7= 0.01, so erhdlt man:
A, T, .
Ulf - T=001) = —j. 0.00m (s1(0.007 ) — cos(0.017))
Au-T
- s

Fiir noch kleinere Frequenzwerte wird auch das Ergebnis immer kleiner. Schneller kommt man zum
Ergebnis U(f = 0) = 0, wenn man beriicksichtigt, dass das Integral {iber u(¢) verschwindet.

(0.999836 — 0.999507) = —j - 5. 107° V /Hz.

¢) Das Signal x(¢) kann in einen geraden und einen ungeraden Anteil aufgeteilt werden, die zum geraden
Realteil bzw. zum ungeraden Imagindrteil von X(f) fiihren. Der gerade Anteil ist gleich der Funktion g(z)
mit A, = 3 V. Daraus folgt fir den Spektralwert beif - I'=0.5:

Re[X(f T =05)] = A, - T-si(=) = 1.91. 10" V/Hz.

J| =)

Der Imagindrteil ergibt sich aus der Spektralfunktion U(f) mit A, = 1 V. Dieser wurde in der Teilaufgabe
a) berechnet:

Im[X(f - T =05)] =—2-10"* V/Hz.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 13721 Technische Universitat Minchen



Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.3 GesetzmédBigkeiten der Fouriertransformation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.6
a) G(f) ist die Spektralfunktion eines Cosinussignals mit der Periodendauer 7, = 1/f; = 8 us:
q(t) = A cos(27 fut).
Beit =1 ps ist der Signalwert gleich A - cos(m/4), also 0.707 V (Realteil) und 0 (Imagindrteil).

b) Ausgehend von der Fourierkorrespondenz
A df)o—e A
erhdlt man durch zweimalige Anwendung des Verschiebungssatzes (im Frequenzbereich):

A A A on 9 fo
U(f) =5 0(f = fo) = 5 - 3(f + fo) e—e ult) = 5 (&7 —e727I).

Nach dem Satz von Euler kann hierfiir auch geschrieben werden:

u(t) = j- A- sin(27 fot).
Der Realteil dieses Signals ist stets 0. Der Imagindrteil hat zur Zeit £ = 1 ps den Wert 0.707 V.
c) Wegen X(f) = G(f) + U(f) gilt auch:

r(t) = g(t) + ult) = A-cos(2m fot) +j - A - sin(27 fot).

Dieses Ergebnis kann mit dem Satz von Euler wie folgt zusammengefasst werden:
w(t) = A. e* ot

Das Signal dreht in der komplexen Ebene in mathematisch positiver Richtung, also entgegen dem
Uhrzeigersinn. Fiir eine Umdrehung bendtigt der ,,Zeiger” die Periodendauer 7y = 1/f, = 8 ps. Richtig

sind also die vorgegebenen Alternativen 1 und 3.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Musterlosung zur Aufgabe A3.7

a) Benennen wir das Signal nach dem Multiplizierer mit m(z) = #(¢) - zg(?), so ergibt sich das zugehdrige
Spektrum M(f) als das Faltungsprodukt aus R(f) und Zg(f). Die Faltung des Spektrums R(f) mit der

rechten Diraclinie bei +30 kHz fiihrt zu diskreten Spektrallinien bei —5 kHz, 5 kHz, 55 kHz und 65 kHz.
Diese sind alle imagindr und gegeniiber den Impulsgewichten von R(f) um den Faktor A/2 = 0.5 kleiner.
Die Faltung von R(f) mit dem Dirac bei —30 kHz ergibt Linien bei —65 kHz, —55 kHz, —5 kHz, 5 kHz.

Durch Uberlagerung der beiden Zwischenresultate und Beriicksichtigung des Tiefpassfilters, der die
Linien bei £55 kHz und +65 kHz unterdriickt, folgt somit fiir das Spektrum des Sinkensignals:

V(fl=—j-2V.-8(f— fn)+j-2V-8(f + fx) mit fx =5 kHz.
Das Sinkensignal v(?) ist also ein 5 kHz-Sinussignal mit der Amplitude 4 V. Der Zeitpunkt ¢ = 50 ps
entspricht einem Viertel der Periodendauer. Somit ist hier das Sinkensignal maximal, also 4 V.
b) Mit A =1 ist v(t) = q(t)/2. Dagegen sind mit A = 2 beide Signale gleich.
¢) Die beiden Diraclinien bei +f1 haben nun jeweils das Gewicht 1. Alle nachfolgend genannten
Spektrallinien sind imagindr und betragsmifig gleich 2 V. Die Faltung von R(f) mit der rechten Diraclinie
von zg(?) liefert Anteile bei—4 kHz (p: positiv), 6 kHz (n: negativ), 56 kHz (p) und 66 kHz (n).

Dagegen fiihrt die Faltung mit der linken Diracfunktion zu Spektrallinien bei —66 kHz (p), =56 kHz (n), —
6 kHz (p) und 4 kHz (n), alle ebenfalls mit den (betragsmidfigen) Impulsgewichten 2 V. Unter
Berticksichtigung des Tiefpasses verbleiben nur die vier Spektrallinien bei +4 kHz und +6 kHz. Das
dazugehorige Zeitsignal lautet mit /4 = 4 kHz und f,; = 6 kHz:

v(t) =4V .sin(27 fot) + 4 V. sin(27 fgt).
Zum Zeitpunkt ¢ = 50 ps erhdlt man:

v(t) =4 V. (sin(0.47) 4 sin(0.67)) =7.608 V.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.7

a) Die Impulsantwort ist gleich dem Empfangssignal 7(¢), wenn am Eingang ein einzelner Diracimpuls
zum Zeitpunkt ¢ = 0 anliegt:

h(t) = a(t)+ a- 8t — 7).

Richtig ist somit der zweite Losungsvorschlag.

b) Es gilt (t) =s(t) * h(f). Diese Faltungsoperation s(?)
lasst sich am einfachsten grafisch ausfiihren: |— W - LAY
-1

Die Werte des Empfangssignals lauten allgemein:

e 0.00<4T<025 rf)=-1V,
e 0.25<4T<050: nt)=-1V,
e 0.50<4T<0.75 r{)=0V,
e 0.75<t/T<1.00: r(t)=2V.

Die gesuchten Werte sind somit #(t = 0.2 - 7) =+1 V
und r(t=03-T7)=-1V.

¢) Bei dhnlicher Vorgehensweise wie unter b) erhdlt man flir 7(¢) ein Gleichsignal von 2 V. Die Liicken
im Signal s(#) werden durch das Echo s(¢z — 7/2) vollstindig aufgefiillt. Dieses Ergebnis lisst sich auch im
Frequenzbereich ableiten. Der Kanalfrequenzgang lautet mit « = 1 und 7 = 77/2:

H(f)y=1+1.e77 =1 4 cos(n fT) —j-sin(w fT).
Das Eingangssignal s(¢) hat auer dem Gleichanteil nur Anteile bei /= f, = 1/T, f=3 - fo, /=5 - f usw..

Bei diesen Frequenzen sind aber sowohl der Real- als auch der Imaginérteil von H(f) gleich Null. Damit
erhdlt man flir das Ausgangsspektrum mit Ay =1 V und H(f = 0) = 2:

R(f)=Ao-H(f=0)-8(f) =2V-4(f).

Die Fourierriicktransformation liefert damit ebenfalls 7(¢) = 2 V = const.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Musterlosung zur Aufgabe A3.8

a) Die Signale x;(f) und x5(¢) beinhalten jeweils nur eine Frequenz (f = 0 bzw. f = f;;). Hier ist der
Umweg tiber das Spektrum vorzuziehen. Beim Rechtecksignal x,(7) ist die Berechnung tiber die Faltung
giinstiger, da die Fourierriicktransformation von Y,(f) kompliziert ist = Antwort 2.

b) Das Ausgangssignal ist ebenfalls ein Gleichsignal, da folgende Gleichungen gelten:

Yi(f) = Xalf)-H(f) mit Xi(f) =1V.d(f)

= Yi(f) =1V -6(f) - H(f =0) = 1 V-4(f).

=yt)=1V.-H(f=0)=1V.
Die Berechnung iiber die Faltung flihrt zum gleichen Ergebnis, wenn man berticksichtigt, dass das Integral
tiber die Impulsantwort im vorliegenden Fall gleich 1 ist.

c) Das gespiegelte Signal x,(—f) hat Signalanteile zwischen —27" und —7. Erst eine Verschiebung um

T + ¢ fiihrt zu einer Uberlappung mit 4(¢). Hierbei bezeichnet ¢ eine beliebig kleine, aber positive Zeit. Ist
die Verschiebung allerdings grofler als 4 7 — ¢, so liefert die Integration iiber das Produkt ebenfalls den
Wert 0. Daraus folgt ¢,;, = T und ¢, = 4T.

d) Das Ergebnis der grafischen Faltung fiir die Zeitpunkte ¢ = 27

und 37 kann man nachfolgender Skizze entnehmen. Der Wert bei @
2T entspricht der rotlich unterlegten Fliche:
1 1 1
=T = ([ . T 0 =075V
yo(t = 2T) 5 (T+ ET} T.x9 =0.75V. N
3 T
Die griin unterlegte Fliche kennzeichnet den Wert bei 37"
) 1 1 x-
plt =37) =5 [ﬁ +0)- T 29 =0.25V,

Um den gesamten Signalverlauf zwischen 7 und 47 zu berechnen, miissen drei Bereiche getrennt
betrachtet werden. Zur Vereinfachung der Darstellung wird im Folgenden x = 1 gesetzt.

Im Bereich 7 < t < 2T liegt die untere Integrationsgrenze fest bei
: : h1)
7, = 0 und die obere Grenze beizy=1¢—T: 4
x:‘lf — T}

T T 1 . L
ya(t) = [ hir)dr = ﬂ T (1 — f) dr. |

] 1 +21 3 71
Mit dem unbestimmten Integral f T T 0T
S b -
T T2 ok
T 0 (5) )
ergibt sich
— t—T\°
go(t) = I(t = T) — 1(0) = —— — 0.25 (—)
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2

t Ly
= 1p(t) = 1'5?_“'2&'(?) ~1.25,

Zur Verifizierung betrachten wir die beiden Grenzen. Man erhidlt die bereits oben berechneten Werte
Yo(T) =0 und y,(27) = 0.75.

I
Im Intervall27 <t < 3T liegt die obere Integrationsgrenze mu et — 1)
weiterhin bei 7y = ¢ — T, wihrend nun 7, = ¢ — 27T gilt: 1_.-'1'-\\ :
yo(t) = I(t —=T) — I{t —2T) = 1.75— 0.5 - % \\x —
Ptz fsoer
Dies entspricht einem linearen Abfall mit den zwei Grenzwerten B B -
1,27 = 0.75 und y,(3T) = 0.25. Lo
I
WP kF
o : I1)
SchlieBlich liegt im Intervall 37" < ¢ < 4T die obere Grenze fest et — 1
beity =27 und es gilt weiterhin 7, = ¢ — 27" LT :
ya(t) = I(2T)—I(t —2T) I~ o
r 'I T T -~
/ NEAE 1 T T: 3 T tT
|
Auch hier ergeben sich die richtigen Grenzwerte n ﬂp
p(3T) = 025 und  y(4T) = 0. al

e) Auch diese Aufgabe konnte direkt mit der Faltung gelost werden. Da x5(¢) eine gerade Funktion ist,
kann hier aber nun auf die Spiegelung verzichtet werden und man erhilt

- aT
ys(t) = _/+ h(7)- w3t + 7)dr = 1o ./u hi7) - cos(2m fo(t + 7) dr.

o

Einfacher ist hier der Weg tiber die Spektren. X(f) besteht aus zwei Diraclinien bei +3/;. Somit muss

auch nur fiir diese Frequenz der Frequenzgang berechnet werden:

1
H(f=3fs) = = [1—j-127 —cos(127) +j - sin(127)] =
T:_
1 . . |

Somit lautet das Spektrum des Ausgangssignals:
R S
Y(f) = ~i- g5= - 0(f =3fo) +i- 5= -6 (f +3fo).
127 127

Das Signal (%) ist somit sinusformig mit der Amplitude x/(6m). Der Signalwert bei ¢ = 0 ist 0.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.8

a) Allgemein gilt fiir das Faltungsintegral: (D)

e &
y(t) = /_ r(7) - h(t—7)dr. v

o

Der Signalwert zum Zeitpunkt 7 = 1 ms kann durch C —
Spiegelung der Impulsantwort /(f), Verschiebung um 1 I 3 4 7ms
1 ms nach rechts (violette Kurve in nebenstehender It —1)
Skizze), Multiplikation der beiden Funktionen sowie r______“ 300/s

Integration berechnet werden.

=0
=1 ms

Das Produkt ist ebenfalls rechteckformig mit der Hohe :
2V - 300 1/s und der Breite 1 ms. Daraus ergibt sich -1 1 2 3 4 g¢ms
fur die Flache:

ylt =1ms) =06V,

Das griine Rechteck verdeutlicht die Berechnung des zweiten Signalwertes. Nun ist das resultierende
Rechteck nach der Multiplikation doppelt so breit und man erhilt:

1
ylt =2ms) =2V .300—-2 ms=12V,
fa]

b) Wegen der Symmetrie von y(¢) beziiglich des Zeitpunktes ¢ = 2.5 ms gilt:
ylt =3ms) =yt =2ms) = 1.2V,
y(t =4ms) =yt =1ms) =06V,

¢) In den Teilaufgaben a) und b) wurden die Signalwerte zu
diskreten Zeitpunkten berechnet. Alle Punkte sind durch
Geradenstiicke zu verbinden, da die Integration {iber
Rechteckfunktionen wachsender Breite einen linearen
Verlauf ergibt. Das heif3t: y(¢) ist trapezformig,

Das dazugehorige Spektrum ist komplex und lautet:
YV(f)=6-107" V/Hz -si(2 ms-7f) -si(3 ms.7f). e 2 27msmf,
Hitte der Eingangsimpuls x(¢) die Dauer 7' = 2 ms, so wiirde y(¢) einen dreieckformigen Signalverlaut

zwischen ¢t = 0 und ¢ = 4 ms zeigen. Das Maximum 1.2 V ergdbe sich dann nur zum Zeitpunkt # = 2 ms.
Richtig sind somit die [.osungsvorschldge 1 und 3.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Musterlosung zur Aufgabe A3.9

a) Das Faltungsintegral lautet hier:

(S Af.Ty? __1] g "
yi(t) = Ay - Af - e dr = / e "= du,
=T /2 b 2w . 1]

Hierbei wurde die folgende Substitution verwendet:
=2 Af.7

Die Integrationsgrenzen liegen bei:

wy = V2m - Af -t — T/

[}

).
).

Mit dem komplementdren Gauf3schen Fehlerintegral kann hierflir auch geschrieben werden:
yi(t) = Ay - [Qur) — Qlua)] .

Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 erhilt man mit (271)1/ 2% 25:

]

uy = V2r - Af - (t+ Ty

~25.4.1071/s- 10" s = 1.
Mit uy = —uy = —1 folgt weiter:
yilt =0) = A - [Q(-1) —Q(+1)] =1V - [0.841 — 0.159] =0.682 V.
Fiir den zweiten Zeitpunkt erhdlt man entsprechend:
yilt =20ms) = A; - [Q(1) — Q(3)] =1V [0.159 — 0.001] =0.158 V.
b) Analog zur obigen Musterlosung kann nun geschrieben werden:
ipalt =0) = A - [Q(—0.1) — Q(0.1)] =10 V - [0.540 — 0.460] =0.80 V.,
i2(t =20ms) = Ay - [Q(L.9) — Q(2.1)] = 10 V . [0.029 — 0.018] = 0.11 V.
¢) Beim diracformigen Eingangssignal x5(¢) ist das Ausgangssignal y3(¢) gleich der Impulsantwort /(?),
gewichtet mit dem Gewicht der Diracfunktion:
y3(t) = 2. 1075 Vs . 4. 107 1/fs . e ™A/ 07,
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 erhdlt man 0.8 V. Nach# = 20 Nanosekunden ist der Ausgangsimpuls um den
Faktor exp(—0.647) ~ 0.136 kleiner und man erhélt das Ergebnis y3( =20 ns) = 0.11 V.

Man erkennt aus dem Vergleich der Resultate aus b) und c), dass y3(?) = y,(?) gilt. Der Grund hierfiir ist,

dass der Diracimpuls eine gute Ndherung flir einen rechteckformigen Eingangsimpuls gleicher Fliche ist,
wenn die Rechteckdauer 7" deutlich kleiner ist als die 4quivalente Impulsdauer Az der Impulsantwort. Das
heif3t flir unser Beispiel: Fiir 7 << At ist auch der Ausgangsimpuls nahezu gauf3formig,
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Aperiodische Signale - Impulse Abschnitt: 3.4 Faltungssatzund Faltungsoperation

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 7.3.9
a) Durch Fouriertransformation erhélt man:
X(f)=ma0- At LTt
H(f) = e (At f)

Die gesuchten Werte sind X(f=0) =4 - 10= V/Hz und H(f=0)=1.

b) Der Faltung im Zeitbereich entspricht die Multiplikation im Frequenzbereich:
Y(f) = X(f) - H(f) = 20 - Ab, - e (28+2E) 7

Mit der Abkiirzung At,, = (Atx2 + Athz)l/ 2 = 5 ms kann hierfiir auch geschrieben werden:
Y(f) = mxo- At e Aty f)

Bei der Frequenz /= 0 sind die Spektralwerte am Eingang und Ausgang des Gaulifilters gleich, also gilt
Y(f=0) =4 - 103 V/Hz. Der Funktionsverlauf von ¥(f) ist schmaler als X(f) und auch schmaler als H(f).

X{n ¥in x(f) yir)

+— 4 - 10— V/Hz

200|Hz
- > J 't
Af, =250 Hz
¢) Es gilt die folgende Fourierkorrespondenz:
. 2 1 .
T Aty )T T Tt Aty
e —o At e
Damit erhdlt man:
At oA 12
y(t) = x(t) * h(t) =0 - X L@ T AT

u
Der Maximalwert des Signals y(f) liegt ebenfalls beiz = 0 und betrdgt y, = 0.8 V. Die dquivalente
Impulsdauer ergibt sich zu A, = 5 ms (siehe obiges Bild, rechte Skizze). Das bedeutet: Das GauBfilter

H(f) bewirkt, dass der Ausgangsimpuls y(f) kleiner und breiter als der Eingangsimpuls x(¢) ist. Die
Impulsform bleibt weiterhin gaul3formig,
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