Buch: Signaldarstellung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale

Uberblick zu Kapitel 4

Im Kapitel 3 wurden meist stillschweigend tiefpassartige Signale vorausgesetzt, das hei3t solche Signale,
deren Spektralfunktionen im Bereich um die Frequenzf = 0 liegen. Insbesondere bei der optischen
Ubertragung und bei Funkiibertragungssystemen — aber nicht nur hier — liegen die Sendesignale jedoch in
einem engen Bereich um eine Tragerfrequenz /7. Solche Signale bezeichnet man als Bandpass-Signale.

Alle im Kapitel 3 dargelegten Gesetze der Fouriertransformation und —riicktransformation gelten flir
bandpassartige Signale in gleicher Weise. Daneben gibt es aber auch einige Besonderheiten der
Bandpass-Signale, deren Beachtung zu einer einfacheren Beschreibung fiihren.

Dieses Kapitel beinhaltet im Einzelnen:
¢ die Aufzihlung von Unterschieden und Gemeinsamkeiten von TP— und BP—Signalen,

die Synthese von Bandpass—Signalen aus dem dquivalenten Tiefpass—Signal,

das analytische Signal und die zugehorige Spektralfunktion,

das dquivalente Tiefpass—Signal im Zeit— und Frequenzbereich, und schlieBlich

die Darstellung von analytischem Signal/dquivalentem TP—Signal in der komplexen Ebene.

Die theoretischen Grundlagen werden auf 25 Bildschirmseiten mit Gleichungen, Bildern und Beispielen
verdeutlicht. Zudem beinhaltet das Kapitel noch 47 Grafiken, sechs Aufgaben und sechs Zusatzaufgaben
mit insgesamt 53 Teilaufgaben sowie ein Lernvideo (LV) und zwei Interaktionsmodule (IM), namlich:

« Eigenschaften von TP- und BP-Signalen (LV zu Kap. 4.1, Dauer 5:18)
+ Zeigerdiagramm — Darstellung des analytischen Signals (IM zu Kap. 4.2)
* Ortskurve — Darstellung des dquivalenten TP-Signals (IM zu Kap. 4.3)

Literatur: [Hay83] — [KI89] — [Liik04] — [Mar94] — [Schii91a] — [Schii91b] — [S6d01] — [Sto15]

Weitere Informationen zum Thema, zahlreiche Aufgaben und Simulationen finden Sie im Versuch
,Analoge Modulationsverfahren” des Praktikums ,,Simulation digitaler Ubertragungssysteme” von Prof.
Giinter S6der am Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik, Technischen Universitit Miinchen.

Diese Veranstaltung basiert auf dem Windows-Programm AMYV des Softwarepakets LNTwin.
Hinweise zum Herunterladen des Programms und der Versuchsanleitung:

Windows—Programm ,,AM V> (Zip—Version)
Praktikumsanleitung (PDF—Version, ca. 5.7 MB)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.1 Unterschiede und Gemeinsamkeiten von TP- und BP-Signalen

Bedeutung der Bandpass-Signale fiir die Nachrichtentechnik

In den Kapiteln 2 und 3 dieses Buches wurden bisher fast nur tiefpassartige Signale betrachtet, deren
Spektralfunktionen in einem engen Bereich um die Frequenz /' = 0 liegen. Beispiele hierfiir sind analoge
Sprach—, Musik— und Bildsignale, die man alle — trotz ihrer unterschiedlichen Bandbreiten — als Tiefpass-
Signale bezeichnen kann.

Will man ein solches Tiefpass-Signal zu einer rdumlich entfernten Sinke iibertragen, so muss das Signal
unter Umstdnden in eine andere Frequenzlage umgesetzt werden. Dafiir kann es mehrere Griinde geben:

e Hiufigist der Ubertragungskanal fiir die direkte Ubertragung des Quellensignals im originalen
Frequenzband ungeeignet, da dieses flir ihn ungiinstige Frequenzen beinhaltet. Erst durch eine
Frequenzverschiebung mittels einer so genannten M odulation wird eine Ubertragung ermoglicht.

e Man kann einen einzigen Ubertragungskanal auch zur gleichzeitigen Ubertragung mehrerer Signale
nutzen, wenn diese sendeseitig mit verschiedenen Tragerfrequenzen moduliert werden. Man nennt
dieses Verfahren Freque nzmultiplex (englisch: Frequency Division Multiple Access, FDMA).

¢ Die Ubertragungsqualitiit kann meist auf Kosten einer groBeren Bandbreite gegeniiber dem
einfachsten analogen Verfahren (Amplitudenmodulation) verbessert und somit ein groferes
Signal-zu-Rauschverhéltnis erzielt werden. Beispiele hierfiir sind die Frequenzmodulation (FM)
als analoges Verfahren und die digitale Pulscodemodulation (PCM).

Festzuhalten ist: Die Sendesignale vieler Ubertragungsverfahren sind Bandpass-Signale.

Hinweis: Den Autoren ist durchaus bewusst, dass es nach der letzten Rechtschreibreform
,,Liefpasssignal” und ,.Bandpasssignal” heilen miisste. Um diese unschonen Konstrukte zu vermeiden,
verwenden wir im Folgenden meist die Schreibweisen ,,TP—Signal” und ,,BP—Signal”.

Beispiele: Sprache und Musik sind TP—Signale mit einer Bandbreite von 20 kHz (bei sehr guter
Qualitit). Da eine Funkiibertragung aber erst ab ca. 100 kHz moglich ist, erfolgt vor der Ubertragung
eine Umsetzung auf Tragerfrequenzen zwischen

e (0.525 ... 1.61 MHz (Mittelwellenrundfunk, Amplitudenmodulation, Kanalabstand 9 kHz),
e 87.5 ... 108 MHz (Rundfunk auf UKW, Frequenzmodulation, Kanalabstand 300 kHz).

TV-Bildsignale weisen eine grofSere Bandbreite auf (z.B. 5 MHz). Auch hier erfolgt vor der Ton— und
Bildiibertragung eine Frequenzbandverschiebung durch Tragerfrequenzen zwischen

e 41..68/174 ... 230 MHz (Fernsehen, VHF-Band, Kanalabstand 7 MHz),
e 470 ... 850 MHz (Fernsehen, UHF-Band, Kanalabstand 8 MHz).

Beim GSM-Mobilfunk liegen die Tragerfrequenzen bei 900 MHz (D-Band) bzw. 1800 MHz (E-
Band). Beioptischer Ubertragung werden die elektrischen Signale in Licht gewandelt, also auf
Frequenzen zwischen ca. 200 und 350 THz (entsprechend 1.55 ... 0.85 um Wellenlinge).
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.1 Unterschiede und Gemeinsamkeiten von TP- und BP-Signalen

Eigenschaften von Bandpass-Signalen (1)

Auf dieser Seite werden — ohne Anspruch auf Vollstandigkeit — einige Eigenschaften von BP—Signalen
zusammengestellt und den TP—Signalen vergleichend gegeniibergestellt. Dabei gehen wir von den
Spektralfunktionen Xp(f) und Xgp(f) gemidl der folgenden Skizze aus.
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Zu dieser Grafik ist anzumerken:

¢ Die Dreiecksform der dargestellten Spektren ist rein schematisch zu verstehen und soll nur das
belegte Frequenzband kennzeichnen.

e Daraus sollte nicht geschlossen werden, dass alle Frequenzen innerhalb des Bandes tatsdchlich
belegt sind und dass alle Spektralfunktionen linear mit der Frequenz zunehmen.

¢ Die zugehorigen Zeitfunktionen x1p(?) und xgp(?) seien vorerst reell. Das bedeutet, dass nach dem
Zuordnungssatz die Spektralfunktionen Xp(f) und Xgp(f) — bezogen auf die Frequenz /= 0 —

jeweils einen geraden Realteil und einen ungeraden Imagindrteil besitzen.

e Als Bandbreite Byp bzw. Bgp bezeichnen wir fiir Tiefpass und Bandpass gleichermaBen das
belegte Frequenzband bei den positiven Frequenzen (durchgezogene Kurvenverliufe).

Auf der ndchsten Seite folgt ein weiteres Beispiel mit diskreten Spektrallinien.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.1 Unterschiede und Gemeinsamkeiten von TP- und BP-Signalen

Eigenschaften von Bandpass-Signalen (2)
Beispiel: Die linke Grafik zeigt das Spektrum Q(f) des Nachrichtensignals

g(t) = 3V + 4V -cos(2w -3kHz - t) + 2V -sin(27 - 4kHz - t).

Die diskreten Spektrallinien des Realteils = Re[Q(f)] sind blau dargestellt und diejenigen des
Imagindrteils = Im[Q(f)] rot.

Re[(f)] | Im[(()] Re[SiA]  Im[S(H]
3V 3V
:v I:“ v A\ p o
v t 1% =
4 A ] —
-4 -3 3y FfkHz §| §| §| g 8l fkHz
Bp Brp

Rechts dargestellt ist das Spektrum S(f) nach Einseitenband—Amplitudenmodulation (ESB-AM) mit
der Trigerfrequenz f; = 100 kHz. Eine Beschreibung dieses Ubertragungssystems finden Sie im

Kapitel 2.3 des Buches ,,Modulationsverfahren”.

e Entsprechend dieser Systembeschreibung ist g(¢) eindeutig ein TP—Signal, wahrend s(¢) ein BP—
Signal darstellt. Die Bandbreiten sind jeweils Brp = Bgp = 4 kHz.

e Die Signale g(¢) und s(?) sind zudem reell, da sowohl Q(f) als auch S(f) einen geraden Real- und
einen ungeraden Imaginirteil aufiveisen.

e Wiirde beim Quellensignal der Gleichanteil (3 V) fehlen, so wiirde man sinnvollerweise g(¢) noch
immer als tiefpassartig bezeichnen.

e Ohne Kenntnis der Aufgabenstellung konnte man g(¢) dann aber auch als BP—Signal mit der
Bandbreite Bgp = 1 kHz auffassen.

Dieses Beispiel soll zeigen, dass es kein eindeutiges mathematisches Unterscheidungsmerkmal zwischen
Tiefpass— und Bandpass—Signalen gibt.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.1 Unterschiede und Gemeinsamkeiten von TP- und BP-Signalen

Beschreibung eines BP-Signals mittels TP-Signalen

Wir betrachten zwei verschiedene TP—Spektren X7(f) und X,(f) mit den Bandbreiten B; und B,
entsprechend der linken Grafik. Aus dieser Darstellung ist zu erkennen:
¢ Sind X;(f) und X5(f) bis zu einer Frequenz /7, identisch, so beschreibt die Differenz ein Bandpass-
Spektrum mit Bandbreite Bgp = B; — f1, (rechte Grafik): Xgp(f) = X;(f) — Xo(/).
e Aufgrund der Linearitdt der Fouriertransformation gilt fiir die zum Bandpass-Spektrum Xpgp(/)
zugehorige Zeitfunktion: xgp(t) = x1(2) — x,(2).
e Aus der Fouriertransformation folgt allgemein, dass das Integral {iber die Zeitfunktion gleich dem
Spektralwert bei /= 0 ist. Bei jedem BP—Signal ist dieses Integral gleich 0:

$oc
f .L'Eplitjl dt = .Y]gplzf=|jjl = 0.
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Beispiel: Die roten Kurven zeigen das BP-Spektrum Xpp(f) und die zugehorige Zeitfunktion
rpp(t) = 10V .si(7 - 10kHz - t) - si(7 - 2kHz - t) — 2V . si(7 - 2kHz - t).

Spelktrum S1enal
I A = -— 10V

-— 3V

Ebenfalls dargestellt sind die zwei TP—Spektren und —Signale. Man erkennt aus diesen Bildern:
¢ Die blau-gepunktete Kurve (links) stellt das trapezformige Spektrum.X;(f) dar, wobei die
dquivalente Bandbreite Af] = 10 kHz betrdgt und der Rolloff-Faktor 7y = 0.2 ist.

¢ Die blau-gepunktete Kurve (rechts) zeigt das dazugehdrige Signal x;(?). Der Signalwert beiz =
0 entspricht der blauen Trapezfliche des Spektrums X;(f): x1(¢ =0) =10 V.

e Die grine Kurve git fir das Rechteckspektrum X,(f) mit der dquivalenten Bandbreite
Af> = 2 kHz. Das dazugehorige Zeitsignal verliuft si-formig und es gilt: x,(t = 0) =2 V.

Die rote Kurve ergibt sich links wie rechts als Differenz zwischen blaver und griiner Kurve.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.1 Unterschiede und Gemeinsamkeiten von TP- und BP-Signalen

Synthese von BP-Signalen aus dem dquivalenten TP-Signal (1)

Wir betrachten ein Tiefpass-Signal xp(?) mit dem Spektrum Xp(f). Multipliziert man dieses Signal mit

einer (dimensionslosen) harmonischen Schwingung
z(t) = cos(2m - fr-t)o—e Z(f) = 1/2-6(f — fr)+1/2-8(f + fr).
so ergibt sich nach dem Faltungssatz fiir das Spektrum des Signals xgp(?) = x1p(?) - z(?):
Xup(f) = Xro(f) * Z(f) = 1/2 - Xao(f = fr) +1/2- Xro(f + fr).
Hierbei ist beriicksichtigt, dass die Faltung der Spektralfunktion X1p(f) mit der verschobenen
Diracfunktion 6(f — f71) die um f7 nach rechts verschobene Funktion X1p(f — f1) ergibt.

J“-TPU} A J"-BPU}

e Xyplf+Fp)2 Xyplf ~F)2
Ee Re
....... - Im Im I\/I \/ Im

Aus der Spektraldarstellung (rechte Skizze) erkennt man eindeutig, dass
rpp(t) = rrp(t) -cos(27 - fr-t)
ein Bandpass-Signal ist. Die Einhiillende von xgp(?) ist durch den Betrag |x1p(Z)| gegeben.
Anwendung findet dieses Prinzip zum Beispiel bei der Amplitudenmodulation ohne Triger, die im
Buch Modulationsverfahren — Kapitel 2.1 eingehend behandelt wird.
Aus obiger Grafik erkennt man:
e Das Spektrum Xpp(f) hat im Bereich um die Trégerfrequenz f7 die gleiche Form wie Xp(f) im
Bereich um /= 0, ist aber gegeniiber diesem um den Faktor 2 gedampft.
e Da das TP-Spektrum Xtp(f) bezogen auff = 0 einen geraden Real- und einen ungeraden
Imagindrteil besitzt, weist das BP-Spektrum Xpp(f) gleiche Symmetrieeigenschafien auf —
allerdings bezogen auf die Tragerfrequenz /7.

e Auch das BP-Spektrum Xpp(f) besitzt Anteile bei negativen Frequenzen. Da das zugehdrige
Signal xgp(?) gemdl3 obiger Gleichung ebenfalls reell ist, muss auch Xgp(f) beziiglich der Frequenz
/=0 einen geraden Real- und einen ungeraden Imaginérteil besitzen.

¢ Die Bandbreite des BP-Signals ist doppelt so gro wie die des TP-Signals: Bgp = 2 - Byp.
Voraussetzung fiir die Gliltigkeit dieser Aussage ist, dass die Tragerfrequenz f1 mindestens um den
Faktor 2 grofler ist als die maximale Frequenz (Byp) des Signals x1p(?).

Hinweis: Eigenschaften von Tiefpass— und Bandpass—Signalen (Lernvideo, Dauer 5:18)
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.1 Unterschiede und Gemeinsamkeiten von TP- und BP-Signalen

Synthese von BP-Signalen aus dem dquivalenten TP-Signal (2)

Beispiel: Ein TP-Signal besitze Anteile beif; = 1 kHz, f, = 2 kHz, /5 =3 kHz und f, = 4 kHz:

rrp(t) = 0.26-cos(wit +20°) +0.54 . cos(wa t — 180°)
+ 0.30- cos{wst + 120°) 4+ 0.14 - cos(wy t — 407).

Das dazugehorige Spektrum Xpp(f) ist wegen der von 0 verschiedenen Phasenlagen komplex.

4 xgplé) xyp(?) | fp =100 kHz
ififiies r.mm ‘ |"|"|.. |l ” ‘ [ i, o1 I|h||1|m| il |“|“IM|!JII.Im1. I
iijii I| ‘ | I WI"| | |I“'Iii‘ﬂj'lﬁ il !l 11 I' i 1 tins

Multipliziert man xp(#) mit einem Cosinussignal der Amplitude 1 und der Frequenz fT = 20 kHz, so

ergibt sich das BP-Signal entsprechend dem oberen Bild. Das untere Bild gilt fiir das BP-Signal mit der
Tragerfrequenz /7 = 100 kHz. In beiden Bildern sind die Funktionsverliufe +|x1p(¢)| als Einhiillende

der BP-Signale zu erkennen.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.2 Analytisches Signal und mgehorige Spektralfunktion

Definition im Frequenzbereich

Wir betrachten ein reelles bandpassartiges Signal x(#) mit dem dazugehorigen BP—Spektrum X(f), das
beziiglich des Frequenznullpunktes einen geraden Real- und einen ungeraden Imaginirteil besitzt. Es wird
vorausgesetzt, dass die Tragerfrequenz /7 sehr viel grof3er als die Bandbreite des BP—Signals x(?) ist.

Definition: Das zum physikalischen Signal x(f) gehorige analytische Signal x,(¢) ist diejenige
Zeitfunktion, deren Spektrum folgende Eigenschaft erfiillt:

A . ) - {2,080

Die so genannte Signumfunktion ist dabei fiir positive Werte von f gleich +1 und fiir negative /~Werte
gleich—1. Der (beidseitige) Grenzwert liefert sign(0) = 0.

Aus der Abbildung erkennt man die
Berechnungsvorschrift ~ flir X, (f): Das X

tatsdchliche BP—Spektrum X(f) wird I — o —— — — -

® bei den positiven Frequenzen — “I;
verdoppelt, und — !

® bei den negativen Frequenzen zu EL v fr J
Null gesetzt. A0 A verdoppelt

Der Index ,;+” soll deutlich machen, dass .

X(f) nur Anteile bei positiven 0 gesetzt

Frequenzen besitzt. '

-1 Jr N

Byp

Beispiel: Das nachfolgende Bild zeigt links das (komplexe) Spektrum X(f) des BP—Signals
z(t) = 4V - cos(2x fut) + 6V - sin(2r f, ).

Rechts daneben ist das Spektrum des dazugehdrigen analytischen Signals dargestellt.

Re[X(] Re[X,(A]

]_3{ LA

T [X(A)] T [X,(A]
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.2 Analytisches Signal und mgehorige Spektralfunktion

Allgemeingiiltige Berechnungsvorschrift im Zeitbereich (1)

Wir betrachten nun das Spektrum X, (f) etwas genauer und teilen dieses in einen beziiglich f = 0 geraden

und einen ungeraden Anteil auf X, (f) =X,,(f) + X, (f). Alle diese Spektren sind im Allgemeinen

komplex.

XAhH
: . -
r | i f
Xl = X(H
f i I -
r | i f
X h=1-¥(H

, i

A | h f

Beriicksichtigt man den Zuordnungssatz der Fouriertransformation, so sind anhand der Grafik folgende

Aussagen moglich:

Der gerade Anteil Xo(f) von X,(f) fiihit nach der Fouriertransformation zu einem rein reellen

Zeitsignal, der ungerade Anteil X,(f) zu einem rein imagindren.

Es ist offensichtlich, dass X,,(f) gleich dem tatsdchlichen Fourierspektrum X(f) und damit der

Realteil von x.4(f) gleich dem vorgegebenen BP—Signal x(7) ist.

Bezeichnen wir den Imaginirteil mit y(¢), so lautet das analytische Signal:

T (t) = z(t) +j- y(t).

Nach den allgemein giiltigen Gesetzen der Fouriertransformation entsprechend dem Kapitel 3.3
gilt somit flir die Spektralfunktion des Imagindrteils:

sign(f)

§Y () = Xl ) = sien(1) - X(1) = ¥() =T x(0)

Transformiert man diese Gleichung in den Zeitbereich, so wird aus der Multiplikation die
Faltungsoperation, und man erhilt:

+oc
y(t) = 1 x x(t) = l f #(7) dr.

it m w L—T
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.2 Analytisches Signal und mgehorige Spektralfunktion

Allgemeingiiltige Berechnungsvorschrift im Zeitbereich (2)

An dieser Stelle ist es erforderlich, kurz auf eine weitere Spektraltransformation einzugehen, die im Buch
Lineare zeitvariante Systeme noch eingehend behandelt wird.

Definition: Fiir die Hilberttransformierte H{ ... } einer Zeitfunktion x() gilt:

y(t) =H{z(t)} = - f T g

T o b — T

Dieses bestimmte Integral ist nicht auf einfache, herkdmmliche Art I6sbar, sondern muss mit Hilfe des
Cauchy—Hauptwertsatzes ausgewertet werden. Entsprechend gilt im Frequenzbereich:

Y (f) = —i-sign(f) - X(f).

Das Ergebnis der letzten Seite Isst sich mit dieser Definition wie folgt zusammenfassen:
® Man erhdlt aus dem realen, physikalischen BP—Signal x(¢) das analytische Signal x(¢), indem man
7u x(t) einen Imaginarteil entsprechend der Hilberttransformierten hinzufiigt:

v (t) = x(t) +5-H{z(t)}.
¢ Die Hilberttransformierte H{x(¢)} verschwindet nur fiir das Gleichsignal x(#) = const. Bei allen
anderen Signalformen ist das analytische Signal x ,(¢) somit stets komplex.

e Aus dem analytischen Signalx,(f) kann das reale BP-Signal in einfacher Weise durch
Realteibildung ermittelt werden:
w(t) = Re{x(t)}.
Das Prinzip der Hilbert—Transformation wird durch die untere Grafik nochmals verdeutlicht. Nach der
linken Darstellung (A) kommt man vom physikalischen Signal x(#) zum analytischen Signal x (), indem

man einen Imagindrteil j - y(¢) hinzufigt. Hierbei ist y(¢) = H[x(¢)] eine reelle Zeitfunktion, die sich am
einfachsten im Spektralbereich durch die Multiplikation des Spektrums X(f) mit ,—j - sign(f)” angeben
lasst.

o (+)—o0 o +
x(f xL(h x(f x, (1)

—1 - sien(f) sizn(f)

—_— Hp—
Y e R
(A) j i z(1h) (B)

Die rechte Darstellung (B) ist dquivalent zu (A). Nun gilt x,(f) =x(f) +z(f) mit der rein imaginéren
Funktion z(¢). Ein Vergleich der beiden Bilder zeigt, dass tatsdchlich z(f) = j - y() ist.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.2 Analytisches Signal und mgehorige Spektralfunktion

Zeigerdiagrammdarstellung der harmonischen Schwingung

Die Spektralfunktion X(f) einer harmonischen Schwingung x(¢) = A - cos(2nftt — ¢) besteht bekanntlich
aus zwei Diracfunktionen bei den Frequenzen

e +f1 mit dem komplexen Gewicht A/2 - exp(—j-¢),

e —f7 mit dem komplexen Gewicht A/2 - exp(+]j-¢).

Somit lautet das Spektrum des analytischen Signals:
Xo(f)=A-e.5(f — fr).
Die dazugehorige Zeitfunktion erhdlt man durch Anwendung des Verschiebungssatzes:
T (t) = A eFfrt—el
Diese Gleichung beschreibt einen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit wr = 2nfT drehenden Zeiger.

Aus Darstellungsgriinden ist im folgenden Bild das Koordinatensystem entgegen der {iblichen Darstellung
um 90° nach links gedreht (Realteil nach oben, Imagindrteil nach links).

x| Re

____T'.'___.

-
Im -

Anhand dieser Grafik sind folgende Aussagen mdglich:

e Zum Startzeitpunkt ¢ = 0 liegt der Zeiger der Lange A (Signalamplitude) mit dem Winkel —¢ in der
komplexen Ebene. Im gezeichneten Beispiel gilt ¢ = 45°.

e Fiir Zeitenz > 0 dreht der Zeiger mit konstanter Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz) wr in
mathematisch positiver Richtung, das heif3t entgegen dem Uhrzeigersinn.

e Die Spitze des Zeigers liegt somit stets auf einem Kreis mit Radius A und benétigt fiir eine
Umdrehung genau die Zeit T}, also die Periodendauer.

¢ Die Projektion des analytischen Signals x,(¢) auf die reelle Achse, durch rote Punkte markiert,
liefert die Augenblickswerte des tatsdchlichen, reellen BP—Signals x(¢).
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.2 Analytisches Signal und mgehorige Spektralfunktion

Zeigerdiagramm einer Summe harmonischer Schwingungen

Fiir die weitere Beschreibung gehen wir von folgendem Spektrum des analytischen Signals aus:

I
X ()= A-e.6(f - f).
i=1

Das linke Bild zeigt ein solches Spektrum fiir das Beispiel / = 3. Wahlt man / relativ gro3 und den
Abstand zwischen benachbarten Spektrallinien entsprechend klein, so kénnen mit obiger Gleichung aber

auch kontinuierliche Spektralfunktionen angendhert werden.

X f=40kHz; 4,=1; g=0ar I (1
g0 Ay e £,=50kHz 4,=2; @=0° 4 +0
_ _ £,=60kHz; A,=1; g=18(°
Apedn | A e A A
r Ay @{ Re
™ £=0
hhith f

Im rechten Bild ist die dazugehorige Zeitfunktion angedeutet. Diese lautet allgemein:

I
T (t) = E‘—L-  @llwit—@i)
i—1

Zu dieser Grafik ist Folgendes anzumerken:

Die Skizze zeigt die Ausgangslage der Zeiger zum Startzeitpunkt / = 0 entsprechend den
Amplituden A; und Phasenlagen ¢;.

Die Spitze des resultierenden Zeigerverbundes ist durch das violette Kreuz markiert. Man erhilt
durch vektorielle Addition der drei Einzelzeiger fiir den Zeitpunkt z = 0:

ry(t)=1-cos(60°) —1.j-sin(60°) + 2+ 1. cos(180°) = 1.500 — j - 0.866.
Fiir Zeiten ¢ > 0 drehen die drei Zeiger mit unterschiedlichen Winkelgeschwindigkeiten w; = 2mf;.
Der rote Zeiger dreht schneller als der griine, aber langsamer als der blaue Zeiger.

Da alle Zeiger entgegen dem Uhrzeigersinn drehen, wird sich auch der resultierende Zeiger x, (%)

tendenziell in diese Richtung bewegen. Zum Zeitpunkt ¢ = 1 ps liegt die Spitze des resultierenen
Zeigers fiir die angegebenen Parameterwerte bei

—7 - 60" 127 . 12m. 50. 1 2. 60.
.L'+|:t=1jl'..[5} — 1.{31"“ el i 40 IJ.I.HJ]_l_E”DJ_rr W IJ.I.HJ]_]_IEJ_N 60 . 0.0:401

= 1. 7B Lo o8 1 @25 5 1673 — . 0,464,
Die resultierende Zeigerspitze liegt nun aber nicht wie bei einer einzigen harmonischen Schwingung
auf einem Kreis, sondern es entsteht eine komplizierte geometrische Figur.

Das folgende Interaktionsmodul zeigt x,(¢) flir die Summe dreier harmonischer Schwingungen:

Zeigerdiagramm — Darstellung des analytischen Signals
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.3 Aquivalentes Tiefpass-Signal und mgehéorige Spektralfunktion

Motivation

Bei vielen Nachrichteniibertragungssystemen wird das niederfrequente Quellensignal g(¢) in ein BP—
Signal s(f) umgesetzt (M odulation). Nach der Ubertragung muss das Empfangssignal 7(f) — gegeniiber
dem Sendesignal s(f) eventuell verzerrt und mit (Rausch-)Stérungen beaufschlagt — wieder in den
urspriinglichen Frequenzbereich zuriickgesetzt werden (Demodulation). Das Sinkensignal v(¢), das
moglichst gut mit g(7) ibereinstimmen sollte, ist wieder ein TP—Signal.

Sender | (f)| Kanal incl. | 77} | Empfiinger
{hodulator) Storung "D emodulator)

Modulation und Demodulation sind findamentale Komponenten eines Ubertragungssystems, die im Buch
Modulationsverfahren eingehend behandelt werden. Eine kurze Zusammenfassung finden Sie im
Kapitel 1 des vorliegenden Buches.

Untersuchung, Simulation, Optimierung und Dimensionierung von Bandpass-Systemen erfolgen meistens
im dquivalenten Tiefpassbereich, wofir folgende Griinde genannt werden kdnnen:

e Sind Qualititsmerkmale (Bandbreiteneffizienz,  Signal-zu-Rauschverhiltnis,  Bitfehlerrate,
Leistungsbedarf, usw.) eines Tiefpass-Systems bekannt, so lassen sich die entsprechenden Werte
verwandter Bandpass-Systeme daraus relativ einfach herleiten. Beispiele hierfiir sind die digitalen
Modulationsverfahren Amplitude Shift Keying (ASK) und Binary Phase Shift Keying (BPSK),
deren Performance-Groflen aus dem vergleichbaren Basisbandsystem (also ohne Modulator und
Demodulator) ,hochgerechnet” werden konnen.

e Einzelne Teikandle bei einem sog. Frequenzmultiplexsystem, die sich durch verschiedene
Tragerfrequenzen unterscheiden, kdnnen oft als qualitativ gleichwertig angesehen werden. Deshalb
geniigt es, die Berechnung und Dimensionierung auf einen einzigen Kanal zu beschrinken und
diese Untersuchungen im dquivalenten Tiefpass-Bereich — das heil3t ohne Beriicksichtigung der
spezifischen Tragerfrequenz — durchzufiihren.

e Haufig ist es so, dass die Bandbreite einer Nachrichtenverbindung um Grof3enordnungen kleiner ist
als die Tragerfrequenz. So liegen beispielsweise beim GSM-Mobilfunk die einzelnen Kandle im
Frequenzbereich um 900 MHz (D-Netz) bzw. 1800 MHz (E-Netz), wihrend jedem Kanal nur
eine geringe Bandbreite von 200 kHz zur Verfligung steht. Deshalb ist eine Simulation im
dquivalenten TP—Bereich sehr viel weniger aufwandig als eine Simulation der entsprechenden BP—
Signale.
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Kapitel: 4 Bandpassartige Signale Abschnitt: 4.3 Aquivalentes Tiefpass-Signal und mgehéorige Spektralfunktion

Definition im Frequenzbereich (1)

Wir betrachten ein reelles BP—Signal x(¢) mit dem Spektrum X(f). Weiterhin soll gelten:

e Das BP-Signal x(?) sei aus der Modulation eines niederfrequenten Nachrichtensignals g(¢) mit
dem Trégersignal z(¢) der Frequenz /7 entstanden.

e Die Art der Modulation (ob analog oder digitall Amplituden- oder Winkelmodulation,
Einseitenband oder Zweiseitenband) sei nicht festgelegt.

e Die Spektralfunktion X, (f) des dazugehdrigen analytischen Signals x ,(¢) existiert nur fiir positive
Frequenzen und ist hier doppelt so grof3 wie X(¥).

¢ Die Spektralfunktion X (f) ist unabhéingig von der Tragerfrequenz /7.

Definition: Verschiebt man das Spektrum des analytischen Signals x,(f) um /7 nach links, so
bezeichnet man das Ergebnis als das Spektrum des dquivalenten Tiefpass-Signals:

Xrp(f) = Xo(f + fr).
Im Allgemeinen sind X(f), X (f) und Xpp(f) komplexwertig. Ist allerdings X(f) rein reell, so sind auch
die Spektralfunktionen X (f) und X7p(f) rein reell, weil sich diese aus X(f) nur aus den Operationen

,2Abschneiden und Verdoppeln” bzw. ,,Frequenzverschiebung” ergeben.

Bei der Berechnung des dquivalenten TP—Spektrums Xpp(f) ist — im Gegensatz zu X, (f) — die Kenntnis
der Tragerfrequenz f7 unbedingt erforderlich. Fiir andere Werte von f7 ergeben sich auch andere
Tiefpass—Spektren.
Transformiert man obige Gleichung in den Zeitbereich, so erhdlt man:

rrp(t) = oy (t) . o1 2wt
Mit der Beziehung x(¢) = Re[x(¢)] ergbt sich die Vorgehensweise, wie aus dem dquivalenten TP—Signal
das tatsdchliche, physikalische Bandpass—Signal berechnet werden kann:

x(t) = Re[zy(t)] = Re[wrp(t) - e # /11,
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
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Definition im Frequenzbereich (2)

Beispiel: Das folgende Bild zeigt oben die rein reelle Spektralfunktion X(f) eines BP—Signals x(¢), das
aus der Modulation eines niederfrequenten Signals g(¢) mit der Trégerfrequenz /7 entstanden sei.

X(f)

;
)

e e e e ————— ________:]..h_
-
L,

Xpplh) = Xof + 1) o~

=P e S Py ‘-HH{"H
Xpplf) = Xl + 1)
I
I

I | -

X I

Darunter dargestellt sind die beiden ebenfalls reellen Spektralfunktionen X..(f) und Xp(f). Aufgrund

der Unsymmetrien beziiglich des Frequenzursprungs (f = 0) sind die zugehorigen Zeitfunktionen
komplex.

e Die durchgezogen—grin dargestellite Spektralfunktion X1p(f) ist gegeniiber X.(f) um die
Tréagerfrequenz /7 nach links verschoben.

e Wire das Spektrum X(f) aber das Modulationsergebnis eines anderen Nachrichtensignals g'(¢)
mit einer anderen Tragerfrequenz /7', so wiirde sich auch ein anderes dquivalentes TP—Signal

ergeben, dessen Spektralfunktion in obiger Grafik gestrichelt eingezeichnet ist.
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Beschreibung im Zeitbereich (1)

Zur Vereinfachung der Darstellung gehen wir von einem Linienspektrum aus, so dass man das analytische
Signal als Summe von komplexen Drehzeigern (als Zeigerverbund) darstellen kann:

I I
X () = YA e 5[ = f) oo a(t) =Y A SR,
=1 =1

Durch die Frequenzverschiebung um /1 nach links lautet somit das dquivalente TP—Signal im Frequenz-

und Zeitbereich:
I

I
,Y']']:u[lf} = Z _'L; '[‘_j'-": . &[f — I{;} *—0 .1‘"]']:[!1} = Z _'L; . [J(Eme-,:f - '-":}.
i=1

i=1
Zwischen den Frequenzwerten f; und v; gilt folgender Zusammenhang (i =1, ..., I):
vi= fi — fr.
Diese Gleichungen konnen wie folgt interpretiert werden:

e Zur Zeit t = 0 ist das dquivalente Tiefpass-Signal identisch mit dem analytischen Signal:
I

rrp(t =0) = 2, (t =0) = Z A -eiw
2=1

e Zu diesem Zeitpunkt ist der Zeigerverbund allein durch die / Amplitudenparameter A; und die /
Phasenlagen ¢, festgelegt.

e Zur Wiederholung aus dem vorherigen Kapitel 4.2: Alle Zeiger des analytischen Signals x (?)
drehen entsprechend den Frequenzen f; entgegen dem Uhrzeigersinn.
¢ Beim dquivalenten TP-Signal sind die Drehgeschwindigkeiten geringer. Zeiger mit v; > 0 drehen in

mathematisch positiver Richtung, solche mit v; < 0 im Uhrzeigersinn.

¢ I[st der Frequenzparameter v; eines Zeigers gleich 0, so ruht dieser Zeiger in der komplexen Ebene

entsprechend seiner Ausgangslage.
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Buch: Signaldarstellung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
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Beschreibung im Zeitbereich (2)

Beispiel: Wir betrachten ein aus drei Spektrallinien bei 40 kHz, 50 kHz und 60 kHz bestehendes
Spektrum X, (f). Mit den aus der Grafik erkennbaren Amplituden— und Phasenparametern erhilt man

das analytische Signal x ,(f) entsprechend der unteren linken Skizze.

Re[ X, (/)] Re[Xyp(f)]
3 3
-1 -
AR /i
40 so%0 fkHz - ’n/ o JkHz
Im[X {H] I [Xqp(A]
I I
T A
X0 rp()
| |
™ Re Re
l "ol e
L |

Die Momentaufnahme der linken unteren Graflk = analytisches Signal x(¢) gilt fiir die Zeit ¢ = 0.
Alle Zeiger drehen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit entgegen dem Uhrzeigersinn.

® Der blaue Zeiger dreht hierbei mit 60000 Umdrehungen pro Sekunde am schnellsten und der
griine Zeiger mit der Kreisfrequenz wy, = 27 - 40000 1/s am langsamsten.

¢ Der violette Summenpunkt aller drei Zeiger bewegt sich fiir # > 0 in der komplexen Ebene in
komplizierter Weise, bei obigen Zahlenwerten zuerst in die eingezeichnete Richtung.

Die rechten Grafiken beschreiben das dquivalente TP—Signal im Frequenzbereich (oben) und im
Zeitbereich (unten), giiltig fiir /7 = 50 kHz.

e Der Tréager liegt nun bei /= 0 und der dazugehorige rote Drehzeiger bewegt sich nicht.

® Der blaue Zeiger (OSB) dreht hier mit w; = 27 - 10000 1/s entgegen dem Uhrzeigersinn.

® Der griine Zeiger (USB) dreht mit gleicher Geschwindigkeit entgegengesetzt (—w; ).
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Definition der Ortskurve

Beispiel: Wir betrachten das dquivalente TP—Signal xp(Z) des letzen Beispiels, bestehend aus

e demruhenden Zeiger mit der Lange 3 (rot)

e demmit w;y = 2n - 10000 1/s in mathematisch positiver Richtung rotierenden blauen Zeiger mit
der komplexen Amplitude j,

® den griinen Zeiger der Linge 2, der zum Zeitpunkt # = 0 in Richtung der negativen imaginiren
Achse liegt. Dieser dreht sich mit gleicher Winkelgeschwindigkeit w; wie der blaue Zeiger, aber

in umgekehrter Richtung (—w).

A Xpp(l)

Der blaue Zeiger und der griine Zeiger benétigen fiir eine Umdrehung jeweils genau eine Periodendauer
Ty =100 ps. Der weitere Verlauf kann obiger Darstellung entnommen werden:

¢ Die violett eingezeichnete Zeigersumme ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich 3 —j.
® Nacht =T7y/4 = 25 ps hat der resultierende Zeigerverbund den Wert 0, da nun die beiden

rotierenden Zeiger in Gegenrichtung zum Trager liegen.
e Nach einer Periodendauer (¢ = T\, = 100 ps) ist wieder der Ausgangszustand erreicht, das hei3t,

es gilt xp(t = Tp) = x1p(t = 0) =3 —].

Definition: Der Kurvenzug, auf dem sich das dquivalente Tiefpass-Signal xp(¢) in der komplexen
Ebene bewegt, wird im Folgenden als Ortskurve bezeichnet.

Im Beispiel ist die Ortskurve eine Ellipse, die vom dquivalenten TP—Signal pro Periodendauer einmal
durchlaufen wird. Die Darstellung gilt fiir die Zweiseitenband—Amplitudenmodulation (ZSB-AM) eines
sinusformigen 10 kHz—Signals mit einem cosinusformigen Trager beliebiger Frequenz, wobei das obere
Seitenband (blauer Zeiger) geddmpft ist.

Wairen die Liangen des blauen und des griinen Drehzeigers gleich, so ergibe sich als Ortskurve eine
Horizontale auf der reellen Achse — siche Aufgabe A4.5. Im Buch ,Modulationsverfahren” werden die
Ortskurven verschiedener Systemvarianten noch eingehend behandelt.
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Darstellung nach Betrag und Phase

Das dquivalente TP-Signal ist im Allgemeinen komplex und kann deshalb auch in der Form
ITp [El:l = {1 “} . [,j ()

dargestellt werden. Zu beachten ist das Pluszeichen im Argument der Exponentialfunktion, das sich von
der kokplexen Fourierreihendarstellung unterscheidet: Man verwendet namlich bei der Beschreibung der
Modulationsverfahren auch fiir das physikalische Signal meist die Gleichung mit dem positiven
Vorzeichen:

s(t) = alt) - cos(27 frt + ot)).

In vielen Lehrbiichern wird diese Gleichung je nach Anwendung mit Plus— oder Minuszeichen benutzt,
aber stets mit gleichem Phasenbezeichner. Durch die Verwendung zweier verschiedener Symbole (¢ und
¢) versuchen wir in LNTwww, diese Doppeldeutigkeit zu umgehen.

Beispiel (Fortsetzung): Die Grafik bezieht sich wieder auf das Beispiel der letzten Seite.

W Xpp()

Zu dieser Darstellung ist anzumerken:

Die Betragsfunktion gibt die Zeitabhidngigkeit der Zeigerlinge wieder:

a(t) = |zrp(t)] = Efl'{u [J:*Tp[t}]2 + Im [mp[t}]g.
a(t) ist wie xp(f) periodisch mit 7, und nimmt im Beispiel Werte zwischen 0 und 6 an.

Die Phasenfunktion beschreibt den zeitabhdngigen Winkel des &dquivalenten TP-Signals xpp(?),

bezogen auf den Koordinatenursprung;

Im [wrp(t)]
Re [zrp(t)]
Hier noch einige numerische Ergebnisse fiir die Phasenwerte:

¢ Die Phase im Startzeitpunkt ist ¢p(¢ = 0) = —arctan (1/3) ~ —18.43° = —0.32 rad.
® Beiz = 25 ps sowie zu allen dquidistanten Zeiten davon im Abstand 77y = 100 ps ist xpp(z) = 0,

¢(t) = arc [rrp(t)] = arctan

so dass zu diesen Zeitpunkten die Phase ¢(¢) von —/2 auf +7/2 springt.
e Zum violett eingezeichneten Zeitpunkt # = 60 us hat die Phase einen leicht positiven Wert.
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Zusammenhang zwischen dquivalentem TP- und BP-Signal (1)

Ein BP-Signal x(¢), das sich aus der Modulation eines niederfrequenten Nachrichtensignals g(¢) mit
einem Tragersignal z(¢) der Frequenz /T ergeben hat, kann wie folgt dargestellt werden:

w(t) = alt) - cos(2m frt + o(t)) = xre(t) =alt) .
Hierbei bedeuten:

® q(?) ist die zeitabhdngige Amplitude, die oft als Hiillkurve bezeichnet wird. Diese ist gleich
dem Betrag |xp(?)| des dquivalenten TP—Signals.

® ((¢) ist die zeitabhidngige Phase, die ebenfalls aus dem dquivalenten TP—Signal als der Winkel
zum Koordinatenursprung der komplexen Ebene ermittelt werden kann.

® Die Phase ¢)(¢) erkennt man im physikalischen Signal x(¢) an den Nulldurchgéingen. Bei ¢(7) > 0
tritt der Nulldurchgang in x(¢) frither auf als beim Trigersignal z(¢f). Dagegen bedeutet ¢(7) < 0
eine Verschiebung des Nulldurchgangs auf einen spiteren Zeitpunkt.

e Steckt die gesamte Information {iber das Nachrichtensignal in a(¢) und ¢b(¢) ist konstant, so spricht
man von Amplitudenmodulation. Dagegen ist bei Phasenmodulation die Hiilkkurve a(z)
konstant, wihrend ¢b(¢) die gesamte Information iiber das Nachrichtensignal beinhaltet.

Beispiel: Im oberen Diagramm sehen Sie das reelle dquivalente TP—Signal x1p() bei ZSB-AM

(Zweiseitenband—Amplitudenmodulation). Die Ortskurve ist eine horizontale Gerade, und die
Nulldurchgdnge des blauen ZSB-AM-Signals x(¢) stimmen mit denen des roten Tragersignals z(¢)
exakt iiberein. Die Hiillkurve a(¢) beinhaltet alle Information tiber das Nachrichtensignal.

jIm A Trigersignal z(z) ZSB-AM-Signalx(z)

xyplZ)

i
s

jIm yrpl) A Trigersignal £{£) PM-Signal y(£)

. Ee "._ = f 3 " -
N ' | - s

nad lnl.TIeml (g = 0) vorlaufend (g =0}

Die untere Grafik gilt flir Phasenmodulation (PM). Das PM-Signal y(¢) hat eine konstante Einhiillende:
Die Ortskurve ist ein Kreisbogen. Zu Beginn ist der Phasenwert kleiner 0, sodass die Nulldurchgénge
spater aufireten als beim Trigersignal z(f) =  ,nachlaufend”. Bei positiven Werten des
Nachrichtensignals gilt auch ¢p(f) > 0 = die Nulldurchgiinge treten fiither auf als beim Trigersignal

= vorlaufend”. Bei Phasenmodulation steckt also die gesamte Information {iber das
Nachrichtensignal g(¢) in den Lagen der Nulldurchginge.
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Zusammenhang zwischen dquivalentem TP- und BP-Signal (2)
Abschliefend — hoffentlich nicht zu spdt — wollen wir uns noch der Frage zuwenden, warum die beiden
komplexen und im Verstindnis komplizierteren Signale x,(f) und xpp(f) zur Beschreibung des

tatsdchlichen Bandpass—Signals x(¢) eigentlich notwendig sind. Sie wurden nicht deshalb in der
Nachrichtentechnik eingefiihrt, um Studierende zu verunsichern, sondern:

e Hiillkurve a(f) und Phase ¢p(¢) konnen aus dem tatsichlichen, physikalischen BP—Signal x(f) direkt
nur in einigen Sonderfillen in einfacher Weise extrahiert werden.

e Das real nicht existierende dquivalente TP—Signal xp(¢) ist ein mathematisches HilfSmittel, mit

dem die Zeitverliufe a(f) und ¢(¢) durch einfache geometrische Uberlegungen bestimmt werden
konnen. Im Buch ,,Modulationsverfahren” werden wir darauf zurtickkommen.

e Das analytische Signal x ,(7) ist ein Zwischenschritt beim Ubergang von x(z) zu xpp(f). Wihrend
x+(2) stets komplex ist, kannxpp(f) in Sonderfillen reell sein, zum Beispiel bei idealer
Amplitudenmodulation (vergleiche Kapitel 2 des Buches ,,Modulationsverfahren”).

Das folgende Interaktionsmodul zeigt xp(¢) fiir die Summe dreier harmonischer Schwingungen:

Ortskurve — Darstellung des dquivalenten Tiefpass-Signals

. s A,= g Starl Reset
f i ic ..l'r_ = _.f = 110 =
g o s g = - Werter Step
ik i

Erlauterund
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Darstellung nach Real- und Imaginarteil (1)

Insbesondere bei der Beschreibung von Quadraturamplitudenmodulationsverfahren (QAM) eignet sich
die Darstellung des dquivalenten TP—Signals nach Real- und Imaginarteil:

Irrp [El:l = .I [!l} + ] <L [EL}
In dieser Darstellung bezeichnet der Realteil x{(#) die Inphasekomponente (Normalkomponente) und
der Imagindrteil x(¢) die Quadraturkomponente von xp(?).

Mit der Betragsfunktion a(f) = |xp(¢)] und der Phasenfunktion ¢p(f) = arc x1p(f) entsprechend den
Definitionen auf den vorangegangenen Seiten gilt:

xi{t) = Relwre(t)] = } cos(a(t)).
rolt) = Im[zrp(t)] = alt) - sin(o(t)).

Beispiel: Zu einem betrachteten Zeitpunkt #, gilt fiir das dquivalente TP—Signal:
rrp(t = tg) =2V e 8 =2y .cos(60P) —j-2V.sin(60°) =1V —j-1.733 V.

= Inphasekomponente xy(¢ = fp) =1 V,  Quadraturkomponente xq(f = £p) =-1.733 V.

xglf) = Imnfxppiz}]
xpifg) = 1%
| ™ x1(#) = Re[rrp(d)]
-1 !
xql)=-1733V | ® xrplty)

Durch Anwendung einfacher trigonometrischer Umformungen kann gezeigt werden, dass das
physikalische, reelle BP—Signal auch in folgender Weise dargestellt werden kann:
r(t) = alt). cos(27. .f-- 4 olt)) =
= x(t) - cos(2m - fr-t) — xqlt) - sin(2m - fr - ).
Das Minuszeichen ergibt sich wegen der Verwendung der Phasenfunktion ¢)(f). Ein Vergleich mit der

Seite Darstellung mit Cosinus- und Sinusanteil im Kapitel 2.3 zeigt, dass sich die Summe ergibt,
wenn man sich auf ¢(f) = —¢(¢) bezieht. Angepasst auf unser Beispiel erhdlt man dann:

x(t) = alt)-cos(2m- f-]- t—(t)) =
= xqlt) -cos(2m - fr-t) +xqglt) - sin(2m - fir - £).

Die Quadraturkomponente unterscheidet sich gegeniiber der oberen Gleichung im Vorzeichen.
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Darstellung nach Real- und Imaginarteil (2)

Die folgende Grafik zeigt zwei Anordnungen, um aus dem reellen Bandpass—Signal x(¢) das komplexe
Tiefpass—Signal aufgespalten nach Inphase— und Quadraturkomponente zu ermitteln, beispielsweise zur
Darstellung auf einem Oszilloskop.

1+{F} —] c)T f. Xrpl(f)
Re[... | x3(0)
x()
sign(f) (0] Im[... |} .1'Q(lj
- - x(0)
x(h) 2-cos(o-1)

+

% - J_ _Iir)f = 'TQ(fj
-2 - s 1)

Im oberen Modell wird zundchst durch Hinzufligen der Hilberttransformierten das analytische Signal x,(7)

erzeugt = ,,Modell (B)” der verlinkten Grafik aus Kapitel 4.2. Durch Multiplikation mit der komplexen
Exponentialfunktion (negativer Exponent!) kommt man zum &dquivalenten Tiefpass—Signal x1p(¢). Die

gesuchten Komponenten x1(#) und xq(?) erhdlt man dann durch Real- bzw. Imagindrteibildung.

Bei der unteren, der eher praxisrelevanten Anordnung erhdlt man fiir den oberen bzw. unteren Zweig
nach den jeweiligen Multiplikationen:

alt) - cos(wr -t + olt)) - 2- cos(wr -t) = alt)-cos(@t)) + openlt).

ﬂl:t} - GOS8 I:""“"'T -1+ ':'I:t}} ) (_2} 'Sill(';""‘"l' ) t} = ﬂl:t} hllll:i:l(t}} + ':_LILILl"lII:t}}'
Die jeweils zweiten Anteile liegen um die doppelte Tragerfrequenz und werden durch die Tiefpasse mit
jeweiliger Grenzfrequenz f entfernt:

Eobenlt) = alt) - cos(2wr -t 4+ o(t)).

Eumtenlt) = —aflt)-sin(2wr -t + olt)).
Ein Vergleich mit der letzten Seite zeigt, dass am Ausgang genau die gewlinschten Komponenten x(7)
und x () abgegriffen werden kénnen:

n(t) = aflt) - cos(o(t)).
rqlt) = alt)-sin(olt)).
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Leistung und Energie eines Bandpass-Signals (1)

Wir betrachten das Signal x(¢) gemdl3 der Grafik, das sich zum Beispiel bei On—Off-Keying — auch
bekannt als bindres Amplitude Shift Keying — ergibt. x(¢) ist ein BP—Signal.

A
2V ()
VUL W AT
!]|!I|II I I|||I||I! |I|=|!I| -
PRI WV * \J Vi T
A
4v? T L "Iz(f) T En
A [TV LAAL
LU UL LA L ]
i ESO bl i
1 2 3 4 & 6 T

Die auf 1 Q bezogene Signalleistung ergibt sich nach den Ausflihrungen in Kapitel 1.2 zu

1 +ha/2
P, = lim — ] w2 (t) dt.

Tu— Ty —Tw /2

Sind die bindren Nullen und Einsen gleichwahrscheinlich sind, so kann man auf den unendlichen
Integrationsbereich und den Grenziibergang verzichten, und man erhilt fiir obiges Mustersignal:

1 = ERTE
2 (1) dt =

2 ) — 72
Pf_f' A 57 | cos*(wr - t)dt = 1V=,

Aus der unteren Skizze ist zu erkennen, dass man durch Mittelung iiber die quadrierte Hiillkurve a*(f) —
also tiber das Betragsquadrat des dquivalenten Tiefpass—Signals x1p(f) — ein um den Faktor 2 grof3eres

Ergebnis erhilt. Deshalb gilt in gleicher Weise:

1 1 T2 _ 1 1 /2
P,=-. lim — f wrp(t)* dt = 5+ lim — ] a*(t) dt.

2 Tu—x Ty —Th/2 2 Tu—s Ty —Tw /2

Dieses Resultat lisst sich verallgemeinern und es auch auf energiebegrenzte Signale anwenden. In diesem
Fall gilt fiir die Energie entsprechend Kapitel 1.2 :

+oc 1 +oc 1 +oc
Ef=f .rfu;.d¢:§-j |m(¢}|‘fdt=§.] Q1) dt

Diese Gleichung gilt allerdings nur dann exakt, wenn die zugrunde liegende Tragerfrequenz f7 sehr viel
groBer als die BP—Bandbreite (Bgp) ist.
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Leistung und Energie eines Bandpass-Signals (2)
Beispiel: Wir betrachten das Bandpass—Signal x(¢) mit A = 2V, B= 1 kHz und f1 = 10 kHz:

r(t) = A.si(m- B-t)-cos(2m - fr - t + o(t)).
Oben dargestellt ist das Signalx(f) und das in der Bandbreite B konstante Betragsspektrum
IX(f)| = A/(2B) = 1073 V/Hz. X(f) setzt sich also aus zwei Rechtecken um +fT zusammen.

x(8) alt) XAl IXAF
1kHz
2y -+ 103 V/Hz 10-¢ Vi/Hz?
i H—»
-10 10
£1in ms FfinkHz
[X1p(F)| N (AP
>
2103 V/Hz 4-10-¢ Vi Hz2
£1in ms _.; k};'r._ FfinkHz

Die Energie dieses BP—Signals konnte prinzipiell nach folgender Gleichung berechnet werden:

e It l-,111' sin'(m- B-t) ,
E, = f B SCE ccos (27« fr - 4 ot)) dt.

Entsprechend der letzten Seite gilt mit der Hiillkurve a(¢) von x () aber auch:

+oc 1 +oc
E, = 2] ¢=§-]_ |A-si(m - B-t)]*dt =
1 A )
= A%, B.t)dt=4A?.2. — =_=2.10"V*/H
fu e ldei] 5 75~ 3B “

Man erkennt, dass die Signalenergie E, unabhingig von der Tragerphase ¢ ist.

Eine zweite Losungsmoglichkeit mit gleichem Ergebnis bietet der Satz von Parseval:

+oc +oc
[ a@wd= [ lapras = =172 (4/BF B = #/CB)

o o

Es gilt JA(f)| = [X7p(f)|. Innerhalb der Bandbreite B um die Frequenz /' = 0 ist X1p(f) doppelt so grof3
wie X(f) um die Frequenzf = ft, ndmlich A/B. Dies hiangt mit der Definition des Spektrums X, (f)

zusammen, aus dem Xpp(f) durch Verschiebung entsteht.
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