Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgroffen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.1 Zweidimensionale Zufallsgrofen

Musterlosung zur Aufgabe A4.1

a) Das Volumen unter der zweidimensionalen WDF ist definitionsgemaf gleich 1:

4o 4o
/ feyl, y)dzdy = 1

o —C

Die Dreiecksfliche ist D= 0.5 - 2 - 4 = 4. Da in diesem Definitionsgebiet die WDF konstant gleich A ist,
erhdlt man A = 1/D = 0.25.

b) Zur Losung gehen wir von nebenstehender Skizze aus. Das

v
Gebiet ,x >y*“ liegt rechts von der Winkelhalbierendenx =y | ~ 4
und ist griin markiert. 4.5
ST 7 T d v—w
Die Dreiecksfliche ist D, = 0.5 - 1 - 2 = 1, also genau ein J ) =4 A=)
4 —
Viertel der Gesamtfliche D des Definitionsgebietes. Daraus folgt
Pr(x >y) =0.25. 3T 777 “. 3
¢) Fiir die gesuchte Rand-WDF gilt in diesem Fall: IT | |
+oc 1 : :
|
fz(x) = foylr, y)dy = A- By(x). Ly _
—C | | | ] =
1 2 3 4 X

Hierbei bezeichnet B(x) die Breite des Gebietes ,f,, # 0% in y-
Richtung beim betrachteten x-Wert. Es gilt: B, (x) = x/2. Mit A = 0.25 folgt fiir 0 <x < 4: f(x) = x/8.

L Die gesuchte Wahrscheinlichkeit entspricht der schraffierten
Jx(¥) B (x) -y Fliache in nebenstehender Skizze. Man erhilt:
050 Pr(z >2) = 1—Pr(z <2)
01s 1 - -
i = 1—=-2.0.25 =0.75
| | — 2
2 4 X

Zum gleichen Ergebnis gelangt man anhand der 2D-WDEF: Rechts von der Senkrechten x = 2 liegt 3/4
des gesamten Definitionsgebiets.
d) Analog der Musterlosung zu (¢) gilt:

+oc

fuly) = foylw.y)de = A B.(y).

— O

05
Die Ausbreitung des WDF-Gebietes in x-Richtung ist flir
y<1undy > 5 jeweils 0. Das Maximum liegt beiy = 3:
1
B,(y = 3) = 2. Dazwischen ist die Zu— und Abnahme von 1 3 5 y
B,(y) linear und es ergibt sich eine dreieckformige WDF.

50)

Die Wahrscheinlichkeit, dass y grofler oder gleich 3 ist, entspricht der griin schraffierten Fliche und
ergibt aufgrund der Symmetrie den Wert 0.5. Zum gleichen Ergebnis kommt man anhand der 2D-WDF:
Oberhalb der Horizontalen y = 3 liegt die Hélfte des gesamten Definitionsgebietes.
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e) Wenny > 3 (rot hinterlegtes Dreieck D) ist, gilt stets auch x > 2
A o (griin umrandetes Trapez 7). Das bedeutet: In diesem Beispiel ist D
o eine Teilmenge von 7, und es gilt:

Pr((z =2)n(y = 3)) = Pr(y = 3) =0.50.
f) Entsprechend der Losung zur Aufgabe (e) folgt aus ,,y > 3“ mit

Sicherheit auch ,x > 2% Somit ist die gesuchte bedingte
Wabhrscheinlichkeit gleich 1.

g) Die Aufgabe kann man z. B. mit dem Satz von Bayes (sieche
Kapitel 1.3) und den Ergebnissen aus (b) und (e) l6sen:
Pr((z = 2)N(y = 3))

Priy >3|z>2) = 5 S =2/3.

Oder anders ausgedriickt: Die Fliche D des rot hinterlegten Dreiecks macht 2/3 der Fliche des griin
umrandeten Trapezes aus.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 2/44 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.1 Zweidimensionale ZufallsgroSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.1

a) Kommt Herr S. um 8 Uhr 30, so trifft er Frau M., wenn diese zwischen 8 Uhr 15 und 8 Uhr 45
ankommt. Damit ist die Wahrscheinlichkeit ,,S. trifft M.” genau 50%.

b) Kommt Frau M. um 8 Uhr, so trifft sie Herrn S. nur dann, wenn dieser vor 8 Uhr 15 kommt.
Erscheint Frau M. um 9 Uhr, dann muss Herr S. nach 8 Uhr 45 angekommen sein, damit sich beide
treffen konnen. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Zusammentreflen ist in beiden Fallen nur jeweils 25%.

¢) Von den beiden unter b) berechneten Ankunftszeiten ist 9 Uhr (Minute = 60) giinstiger, da sie — wenn
Herr S. nicht da ist — sofort wieder gehen kann.

d) Die Wahrscheinlichkeit p4 ergbt sich als das Verhiltnis der roten

-]
tn

(alll]

Flache zur Gesamtfliche 1. Mit den Dreiecksflichen erhilt man: T
45

1 3 3 T _ ol

0 15 30 45 60
Anlcunft W, —»
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.1 Zweidimensionale ZufallsgrofSen

Musterlosung zur Aufgabe A 4.2

a) Richtig ist der mittlere Vorschlag: Sowohl y{(x) als auch y,(x) schneiden die y-Achse beiy = 1. Die
untere Begrenzungslinie hat die Steigung 0.5, die obere die Steigung 1.

b) Entsprechend den Hinweisen erhalten wir:

My, = f -/:J+1' dyd,ﬁ—% -/;:E-[l::ﬁ-l-ljlg (2+1}3]d

Dies flihrt zum Integral bzw. Endergebnis:
43 26

1 3 1 .3
Jdr = - - (= - 4* — = = 8.667.
May = / tat)dr =g (754" + 3) = 3 8667

¢) Da beide Zufallsgroflen jeweils einen Mittelwert ungleich 0 besitzen, folgt fiir die Kovarianz:

26 H ,
oy = Mgy — My - My = 373 3 =2/3 = 0.667.
d) Mit den angegebenen Streuungen erhilt man:
2/3
Py = =L — V075 = 0.866.

" VARV

e) Fiir die Korrelationsgerade gilt allgemein:

—m %y N — my). :
Y =y = Py - : (4.4) @5

: KG
Mit den oben berechneten Zahlenwerten erhilt man

y=3/4-r+1L
Die Korrelationsgerade schneidet die y-Achse beiyg = 1 und geht

auch durch den Punkt (4, 4). Jedes andere Ergebnis wire auch
nicht zu interpretieren, wenn man das Definitionsgebiet betrachtet.

Setzt man m, = 8/3 ein, so erhdlt many =m,, = 3. Das heift: Die

berechnete Korrelationsgerade geht tatsichlich durch den Punkt
(my, my), wie es die Theorie besagt.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.1 Zweidimensionale ZufallsgrofSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.2

a) Der Mittelwert ), kann in bekannter Weise aus der WDF () ermittelt werden. Eine zweite
Berechnungsmdglichkeit basiert direkt auf den Rechenregeln fiir Erwartungswerte:

+oc 1
m, = E[y] =f glz) f(x) dr = % f e’ dx = % (e —e!) = 1.175.
. -1
b) Fiir den quadratischen Mittelwert der Zufallsgréf3e y gilt:
. . 1 I .
my, = E[y?] = E[e**] = 5 / e’ dr = T (e —e™?) = 1.813.
1

Daraus erhilt man mit dem Satz von Steiner:

. . 1. . 1 . . 1 .
o, = Mgy —m, = 1 (e —e™?) — 1 (e —24e7%) = 3" (1 —e?)=0.432
= a7, = 0.608

¢) AuBerhalb der Kurve y = ¢* ist die WDF natiirlich 0. Da das Volumen unter der 2D-WDF gleich 1

sein muss, sind die WDF-Werte flir den unendlich schmalen Bereich y = e¢* unendlich grof3. Das heif3t:
Die WDF beschreibt eine gekriimmte Diracwand. Aufgrund des Abfalls der WDF f),(v) mit steigenden y

nimmt die Hohe dieser Diracwand von (-1, 1/e) bis zu (+1, e) kontinuierlich ab = Richtig sind die
Losungsvorschldge 1, 3 und 4.

d) Fiir das gemeinsame Moment gilt:
M.y, = E[r - y] = E[z - e"].
Mit der angegebenen Reihenentwicklung folgt daraus die Ndherung:
1

: 1 . 1 .
My = E[z] + E[z7] + 5 E[z%] + 5 E[z*] + TR E[z7].
Aufgrund der Symmetrie der Zufallsgrof3e x gilt fiir alle ungeradzahligen Werte von £:
E[z*] = 0.
Weiterhin gilt:
_ , 1 I 1
Elz']=0¢?=-. E[z* =—] ! dr = =.
P=cl=3 El=3[ otde=;
1 1 1 11
= rn;y=§+g-§=ﬁ = 0.567.

e) Wegenm, =0 gilt 1, = m,,,. Somit ergibt sich fiir den Korrelationskoeffizienten:

g, 0367
P = T 0,577 - 0.658

u

== (L.O67.

Zwischen x und y besteht zwar ein eindeutiger deterministischer Zusammenhang, Da aber hierin auch
viele nichtlineare Bindungen enthalten sind, ist der Korrelationskoeflizient p,, # 1.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.1 Zweidimensionale ZufallsgroSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.3
a) Aus der Tabelle auf der Angabenseite ist ersichtlich, dass bei der Modulo-2-Summe die beiden
Werte 0 und 1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit (also jeweils 0.5) auftreten.
b) Die Tabelle zeigt, dass bei jeder Vorbelegung, — das heift (x,._;, x,,_5) = (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) —
die Werte m,, = 0 bzw. m,, = 1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit aufireten. Anders ausgedrickt:

Pr(m,|m,_1) = Pr(m,).

Dies entspricht genau der Definition der statistischen Unabhéngigketit.

¢) Die 2D-WDF besteht aus vier Diracfunktionen, jeweils mit
dem Gewicht 1/4. Man erhdlt dieses Ergebnis beispielsweise
durch Auswertung der Tabelle auf der Angabensetite.

Da f,,,(x,, m,) gleich dem Produkt f,(x,) - f,(m,) ist, sind

die GroBenx, undm, statistisch unabhiingig. Statistisch

unabhingige ZufallsgroBBen sind aber natiirlich auch linear
statistisch unabhéngig, also mit Sicherheit unkorreliert. Richtig

sind also der zweite und der letzte [.osungsvorschlag.
d) Innerhalb der Folge {a,) der algebraischen Summe gibt es statistische Bindungen = Vorschlag 2.

Man erkennt dies daran, dass die unbedingte Wahrscheinlichkeit Pr(a, = 0) = 1/8 ist, wahrend zum
Beispiel Pr(a, = 0 | a,_; = 3) gleich 0 ist.

e) Wie bei der Teilaufgabe (c) erhdlt man wieder vier

Diracfunktionen, diesmal aber nicht mit jeweils gleichem| ¢, e
Impulsgewicht 1/4. Jarly 1)

. o . . . . 3/8 18
Die zweidimensionale WDF lisst sich nicht als Produkt der 1 @ ®

zwei Randwahrscheinlichkeitsdichten schreiben. Das bedeutet
aber, dass statistische Bindungen zwischen a, undm,

bestehen miissen.

Fiir den gemeinsamen Erwartungswert erhdlt man:
Ela- m]:é-[}-t}—l-g-i-[}—i-g-1-1—|—é-3-1= %
Mit den linearen Mittelwerten E[a] = 1.5 und E[m] = 0.5 folgt damit fiir die Kovarianz:
Jlam = E[a - m| — E[a] - E[m] =0.75 — 1.5- 0.5 = (.
Damit ist auch der Korrelationskoeffizient p,,,, = 0. Das hei3t: Die vorhandenen Abhdngigkeiten sind
nichtlinear. Die Gro8en a,, und m,, sind zwar statistisch abhéngig, aber trotzdem unkorreliert. Richtig sind

der erste und der letzte Losungsvorschlag.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.1 Zweidimensionale ZufallsgrofSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.3

a) Die Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktion f,(x) erhdlt man aus der 2D-WDF f(x, y) durch

Integration tiber y. Fiir alle moglichen Werte x € {-2, —1, 0, 1, 2} sind die Wahrscheinlichkeiten gleich
0.2, und es gilt Pr(x < 1) = 0.8. Der Mittelwert ist m, = 0. Richtig sind somit die beiden ersten

Antworten.

b) Durch Integration tiber x erhdlt man die rechts skizzierte WDF. 1)

Aufgrund der Symmetrie ergibt sich der Mittelwert m,, = 0. Die yV 4

gesuchte Wahrscheinlichkeit Pr(y < 1) ist 0.9. Richtig sind also die

Losungsvorschlige 2 und 3. 0.3 0.3

¢) Definitionsgemil gilt: (0.2
Foylre.ry) = Pr((z < r) iy < ry)). 0.1 0.1

Fir r, =r, = 1 folgt daraus: >

Y g 2 -1 0 1 2 ¥

Fol.l)=Pr((z <1)n(y < 1))

Wie aus der 2D-WDF auf der Angabenseite zu ersehen, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 0.8.
d) Hierfiir kann mit dem Satz von Bayes auch geschrieben werden:

Pri((: 1 ; 1 Fr-l,' 11
Pr(z <1)|y<1) = I[E"ﬁé{; Q%E ?- F'.flil}}'

Mit den Ergebnissen aus (b) und (¢) folgt daraus Pr(x < 1|y <1)=0.8/0.9 = 8/9 = 0.889.

e) Entsprechend der Definition gilt fiir das gemeinsame Moment:
M.y = Elz- 3] = E Pr{z my) oo

Es verbleiben flinf Diracfunktionen mit x; - y; # 0:
May = 01-(=2)(-1) +0.2.-(-1)(-1)+02-1-1401-2-1401-2.2=1.2.

f) Fir den Korrelationskoeflizienten gilt:

o Hay 1.2
Y VW

Hier ist berticksichtigt, dass wegen m,. =m,, =0 die

= 0.717.

Kovarianz y,,, gleich dem Moment rm,,, ist.

Die Gleichung der Korrelationsgeraden lautet:

T ‘
y:—”-p;y-,r.':‘t;f-,rzﬂ.ﬁ-x.
Ty s

Im Bild ist die Gerade y = K(x) eingezeichnet. Der
Winkel zwischen Korrelationsgerade und x-Achse
betrégt 6, , , = arctan(0.6) = 31°.
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g) Bei statistischer Unabhéngigkeit miisste fy,,(x, y) = f,(x) - f,(v) gelten, was hier nicht erfiillt ist. Aus
der Korreliertheit (folgt aus p,,, = 0.6) kann direkt auf die statistische Abhdngigkeit geschlossen werden,

denn Korrelation bedeutet eine Sonderform (ndmlich linear) der statistischen Abhdngigkeit. Richtig sind
die Losungsvorschldge 2 und 3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.2 Zweidimensionale Gauf3sche ZufallsgroSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.4

a) Beide Aussagen treffen zu. Vergleicht man die gegebene mit der allgemeingiiltigen 2D-WDF

! ) L"}:l][ ! [”__ an L_: - E.IUI!I' e }]

..f.!u'[“' '!1} 2 I:]'—_M fJ'i a., Ty - Oy

2ra,m,y/ 1 —

so erkennt man, dass im Exponenten kein Term mit u - v aufiritt, was nur beip,,,, = 0 mdglich ist. Dies

bedeutet aber, dass # und v unkorreliert sind. Bei GauB3schen Zufallsgrof3en folgt aus der Unkorreliertheit
aber auch stets die statistische Unabhédngigkeit.

b) Bei statistischer Unabhéngigkeit gilt:

.Jfleu'[“- '53' = f!r[”} F![ } ,fu[”j' = ﬁ fv[i"

Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man o, = 0.5 und o, = 1. Der Quotient [

ist somit 0,/0,, = 0.5.

¢) Da u eine kontinuierliche ZufallsgroB3e ist, gilt:
Pr(u < 1) = Pr{u < 1) = F.(1).
Mit dem Mittelwert m2,, = 0 und der Streuung g, = 0.5 erhélt man:
Priu < 1) = n(g—} =o(2) = 0.9772.
d) Aufgrund der statistischen Unabhéngigkeit zwischen z und v gilt:
Pr((u < 1)n(v > 1)) = Pr(u < 1)-Pr(v > 1).
Die Wabhrscheinlichkeit Pr(z < 1) =0.9772 wurde bereits berechnet. Fiir die
zweite Wahrscheinlichkeit Pr(v > 1) gilt aus Symmetriegriinden:

o(Z2) = Q(1) = 0.1587

T,

Pr(v = 1) = Pr(v < —1) = F.(-1)

= Pr((u < 1)n(v > 1)) = 0.9772 - 0.1587 = 0.1551.

Die obige Skizze verdeutlicht die vorgegebene Konstellation. Die Hohenlinien der WDF (blau) sind
wegen g, > o, in vertikaler Richtung gestreckte Ellipsen. Rot schraffiert eingezeichnet ist das Gebiet,

dessen Wahrscheinlichkeit in dieser Teilaufgabe berechnet werden sollte.

e) Wegenp,, = 1 besteht ein deterministischer

Sy, )

Zusammenhang zwischenx und y = alle Werte T 3 y =2
liegen auf der Geradeny =K -x. Aufgrund der _ 1
Streuungen o, = 0.5 und g, = 1 gilt K= 2. 11 4 ~ "

|: + — :1‘
Auf dieser Geradeny = 2x sind alle WDF-Werte __ﬂ/"'ﬂ 0= 1 e
unendlich grof3. Das bedeutet: Die 2D-WDF ist hier

eine ,,Diracwand”
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Wie aus der Skizze hervorgeht, sind die WDF-Werte auf der Geraden y = 2x, die gleichzeitig die
Korrelationsgerade darstellt, gauSverteilt. Auch die beiden Randwahrscheinlichkeitsdichten sind hier
GauBfunktionen, jeweils mit dem Mittelwert 0. Da o, = 0, und 0, = 0, ist, gilt auch:

folw) = fulu),  fuly) = fulv).
Richtig sind somit der erste und der dritte [.osungsvorschlag.
f) Da die WDF der ZufallsgroBe x identisch mit der WDF £, (1) ist, ergibt sich auch genau die gleiche
Wabhrscheinlichkeit wie in der Teilaufgabe (c) berechnet:

Pr(z < 1) = 0.9772.

g) Das Zufallsereignis ,,y > 1 ist identisch mit dem Ereignis
X > 0.5% Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

pe = Pr((z > 0.5) N (z < 1)) = Fu(1) — F.(0.5). oS e 1)

Mit der Streuung o, = 0.5 folgt weiter:

pe = 6(2) — 6(1) = 0.9772 — 0.8413 =0.1359, .

LY
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.2 Zweidimensionale Gauf3sche ZufallsgroSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.4
a) Auch ohne die Angabe ,,0, = o), = 1” konnte man erkennen, dass die beiden Streuungen gleich sind,

da im Exponenten der 2D-WDF f,,(x, y) die Koeflizienten beix? undy? gleich sind. Durch

Koeflizientenvergleich erhdlt man mit o, = g, = 1:

—2 dry o -
L — \/'12 = Jl:-].l'gn' = — = —U?[}?

T, T, V2

b) Mit den unter Punkt (a) berechneten Zahlenwerten erhalten wir:

1 1 1
= = = (0.225.
2m-0p -0y /T=pZ,  27-1-1-4/05 V2.7

¢) Die allgemeine Gleichung lautet:

=

Ty 0
— arctan(2 - pg, - ———=).
2 ool —al

T i

=

Gilt 6, = g), und p,,, # 0, so ist der Winkel & stets +45°. Das Vorzeichen ist abhdngig vom Vorzeichen
von p,,. Imvorliegenden Fall gilt o = —45°.

d) Fiir die eingezeichnete Hohenlinie gilt:

]. P | X E .
ettt EEw) ()9

.f.r_u(-f‘- .":I} = ﬁ = ‘&

= e VEEY) 08885 = 2?4 P+ V2.2 y = —In(0.8885) ~ 0.118,

Der Winkel der Ellipsenhauptachse ist 45°. Deshalb muss y = —x( gelten. Daraus folgt weiter:

ri_]r + [:_-“P)E + \/E : J"u(—.l"nj' = 0.118

=(2-v2)-52=0118 = z2=~-——— 0202 xo=~+0450,

Die beiden Schnittpunkte der eingezeichneten Hohenlinien mit der Ellipsenhauptachse liegen somit bei
(0.45, —0.45) und (-0.45, 0.45). Der Quotient x/v, ist in beiden Féllen —1.

e) Vorweg das Ergebnis: Richtig sind die Losungsvorschlige 2 und 3. Mit o), = 0, und dem Ergebnis
aus (a) gilt fiir den Winkel der Korrelationsgeraden:

1 _
f,_.. = arctan(p,, ) = arctan(— —=) =~ —35.3".

2

Das bedeutet: Die erste Aussage ist falsch und die zweite richtig. Nachfolgend der Beweis fiir die
Richtigkeit der Aussage 3: Lost man die Ellipsengleichung (mit z = 0.118), also

.r‘2+,g2+\/§-,r'-:y—:=L}.

nach y auf] so erhilt man nach Losung einer quadratischen Gleichung
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5 \v.-?—,r-—i-m = :i‘j];.'g=—:|:]|u.'~—?.

Die vertikale Tangente ergibt sich fiir den Fall, dass die beiden Losungen yy,, identisch sind. Das heil3t:
der Wurzelausdruck muss den Wert 0 ergeben. Die Losung fiir positives x lautet dann:

rr = V2. 2 = 0.485.
Eingesetzt in die Ellipsengleichung erhdlt man fiir den y-Wert des Tangentialpunktes:
A AV —2=0 = L4422V oygr—z=0
=1 +Xz g +z2=0 = (vr+v2)=0 = yr=—z=-0343

Daraus ergibt sich:
J"]'

yr = — \_/ﬁ

Das bedeutet aber auch: Der Tangentialpunkt (x, y) liegt exakt auf der Korrelationsgeraden:

y=K(r) = —z/v2
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.2 Zweidimensionale Gauf3sche ZufallsgroSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.5

a)und b) Die Mittelwerte rn, = 0.5 und m,, = 0.7 konnen aus der Skizze abgeschitzt und aus der

angegebenen Gleichung exakt ermittelt werden. Die 2D-WDF der mittelwertfreien Grof3e lautet:

e

L p" o
0.0288  0.0072  0.0090 |

fepr(t' p") = 13.263 - L‘}Zl}( —

Zur Vereinfachung wird im Folgenden auf den Apostroph zur Kennzeichnung mittelwertfreier Gréfen
verzichtet. Sowohl ¢ als auch p sind bis einschlieSlich Aufgabe (d) als mittelwertfrei zu verstehen.
¢) Die allgemeine Gleichung einer mittelwertfreien 2D-Zufallsgro3e lautet:

1

wlt.p) = — .
falt.p) S

expd £ B p* N p-t-p
) 200 = p?laf  2(1 — p?)o? (1—po; o, |

Die GréBeno,, g, und p lassen sich durch Koeflizientenvergleich ermitteln. En Vergleich der beiden

ersten Terme im Exponenten zeigt, dass o, = 2 - 0, gelten muss. Damit lautet die WDEF:

1
dra2y/1 — p?

eXpy — t? _ P n potop
PR AR WA W)

Aus dem zweiten Term des Exponenten folgt:

..f!u”' p} =

i ) ) (0.0036
2. (1 - };-} LT = 0.0072 = a, = m

Der Faktor K = 13.263 liefert nun das Ergebnis

VI-p® oo —
K = ~—— 0 = 13.263 =2 — 0.6 s
Y= r . 0.0036 = 1=y =

Daraus ergeben sich die beiden Streuungen zu g, = 0.1 und 0, = 0.2. Zur Kontrolle kann der letzte Term

des Exponenten verwendet werden:

. _] ) ) 5 .. . .j
(1-p*-0i-0p 036-01-02
P 0.8

Dies stimmt mit dem vorgegebenen Wert tiberein.

d) Der Losungsvorschlag 1 ist richtig. Im Grunde genommen ist (¢, p) keine echte Gaufische
ZufallsgroBBe, da beide Komponenten begrenzt sind. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse ¢ < 0,
t>1,p<0und p > 1 sind somit Null. Bei GauB3schen Gréen mit den hier vorliegenden Mittelwerten
und Streuungen ergeben sich jedoch

Pr(t <0) =Pr{t > 1) = Q(2.5) = 61077,
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Pr(p > 1) = Q(3) = 1.3 - 1077,
Pr(p < 0) = Q(7) = 1071,

Der Korrelationskoeffizient p = 0.8 ist hier positiv. Hat der Priifling im theoretischen Teil eher gut
abgeschnitten, so ist (zumindest bei dieser Aufgabe) zu erwarten, dass auch der praktische Teil gut liuft.

Hier ist der Losungsvorschlag 2 somit falsch. In der Praxis ist das sicher nicht immer so.

e) Fiir diese Wahrscheinlichkeit gilt mit Az = Ap = 0.02:

(oo AL AL Ap o Ap
Fl(l:[}_] — T = t = [}_.'I+ T} M ([}J — T =p = [}_J-|— T})

&

= At-Ap- fi,(t =05, p = 0.5).

Fir die 2D-WDF gilt unter Beriicksichtigung der Mittelwerte m, = 0.5 und m,, = 0.7:

(—0.2)?
0.0072

fiot =05, p =0.5) = 13.263 - exp(— ) == 0.0513.

Damit ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu 0.02 - 0.02 - 0.0513 = 2 - 10=2.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.2 Zweidimensionale Gauf3sche ZufallsgroSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.6

a) Aus ¢ =x +yund n=—x +y folgt direkt:

1 1
v =5 —mn), y = 5l +n).

Setzt man diese Werte flir den negativen Exponenten ein, so erhdlt man:
el T | , 1 )
?-I_E_EU’ — 1) +E({,+TJ‘} :

Ausmultipliziert ergibt dies:

2

2 . 2——. )
E R R TR

Da die Koeflizienten bei &2 und 72 gleich sind, gilt oz = a,,. Der gesuchte Quotient ist somit 1.

b) Durch Koeflizientenvergleich erhdlt man fir o; = o,, das Gleichungssystem:

. .. 32 or-(1—-p3) 16
Vg2 (1l—p2)=22 &2V el 77
ot ( F‘J,j' 2 Pen 3

Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein, so ergibt sich pg, = 0.6 und oz = 57 ~ 2.236.
¢) Nach Koordinatentransformation kann man fiir diese Wahrscheinlichkeit schreiben:
Pr(jx +y| <C)=Pr(|{] <C)=1-2-Pr({ > ),

Mit dem komplementiren Gau3schen Fehlerintegral folgt daraus weiter:

Pr(lz+y|l<C)=1-2- Q[g) =099 = Q(C} = 0.005.

e
S

Mit dem angegebenen Wert Q(2.6) ~ 0.005 erhilt man somit das Ergebnis: C ~ 2.6 - 0 = 5.814.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.3 Linearkombinationen von ZufallsgréSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.7

a) Da die Zufallsgroflen # und v mittelwertfrei sind (m = 0), ist auch die Zufallsgroe x mittelwertfrei:
m, = (A + B) - m =0. Fiir die Varianz und die Streuung gelten:

ol =(A2+ B o'=5  o.=V5 =223,
b) Da u und v die gleiche Streuung besitzen, gilt auch g, = g, = 2.236. Wegen m = 0 gilt zudem . = 0.
Bei mittelwertbehafteten Zufallsgrofien u und v ergébe sich fir m), = (A — B) - m dagegen ein anderer
Wert als fiir m,, = (A + B) - m.
¢) Wir gehen hier von dem allgemeineren Fall m # 0 aus. Dann gilt fiir das gemeinsame Moment:

M.y =Elr-y|=E[{A-u+ B -v)(d-u—-B-v).
Nach den allgemeinen Rechenregeln fiir Erwartungswerte folgt daraus:

May = A* - E[u] — B* - E[v?] = (A* — B*)(m* + ¢7).

Die Kovarianz ergibt sich dann zu
oy = Mgy — My - My =
= (A2-BY)(m*+7*) - (A+B)(A -B)-m*=(A* - B?) 0%

MitA=1,B=2, 0 =1 erhilt man Ly = —3, unabhéngig vom Mittetwert m der Grof3en u und v.

d) Der Korrelationskoeffizient ergibt sich zu

Py

My _ (A* — B?). a7 *

Paw =75 o, (A2 4 B?). g2 H
L _1=(B/Ay
P = T (B/A?

Mit B/A = 2 folgt daraus p,,. = —0.6.

e) Aus B =0 folgt p,,, = 1 (strenge Korrelation). Aus den Gleichungen fiir x und y erkennt man weiter,
dass in diesem Fall x und y identische Zufallsgrof3en sind.
Die zweite Aussage ist nicht zutreffend: Fir A = 1 und B = -2 ergibt sich ebenfalls p,,, = —0,6. Das

Vorzeichen des Quotienten spielt also keine Rolle, weil in der unter (d) berechneten Gleichung B/A nur
quadratisch auftritt.

Ist B sehr viel groBler als A, so werden sowohl x als auch y fast ausschlieBlich durch die Zufallsgrof3e v
bestimmt und es ist y ~ —x. Dies entspricht dem Korrelationskoeffizienten p,,, = —1. Dagegen ergibt sich

fir B/A = 1 stets der Korrelationskoeffizient p,,, = 0 und damit die Unkorreliertheit zwischen x und y.

Richtig sind somit die Aussagen 1, 3 und 4.
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f) BeiA = B sind x und y stets (d. h. bei jeder beliebigen WDF der GroBen u und v) unkorreliert. Die
neuen Zufallsgroflen x und y sind ebenfalls gau3verteilt. Bei Gaufischen Zufallsgro3en folgt aber aus der
Unkorreliertheit auch die statistische Unabhidngigkeit und umgekehrt. Also sind beide Aussagen richtig.

g) Der Korrelationskoeffizient ergibt sich mit A =B = 1 auch hier zup,,, = 0. Das heift, dass x und y

unkorreliert sind. Dagegen erkennt man aus der nachfolgend skizzierten 2D-WDFEF, dass die Bedingung
der statistischen Unabhéngigkeit im nun vorliegenden Fall nicht mehr gegeben ist. Vielmehr gilt: £y, (x, v)

# fx(x) - f,(v). Hier ist also nur die Aussage 1 zutrefend.

w|v | x|y L | | JLx) 4 S0
o ;gll - 11 I:I :5 I:l SI:l

+1| +1|(+2 [0 025 ] 0.5
+1| -1 | 0 |+2 025 015 I -

— > . L » 1
A1+l o |2 -2 1T X -2 2 )
1) -1 (-2 |0 0n2is

T
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.3 Linearkombinationen von ZufallsgréSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.7

a) Aufgrund der angegebenen Mittelwerte muss gelten: € =m, =0 und £'=m,, = 1.

b) Unter Berlicksichtigung von ?=2/3 gilt:

s .2 .
ol =g . (A* + B?) = 3 (42 + B*).

Wegen axz = 4 folgt daraus A% + B> = 6. Eine dreieckformige WDF bedeutet, dass A = +B gelten muss.

Somit erhilt man A = B=3Y2=1.732 (negative Koeffizienten wurden ausgeschlossen).

¢) Mit A und B entsprechend Punkt b) verbleiben zwei Bestimmungsgleichungen fiir D und £:

73
2 3 2 2y 2 s 0y 10y
g =0 (D°4+E)=10 = D+E =3 ——Ef:l,a—ld.
A-D+B-E V3. (D+E) I x

b= BB+ B 6 (D +E)

Daraus folgt weiter:

D+ E =18 (D?+ E?) = V27 = 3V3.

Die Gleichung fithrt in Verbindung mit D? + E2 = 15 und der oben
angegebenen Nebenbedingung (D > E) zum Ergebnis:

D=2V3=3464, F=+3=1732
d) Mit A = B=1.732 kann die Zufallsgréfle x maximal den Wert
3.464 annehmen (wenn jeweils # = 1 und v = 1 gilt).

Das Maximum von y ergibt sich mit diesen Parameterwerten zu
Ymax=D +E +F =6.196, der Minimalwert zuy,, = -D —E

+F =—4.196 (siehe Skizze der 2D-WDF).
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.3 Linearkombinationen von ZufallsgréSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.8

a) Die Fliche des Parallelogramms kann aus zwei gleich groBen Dreiecken zusammengesetzt werden.
Die Fliche des Dreiecks (1,0)(1,4)(—1,3) ergibt 0.5 - 4 - 2 = 4. Somit ist die Gesamtfliche ' = 8. Da
das WDF-Volumen stets 1 ist, gilt 4= 1/F = 0.125.

b) Der minimale Wert von x ergibt sich flir # = 0 und p = 1. Daraus folgen aus obigen Gleichungen die

Ergebnisse x =—1 und y = 3.

¢) Die im Theorieteil angegebene Gleichung gilt allgemein, d. h. fiir jede beliebige WDF der beiden
statistisch unabhingigen Gro3en u und v, so lange diese gleiche Streuungen aufweisen.

MitA=2,B=-2, D=1 und E = 3 erhdlt man:
A- D4+ B F B 1-2.3 —4_—1
V(A2 ¥ B?)(D? + E2) Vf[ +4)(1 +9) YCRYE

d) Die Korrelationsgerade lautet allgemein:

Pay = = —. 447,

- Uer
y=K(r) = = Pay - (x —my) +m,

Aus den linearen Mittelwerten m,, = m,, = 0.5 und den in der Aufgabenstellung angegebenen Gleichungen
erhdlt man m, = 1 und m,, = 2.
Die Varianzen von u und v betragen jeweils 1/12. Daraus folgt:

ol =4.02+4.a2=2/3,

2 _ . 2.,q..2 _5F
o, =0, +9-0, =5/6.

Setzt man diese Werte in die Gleichung der Korrelationsgeraden ein, so ergibt sich:

_ Voo —1 T _
=Kir)=*— r—1)+2=——+25
Y= K@) =V () -1 +2= 5
Daraus folgt der Wert yy = 2.5.

e) Mit den HilfsgroBBen g = 2u, r = —2v und s =x — 1 gilt der Zusammenhang: s = ¢ + 7. Dau und v
jeweils zwischen 0 und 1 gleichverteilt sind, besitzt g eine Gleichverteilung im Bereich von 0 bis 2 und
eine Gleichverteilung zwischen —2 und 0.

Da zudem ¢ und 7 nicht statistisch voneinander abhingen, gilt flir die WDF der Summe:

fols) = folg) = fo(r).

Die Additionx =s + 1 fiihrt zu einer Verschiebung der Dreieck—WDF um 1 nach rechts. Fiir die
gesuchte Wahrscheinlichkeit (im folgenden Bild griin hinterlegt) gilt deshalb: Pr(x < 0) = 0.125.
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), Fi#, =

f) Analog zur Musterlosung fiir die Teilaufgabe e) gilt mit z = 3v:
fy[y} = fee(u} * f.{ [t}

Die Faltung zwischen zwei unterschiedlich breiten Rechteckfunktionen ergibt ein Trapez. Fiir die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit erhdlt man Pr(y > 3) = 1/6. Diese ist im nachfolgenden Bild griin hinterlegt.

Ful), LA £,0)
1-

-
(]
[k
f
b~
ja—
=
"
=
L8
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Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.3 Linearkombinationen von ZufallsgréSen

Buch: Stochastische Signaltheorie

Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen
Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.8
a) Es gilt n(t) = s(¢) + n(¢). Somit kann f,(r) aus der Faltung der beiden Dichtefunktionen f((s) und f;,(n)
berechnet werden. Da beide Signale gau3verteilt sind, liefert die Faltung ebenfalls eine Gauf3funktion:

1 '_?-'Il:j'ﬂ'.:..'

—7rey

) = L

folr) = 5=
Die Varianzen von s(f) und n(¢) addieren sich. Deshalb erhdlt man mit ;=1 V und 0,, =0.75 V:

T =vVol4+a2 = [1IVE+(07THV)E =125V,
b) Fiir den Korrelationskoeffizienten gilt mit dem gemeinsamen Moment .,

My
.:Ill:r' - .
! T, -,
Hierbei ist berticksichtigt, dass s(#) und auch #(¢) mittelwertfrei sind, so dass ug, = m, gilt. Da s(¢) und

&8

n(t) als statistisch unabhéngig voneinander — und damit unkorreliert — vorausgesetzt wurden, gilt weiter:

m., = E[s(t) - r(t)] = E[s*(t)] + E[s(t) - n(t)] = E[s*(t)] = o2

i

Daraus folgt:
|I f:l'j i UE -1
.I”-‘ir':_.: | —a - 7 = (1—'_ ”)
\’. a; + 0, (T
Mito, =1V, g,=0.75 Vund g, = 1.25 V erhilt man p;, = 0.8.
¢) Der in b) berechnete Ausdruck kann mit der Abkiirzung SNR = 032/0,12 wie folgt dargestellt werden:

f
)
2
&

1 1 1
- 2.SNRE

1

—

1
1 + ENFR

fPar = —
Der Signal-zu-Stor-Abstand 10 - Ig(SNR) = 30 dB fiihrt zum absoluten Wert SNR = 1000. In die obige
Gleichung eingesetzt ergibt dies niherungsweise einen Korrelationskoeffizienten von 0.9995.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.4 Autokorrelationsfunktion (AKF)

Musterlosung zur Aufgabe A4.9

a) Zum Zeitpunkt / = 0 (und allen Vielfachen der Periodendauer 7)) hat jedes Mustersignal x;(¢) einen
Wert zwischen 1V und 2V (Mittelwert: 1.5V). Dagegen ist bei ¢z = T()/4 der Signalwert des gesamten
Ensembles identisch 0. Das heif3t: Bereits der lineare Mittelwert erfiillt die Bedingung der Stationaritit
nicht; der Prozess {x,(¢} ist nicht stationdr und kann deshalb auch nicht ergodisch sein.

Dagegen sind beim Prozess {y;(¢} aufgrund der gleichverteilten Phase zu allen Zeitpunkten die gleichen

Momente zu erwarten; der Prozess ist stationdr. Da bei der AKF-Berechnung die Phasenbeziehungen
verloren gehen, steht jede einzelne Musterfunktion stellvertretend flir den gesamten Prozess. Deshalb
kann hier hypothetisch von Ergodizitit ausgegangen werden. Am Ende der Aufgabe ist zu iberpriifen, ob
diese Annahme gerechtfertigt ist. Das heif3t: Richtig sind die Losungsvorschlige 3 und 4.

b) Aufgrund der Ergodizitit kann jede Musterfunktion zur AKF-Berechung herangezogen werden. Wir
benutzen hier willkiirlich die Phase ¢; = 0. Aufgrund der Periodizitdt geniigt die Mitteilung iiber nur eine

Periodendauer 7|,. Dann gilt:

3

1 T Ty
wu(T) = T / y(t) -yt +7) dt = "}i : / cos(27 fot) - cos(2m fo(t + 7)) dt.

Mit der trigonometrischen Beziehung

- cos(a — )

bJ| =

1
cos(a) - cos(3) = 5 - cos(a + 3) +

folgt daraus weiter:

3

Ty 2 To
0u(T) = = os(4m 2 fot —. os(—2m for) dt.
wu(T) T [ cos(4m fyt + 2 for) dt + ST L cos(—2m fy7) dt

Das erste Integral ist 0 (Integration iiber zwei Perioden der Cosinusfunktion), der zweite Integrand ist
unabhingig von der Integrationsvariablen z. Daraus folgt:

.
w 7)) = ﬁ . cos(2m 7).

[ =}

Fir die angegebenen Zeitpunkte gilt mit x = 2V:

1

wul0) = 2V2 0,(0.25 - Ty) = 0; 0, (1.5 Tp) = —2V2,

¢) Der Mittelwert 7, kann aus dem Grenzwert der AKF fir T - oo ermittelt werden, wenn man die

periodischen Anteile ausschlief3t. Daraus folgt 2, = 0.

Die Varianz (Leistung) ist gleich dem AKF-Wert an der Stelle 7 = 0, also 2 V2, Der Effektivwert ist die
Quadratwurzel daraus: 0y~ 1414 V.

Die Periodendauer eines periodischen Zufallsprozesses bleibt in der AKF erhalten, das heif3t, auch die
Periodendauer der AKF betrédgt 7. Richtig ist also nur der erste [.osungsvorschlag.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.4 Autokorrelationsfunktion (AKF)

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.9

a) Die Periodendauer betrdgt 7o = 5T.

xX({@) - x(f+ T)

b) Aufgrund der Periodizitit geniigt die Mittelung iiber
. . 4V
eine Periodendauer 7y
1 Ta _
Ma = ) x(t) di 1 | !— .
1 . 1 2 3 H S T
= L_}—[E‘v 2T —1V.2T) =04V, vl
¢) In analoger Weise zu Aufgabe b) erhdlt man fiir die < = >
mittlere Leistung: 0
o7 x(f) - x(t+ 2T)
P, = —={(2V)* + (-1V)?) =2V2. 4
—H((2V) + (-1V)?) =212 !

d) Die Bilder zeigen das Produkt x(¢) - x(¢ + T) bzw.
x(t) - x(¢t + 27), jeweils im Bereich von 0 bis 7() = 57. 1v2 ]

Zu beachten ist, dass x(t + 7T) eine Verschiebung des 1
Signals x(¢) um 7 nach links bedeutet. Aus den beiden
Grafiken folgen die Beziehungen:

[
G
o,
n

—

b

22

Y __

1, . . .
o (T) = =(4VI 4+ 1V? — 2V?) = 0.6 V2,

5

|

px(2T) = =(—2V2.3) = —1.2V2,

e) Eine Autokorrelationsfunktion ist stets gerade: ¢, (—7) = ¢,(7). Bei periodischen Prozessen ist die
AKF zudem ebenfalls periodisch und zwar mit genau der gleichen Periodendauer 7() wie die einzelnen

Musterfunktionen. Daraus folgt:

0:(0) = ul5T) = 0, (10T) = ... = P, =2V?,
Pi3T) = @u=3T) = 2. 2T) = ... ==12V2,
0:(4T) = ¢u(AT) = ¢s(T) = ... = 06V2

Die berechneten AKF-Werte konnen durch Geradenabschnitte miteinander verbunden werden, da die
Integration iiber Rechteckfunktionen stets lineare Teilabschnitte ergibt.
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f) Die Mittelung tiber die 5 Intervalle O bis 7, T bis 27, ..., 4T bis 5T liefern (jeweils mit der Einheit V2):
1.3;-0.3, -1.2, -0.3, 1.3. Daraus ergibt sich der Erwartungswert E[¢,(z)] = 0.16 V2. Dies entspricht
dem Quadrat des Mittelwertes m,. (siche Teilaufgabe b).
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.4 Autokorrelationsfunktion (AKF)

Musterlosung zur Aufgabe A4.10
a) Der AKF-Wert an der Stelle 7 = 0 entspricht der mittleren Signalleistung, also dem quadratischen
Mittelwert von g(t). Fiir diesen gilt:

DD S 1 2
73:;["'=[}}=E(3‘*’}"+6(1V)' a[ LV} + b( 3V)? =%

b) Die einzelnen Symbole wurden als statistisch unabhingig vorausgesetzt. Deshalb und wegen des
fehlenden Gleichanteils gilt hier fiir jeden ganzzahligen Wert von v:

Elq(t) - qlt +vT)=E[q(t)] - E[q(t + v T)] =0.

¥

V2 = 3.667 V2

Somit hat die gesuchte AKF den rechts skizzierten
Verlauf. Im Bereich - 7 <t < T ist die AKF aufgrund ‘p'l(r) 4

der rechteckformigen Impulsform abschnittsweise 3.667 V?

linear, also dreieckfOrmig,
¢) Die AKF ¢,(r) des Bindrsignals ist aufgrund der

statistisch unabhdngigen Symbole im Bereich 7] > T -1 1 T
ebenfalls identisch 0, und fir —-7" <7 < T ergbt sich
ebenfalls eine Dreiecksform.

Fiir den quadratischen Mittelwert erhdlt man:
QL[T = [}} = E}ﬁ-
Mit by = 1.915V sind die beiden Autokorrelationsfunktionen ¢,(7) und ¢ () identisch.

d) Aus der Autokorrelationsfunktion lassen sich ermitteln:
¢ die Periodendauer 7|, (diese ist fiir die Mustersignale und die AKF gleich),

e der lineare Mittelwert (Wurzel aus dem Endwert der AKF fiir t - o0), und
¢ die Varianz (Differenz der AKF-Werte von7 =0 und 7 — o).

Nicht ermittelt werden konnen:

e die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (siehe Punkt b und c),
¢ die Momente hoherer Ordnung (flir deren Berechnung benétigt man die WDF), sowie
e alle Phasenbeziehungen und Symmetrieeigenschaften.

Richtig sind also die L.osungsvorschlige 1, 3 und 4.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.4 Autokorrelationsfunktion (AKF)

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.10

a) Der quadratische Mittelwert ergibt sich zuR - P, = 50 Q - 5 mW = 0.25 V2. Daraus folgt der
Effektivwert o, = 0.5V.
b) Wegen P, = ¢,(r = 0) gilt fiir die AKF allgemein:

oo(T) =5 mW . e~ (T/¥7)”,
Daraus erhdlt man:

ol =2ps) = 5mW . e 57 = 3,025 mW,

W T =0pus) =0mW.e ™ =0.216 mW.
¢) Hier gilt folgende Bestimmungsgleichung;

o= (T [Tz ) L 0.5 = [T]{,-"'?T;)z _ \/m
Daraus folgt 7 = 2.35 ps. Bei anderer AKF-Form erhélt man ein anderes Verhltnis fiir 7%/Vr,.

d) Wegen P, = P, sind die quadratischen Mittelwerte vonx und y gleich, und zwar jeweils 0.25 V2,
Unter Berticksichtigung des Mittelwertes m), = 0.3 V gilt:

m;+ o2 = 0.25V7.

Daraus folgt 0, =0.4 V.
@lT),
e) Bezogen auf den Einheitswiderstand R = 1 Q lautet
die AKF des Prozesses {y;(f)}: 025Vt
oy(T) =m2 a2 e (V)
Rechts sehen Sie den Funktionsverlauf. Bezogen auf -
den Widerstand R = 50 Q ergeben sich die nachfolgend | - - K : g
angegebenen AKF-Werte: h ) TS
w T =10) =>mW, @(T),
g T — o) = 1.8 mW. 02512
Daraus folgt:
wu(7) = 1.8mW +3.2mW.e ™ (7/¥ry)? 0.00 V2
mit dem Zahlenwert 1.938 mW beiz = 10 ps. Bei Tx
positivem Mittelwert m,, (mit gleichem Betrag) wiirde ' 5 5 ' E_.-"S

sich an der AKF nichts dndern, da m,, in die AKF-
Gleichung quadratisch eingeht.
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Buch: Stochastische Signaltheorie

Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen

Musterlosung zur Aufgabe A4.11

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 4.4 Autokorrelationsfunktion (AKF)

a) Ausz = 0 und £ = 6 ergibt sich gemidll dem Programm:; = 0 undj = 6. Die entsprechenden

Speicherinhalte sind H[0] = x; und H[6] = x~.

b) Indas Feld H[0] wird die Zufallsgrof3e x, eingetragen: i = 0, Index v = 12.

¢) Das nachfolgende Bild zeigt die Belegung des Hilfsfeldes H[0] ... H[10] mit den Zufallswerten x,,.

Jeweils griin hinterlegt ist die Speicherzelle H[7]. In diesen Speicherplatz wird jeweils am Ende der
Schleife (Zeile 18) die neue Zufallsgrof3e eingetragen.
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o
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Xy

Xz

X3

X4

X7

Xy

Xg

X1o

X1

X1

1

I

Xaz

X3

X13

X4

Xz

X1g

X9

X0

X1

Xz2

Xgo

Log

Xo]

Xog

Xgq

Xgz

Xgg

Xg7

Xy

Firz=83 und k =6 ergibt sichi=83mod 11 =6 undj = (i + k) mod 11 = 1. In diesen Speicherzellen
liegen die ZufallsgroBen xg4 und xq). Am Ende des Schleifendurchlaufs z = 83 wird in H[6] der Wert xgy

durch x5 ersetzt.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.4 Autokorrelationsfunktion (AKF)

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.11

a) Zur Berechnung des AKF-Wertes ¢,(0) wird tiber N = 10000 Summanden gemittelt, fiir ¢,(10) nur
tiber N — [ =9990.

b) Die Rechenzeit steigt mit N und / + 1 ndherungsweise linear an, wie aus der rot hervorgehobenen
AKF-Berechnung hervorgeht. Die Rechenzeit fir die weiteren Programmteile kann demgegeniiber
vernachldssigt werden. Natiirlich wird die Berechnung mit steigendem N auch genauer. Dies geht hier —
im Gegensatz zum Programm ,,akfl” von Aufgabe A4.11 — allerdings auf Kosten des erforderlichen
Speicherbedarfs. Da jede Float-Variable genau vier Byte beansprucht, bendtigt alleine das Hilfsfeld
H[10000] einen Speicher von 40 kByte. Richtig sind somit die [.6sungsvorschldge 1, 3 und 4.

¢) Je stirker die statistischen Bindungen innerhalb des Zufallsprozesses sind, desto ungenauer ist bei
gegebenem N' die AKF-Berechnung. Diesen Sachverhalt kann man sich beispielsweise anhand der
Leistungsberechnung (AKF-Wert an der Stelle £ = 0) verdeutlichen: Sind alle N Abtastwerte statistisch
unabhdngig, so liefern alle Beitrdge die maximale Information iiber den AKF-Wert ¢,(k = 0).

Bestehen jedoch statistische Bindungen zwischen x,, und x,,;;, nicht jedoch zwischenx, und x,,,,, so

liefern nur die Halfte aller Abtastwerte die volle Information iber ¢, (k = 0) und alle anderen nur

eingeschriankte Informationen. Dieser auf Korrelationen beruhende Informationsverlust kann in diesem
Beispiel nur durch eine Verdopplung von N ausgeglichen werden.

Die letzte Aussage trifft ebenfalls zu, wie im Kapitel 4.4 auf der Seite Genauigkeit der numerischen
AKF-Berechnung im Theorieteil ausflihrlich erldutert wird. Richtig sind somit die Lésungsvorschlige 1
und 3.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.5 Leistungsdichtespektrum (LDS)

Musterlosung zur Aufgabe A4.12

a) Das LDS ist die Fouriertransformierte der AKF. S D
Mit der Fourierkorrespondenz auf der Angabenseite i B

und x = 2 V erhélt man: 4-10¢ VI/Hz —»,

3-10€ Vi/Hz

D,(f) = a3 -T- stz fT).

Der LDS-Wert beif = 0 ist4 - 10-% V2/Hz. Bei
/=500 kHz ist das LDS um den Faktor siz(n/2) =

4/m% ~ 0.405 Kleiner (1.62 - 10-% V2/Hz). Bei
/=1 MHz besitzt @,(f) die erste Nullstelle.

-1 1 £ in MHz

b) Aufgrund des rechteckigen Signalverlaufs dndert
sich an der Dreiecksform der AKF prinzipiell nichts.
Der AKF-Wert bei 7 = 0 gibt wieder das Moment 4V __»
2. Ordnung an. Mit p = 0.25 erhdlt man:

& , a1

¥

1 , 3 ) _
wyl0) = T (4V)= 4 = (0V)* = 42,

1 12
Ab 7 =T ist die AKF konstant gleich m,%. Mit der | '~ T
-1 1 T 1L s

Wabhrscheinlichkeit p = 0.25 und
my=p-4V+(1—p) - 0V=1V
erhilt man ab 7= T" den konstanten Wert ¢,(r = T) = 1V2Z
¢) Die AKF kann auch wie folgt dargestellt werden:
wu(T) = V24 3V2 . A(T).

Der AKF-Gleichanteil (mit 1V2) flihrt im LDS zu einer Diracfunktion bei f = 0 (siehe Skizze zu a). Der

dreieckformige AKF-Term bewirkt einen kontinuierlichen LDS- Anteil entsprechend der si>-Form:

D,(f) =1V 48(f) +3. 1[}—“£ st (m fT).

Fiir f=500 kHz (f- T = 0.5) ergibt sich der LDS-Wert zu 1.216 - 10~ VZ/Hz,

d) Die Leistung ist als Integral {iber das LDS berechenbar. Unter Beriicksichtigung der spektralen
Begrenzung auf 1 MHz erhdlt man mit der Substitutionu =f - T :

2 1MHz
Py = 1V24+3.1075—. / si*(w fT) df =

Hz  J_ins

1
= 1V 4 3v2.2. / sif(mu) du = (1+3-2-0.456) V2 = 3.736 V2,
o b

Wiirden dagegen alle Spektralanteile erfasst, ergdbe sich die Leistung ¢,,(r = 0) = 4 V2,
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.5 Leistungsdichtespektrum (LDS)

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.12

a) Richtig sind die Losungsvorschlige 2, 3 und 4. Die Autokorrelationsfunktion (AKF) ist ndmlich die
Fouriertransformierte des Leistungsdichtespektrums (LDS). Dabei gilt:
W N No
P,(f) = 5 walT) = 5 - a(T).

,Echt” weiles Rauschen gt es in der Physik allerdings nicht, da ein solches eine unendlich grof3e
Signalleistung aufweisen miisste (das Integral {iber das LDS und der AKF-Wert bei 7 = 0 sind jeweils
unendlich grof3). Thermisches Rauschen hat bis zu Frequenzen von etwa 6000 GHz ein konstantes
LDS. Da alle (derzeitigen) Ubertragungssysteme in einem sehr viel niedrigeren Frequenzbereich arbeiten,
kann man thermisches Rauschen mit guter Naherung als ,,weif3”” bezeichnen.

Die statistische Eigenschaft ,,weif3” sagt nichts iiber die Amplitudenverteilung aus, die allein durch die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) festgelegt ist. Betrachtet man beispielsweise die Phase eines
bandpassformigen Signals als die stochastische Grofle, so wird diese oft als gleichverteilt zwischen 0 und
21 modelliert. Bestehen zwischen den jeweiligen Phasenwinkeln zu unterschiedlichen Zeiten keine
statistischen Bindungen, so ist auch dieser Zufallsprozess ,,weil3”.

b) Das LDS ist ein Rechteck der Breite 2B und der
Hohe Ny/2. Die Fourierriicktransformation ergibt

@(T) ,

eine si- Funktion: «— 41062
wu(T) = Ny - B - si(2m Br).

Der AKF-Wert an der Stelle 7 = 0 entspricht der

Rechteckfliche: (Ny/2) - 2B=4 - 100 V2,

- 10 T muns

¢) Der AKF-Wert an der Stelle 7 = 0 ergbt die
Leistung; die Wurzel hieraus bezeichnet man als den
Effektivwert: g, = 2 mV.

d) Die bei (b) berechnete AKF hat Nullstellen im dquidistanten Abstand von 1/(2B) =5 ns = T . Das

bedeutet: Es bestehen somit keine statistischen Bindungen zwischen den beiden Signalwerten b(¢) und b(t
+v - Ty), wobeiv alle ganzzahligen Werte annehmen kann.

e) Der AKF-Wert beit =T =1 ns betrdgt
oolm =Ta) =4-107% V? .si(7/5) = 3.742 . 107° V*

und ist damit positiv. Dieses Ergebnis besagt: Zwei um 7, = 1 Nanosekunde auseinander liegende

Signalwerte sind positiv korreliert = Ldsungsvorschlag 2. Ist b(#) positiv und grof3, dann ist mit grof3er
Wahrscheinlichkeit auch b(¢ + 1 ns) positiv und grof3. Dagegen besteht zwischen b(¢) und b(¢ + 7 ns)
eine negative Korrelation: Ist b(¢) positiv, so ist b(¢ + 7 ns) wahrscheinlich negativ.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.5 Leistungsdichtespektrum (LDS)

Musterlosung zur Aufgabe A4.13

a) Die dquivalente LDS-Bandbreite ist der Kehrwert der dquivalenten AKF-Dauer:
Vie=1/Vr, =200 kHz

b) Die angegebene Fourierkorrespondenz kann man wie folgt an die Aufgabenstellung anpassen:

KoVt o K eIV )
v/,

Mit K = 0.25 V2 und Vf, = 200 kHz erhilt man:
E;:J[.r} = 12:] . 1[}_“ [ .['-_Fff.-"'rf.-':-'}l

Bei der Frequenz /= 0 ergibt sich somit 1.25 - 10=% VZHz. Der LDS-Wert bei f = 200 kHz = VY, ist

um den Faktor e ™ Kleiner, betragt also 5.4 - 10 =2 8 V2/Hyz.

¢) Ein mittelwertfreier Prozess hat stets ein kontinuierliches LDS zur Folge. Dieses ist um so schmaler, je
breiter die AKF ist (Reziprozititsgesetz). Da die Prozessleistung gleich dem Integral iiber das LDS ist,
muss bei konstanter Prozessleistung eine breitere AKF (schmaleres L.DS) durch héhere LDS-Werte
ausgeglichen werden. Ein Gleichanteil oder periodische Anteile fiihren stets zu Diracfunktionen im LDS;
ansonsten ist das LDS stets wertkontinuierlich. Richtig sind die Losungsvorschlige 1, 2 und 4.

d) Analog zu Teilaufgabe (b) gilt mit V/;, = 100 kHz:

0.00v: 2
@.(f) = e UV +m: - (f).

u (-f:l vfy W I:JF:I
Aufgrund des Gleichanteils gibt es zusétzlich zum kontinuierlichen LDS-Anteil noch einen Dirac bei der
Frequenzf = 0. Der kontinuierliche LDS—Anteil beif = 0 betragt 0.9 - 10 10=% VZHz. Der Anteil bei

f=2- ij, = 200 kHz ist deutlich, nimlich um den Faktor ¢ 4~ 7 - 10718 geringer. Hier lautet das
LDS-Ergebnis: 6.44 - 10-2% V2/Hz,

e) Das LDS eines mittelwertbehafteten Prozesses beinhaltet allgemein eine Diracfunktion beif = 0 mit
Gewicht myz; im vorliegenden Fall ist dieser Wert gleich 0.16 V2. Da §(f) die Einheit 1/Hz = s besitzt,

unterscheiden sich die Einheiten des kontinuierlichen und des diskreten LDS-Anteils. Richtig ist also nur
der zweite [.osungsvorschlag.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.5 Leistungsdichtespektrum (LDS)

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.13

a) Der diskrete AKF-Wert fiir £ = 0 gibt den quadratischen Mittelwert (hier gleich der Varianz) der
Quellensymbole an. Da g, nur die Werte —1 und +1 annehmen kann, ist ¢, (k = 0) = 1.

b) Die zeitdiskrete AKF und deren Fouriertransformierte lauten:
A{pg(T)} = ok =0)-T-3(r) o—e P{D,(f)} = (k=0)-T=T.
Es ist berticksichtigt, dass ¢,(k = 0) = oq2 = 1 ist. Das bedeutet: Die periodische Fortsetzung von @,(f)
ergibt fiir alle Frequenzen den gleichen Wert.
Dagegen kann die zeitkontinuierliche AKF wie folgt dargestellt werden:
pa(T) = A{wg(T)} = (A(T)/T).

Das dazugehorige Leistungsdichtespektrum (Fouriertransformierte der AKF) ist dann das Produkt der
Fouriertransformierten der beiden Faltungsterme:

Do(f) = P{Dy(f)} - s (rfT) =T -si*(7 fT).
Aufgrund der gewdhlten AKF-Interpolation (mit Geradenabschnitten) aus ihren Abtastwerten ergibt sich

ein siz-fdrmiges LDS. Ein rechteckformiges Spektrum (LOsungsvorschlag 2) wiirde sich nur bei
si-formiger Interpolation einstellen. Richtig sind die L.osungsvorschldge 1 und 3.

¢) Die codierte Folge lautet: +1, 0, -1, +1, 0, -1, +1, 0, 0, 0. Das 6. Symbol ist somit c¢5 = —1.
d) Die Auftrittswahrscheinlichkeiten der Werte —1, 0 und +1 sind 0.25, 0.5, 0.25. Daraus folgt:
Pk =0)=0.25.(=1)* +0.5-0° 4+ 0.25. (+1)* =0.5.
e) Fir den AKF-Wert bei k = 1 betrachtet man das Produktc, - c,;;. Es ergeben sich die unten

gezeigten Kombinationen. Einen Beitrag liefern nur Produkte ¢, - ¢,,+; # 0 mit Pr[c, N ¢, 1] # 0:

welk =1) = Pr({c, =+1) Nfco =—1)) - (+1) - (=1)
+ Pr(c, =—1) e,y =+1)) - (=1) - (+1).

€, 0o |o | o |+ |+ + | |[a] 1

Tl 0 | +1 -1 0 +1 | -1 0 +1 -1

Cp Ol 1] 1] 0 1] +1| -1 ] -1 +1

Prle, M eyl eil @) 0| 1/8 18| 0

In der Tabelle sind diese Terme rot gekennzeichnet. Weiter gilt:
Pr((c, =+1)N(cpy1 =—1)) = Prlc, = +1)-Pricoy = —1]|c. = +1))
= 1/4 - 1/2 = 1/8.

Hierbei ist vorausgesetzt, dass ,,+1“ mit der Wahrscheinlichkeit 0.25 auftritt und danach ,—1° nur in der
Hilfte der Fille folgt. Das gleiche Ergebnis erhdlt man fiir den zweiten Beitrag. Damit gilt:
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pellk = 1) = - (41) - (1) + 5 - (-1) - (+1) =025

Fiir K = —1 ergibt sich aus Symmetriegriinden der gleiche Wert. Zur Berechnung von ¢ .(k = 2) muss

iiber 33 = 27 Kombinationen gemittelt werden. Das Ergebnis ist jedoch Null
f) Die Fouriertransformierte der zeitdiskreten AKF A{¢.(7)} lautet:

P{D(f)} =T glk=0)42T - p(k =1) - cos(2m fT).
Mit dem Ergebnis von e) folgt daraus:

T T

P{9.(f)} = 5(1 —cos(2n fT)) =T - sin*(7 fT).
Wie unter Punkt (b) gezeigt, gilt dann fiir das LDS — also die Fouriertransformierte von ¢ .(1):
sin' (7 fT)

(7fT)

Bei der Frequenz f = 0 ergibt sich der Wert 0. Fiir /= 500 kHz erhilt man /- 7'= 0.5 und somit:

sint (/2 i .
5,(f =500 kHz) =T - % — L 0405 1011

$.(f) =T -sin*(7fT) si*(xfT)=T -
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.6 Kreuzkorrelationsfunktion und Kreudeistungsdichte

Musterlosung zur Aufgabe A4.14

a) Der AKF-Wert beit = 0 gibt die mittlere Leistung an:
1 : e
w7 =0) = 7 (1IV)? = 0.5V>

Fir z =T, 437, ... ergibt sich ¢ (z) = 0, wahrend fiir die Zwischenwerte 7 = £2T, +47, ... gilt:

w7 =22T) = plr=H4T) = ... =
= 1;_(;?-;? +p-p-1) + p-1)-p + (p-1)-(p-1))

= 05Vi(p" — 2p-(1—p) + (L—p)) =05V (1 —2p)*.

Hierbeisteht p flirp - (+1) und (p — 1) fiir (1 — p) - (—1), also jeweils Wahrscheinlichkeit mal normierter

Amplitudenwert. Fiir p = 0.25 ergeben sich diese Zwischenwerte zu 0.125 V2
Die nachfolgende Skizze zeigt den Verlauf von ¢(7) fiir p = 0.25 im Bereich von— 77'< 7 < 7T als blaue
Kurve. Aufgrund des rechteckformigen Signalverlaufs ergeben sich eine Summe von Dreieckfunktionen.

Fiir p = 0.5 wiirden die dueren (kleineren) Dreiecke verschwinden.

@AT), @(T) -

b) Das Ergebnis ist in der allgemeingiiltigen Darstellung von (a) als Sonderfall fiir p = 1 enthalten. Man
erhdlt nun eine periodische AKF (siehe roter Kurvenverlaufin obiger Skizze) mit

o7 =0) = (T = £2T) = (T = +4T) = ... =0.5V2
wolT = +T) = @t =43T) = ... =0,

¢) Auch fiir die KKF ergibt sich fiir 7 = +7, +37, ... stets der Wert 0. Dagegen sind die KKF-Werte
fiir 7= £2T, £4T, ... identisch mit denen beit = 0:

#PZ(T = D) = ﬁpz(T = :IZET::' = Lr?pz(?" = :|:—'1-T;| = ...
1v? 2p—1_,
= T[P—[l—ﬁ'}} :T‘* :
Man erhilt mit p = 0.25 folgende Ergebnisse (siehe griine Kurve in obiger Skizze):
Ppe(T = 0) = =0.25V2 (1 =3T) =0, ¢p(r = 6T) = =0.25V>

Mitp = 1 wiirde dagegen z(f) = p(?) gelten und damit natiirlich auch ¢,,.(t) = ¢,,(7) = ¢,(7). Fir den
Sonderfall p = 0.5 ergdbe sich keine Korrelation zwischen p(7) und z(?): ¢,,,(7) = 0.

d) Durch Einsetzen von ¢(¢) = a(t) + b(¢) in die allgemeine AKF-Definition erhilt man:
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velm)=clt) - clt+7) = alt)-alt+7) + alt) bt +7)
+  Bb(t)-alt+71) + b{t)- bt +7).

= ‘r-f"r'["r} = VH:I(T} + T/“:|.fa["r} + Tf".f.-n[T} + YHII[T}'

Richtig ist der Losungsvorschlag 2. Der Losungsvorschlag 1 trifft nur zu, wenn a(?) und b(¢) unkorreliert
sind. Der letzte Vorschlag, die Faltungsoperation, ist immer falsch. Eine dhnliche Gleichung wiirde sich
nur dann ergeben, wenn wir die WDF f,.(c) der Summe c(?) = a(t) + b(¢) betrachten und a(¢) und b(¥)

statistisch unabhéngig sind:
fele) = fala) + f(D).
e) Mit dem Ergebnis von (d) und unter Beriicksichtigung des Faktors 1/2 erhdlt man:

pa(T) = 1 (a(7) + wa(7) + 2 0p(7)).

Hierbei ist bereits berticksichtigt, dass die KKF zwischen p und z eine gerade Funktion ist, so dass auch
9pA7) = ¢,(7) gilt. Fiir 7= 0 erhdlt man deshalb mit den obigen Ergebnissen allgemein:

-

Dy
o (T =0) = % (u.avf +05V2 +2. 22 1&-’9) .

Mit p = 0.25 ergibt sich ¢,,(z = 0) = 0.125 V2. Dieses Ergebnis ist plausibel. Im Mittel ist nur in jedem
achten Intervall s() = 1 V; ansonsten ist s() = 0 V.
Fiir geradzahlige Vielfache von 7 gilt:
PT=22T) = Tt =H4T) = ... =
(.5V?

= = (1—2p+1+2-(2p—1)) =05V . p".

Mit p = 0.25 erhiilt man hierfir den Wert 0.03125 V2. Alle AKF-Werte bei ungeradzahligen Vielfachen
von T sind wieder 0. Damit ergibt sich folgende AKF:

Die gesuchten Zahlenwerte sind somit:

(7 =0) =0.125V? w7 =3T) =0, .t =6T) = —0.03125V>.

Ein Vergleich mit der Skizze zur Aufgabe (a) zeigt, dass das bindre Signal s(¢) bis auf den Faktor 1/4 die
gleiche AKF aufweist wie das Terndrsignal z(¢).
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.6 Kreuzkorrelationsfunktion und Kreueistungsdichte

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.14

a) Das zweiseitige Leistungsdichtespektrum @, (f) ist im Bereich von —B,. bis B, konstant gleich Ny/2.
Dessen Fouriertransformierte ergibt die AKF:

N,
wz(7) = 20 2B, -si(27 B.7) = 0.02W - si(27 B,7).

Umgerechnet von R =50 Q auf R =1 Q erhilt man somit (Multiplikation mit R = 50 Q):
wo(T) = 0.02VA - 50V /A -si(2n B,T) = 1V2 . si(27 B, 7).

Der Effektivwert ist die Wurzel aus dem AKF-Wert beiz = 0:
g, =1V.

b) Fiir die KKF gilt im vorliegenden Fall:
CogT) =2(t) -yt +7)=2(t) - Jor -2t —t1+7) + az- 2t —ta+7)].

Nach Aufspaltung der Mittelwertbildung auf die beiden Terme erhdlt man hieraus:

Or(T) = -z(t) -2t —ti +7) + az-x(t) - 2t —t2 +7).
Unter Verwendung der AKF kann hierflir auch geschrieben werden:

prlT) = o1 pulT —t) + a2 (T —12) =
= 1V?. [ay-si20B,(t — ;) + ag-si(27 B,(T — t3))] .

Die si-Funktion weist dquidistante Nulldurchgéinge bei allen Vielfachen von 1/(2B,) = 25 ps auf, jeweils
bezogen auf deren Mittellagen bei z; = 200 ms bzw. ¢, = 250 ms.
Daraus ergeben sich die KKF-Werte zu:

pry(T =10) =0,

Poy(T =t1) = a1 - pa(r = 0) = 0.5V,

Poy(T =t2) = a9 - pa(r =0) =0.1V2

¢) Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist die Fouriertransformierte der KKEF, ebenso wie das LDS die
Fouriertransformierte der AKF angibt. Mit den Ergebnissen aus b) und ¢) gilt deshalb:

Doy(f) = ar- G f) - e 4 ag. @ (f). e ¥t
Auflerhalb des Bereichs |f] < B, ist das LDS @,(f) — und dementsprechend auch das KLDS &,(f) —
identisch 0. Innerhalb dieses Intervalls gilt @, (f) = Ny/2. Daraus folgt in diesem Bereich:

N, . )
Dry(f) = ?u (op - e 4y e 2mfE)

Es ist ersichtlich, dass @,,(f) im Gegensatz zu @,(f) eine komplexe Funktion ist. Bei /= 0 gilt:

"!,'.'
Doy(f =0) = 5 (a1 + @2) = 0.3-10° W/Hz = 15 10-° V*/Hz,
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d) Die Fouriertransformierte einer diracformigen AKF fiihrt zu
einem fiir alle Frequenzen f konstanten LDS, das heif3t tatsdchlich
zu echt ,,Weilem Rauschen”. Dieses besitzt eine unendlich grof3e
Leistung, und fiir die KKF kann dann geschrieben werden:

fl]-ﬁ':u

flf-ﬁ':u
puy(7) = 25

AT 5— 07 — ta).

Dieser Verlaufiist in der Grafik oben skizziert.

—t1) +

Im Frequenzbereich ist fiir [f] < B, tatsdchlich kein Unterschied

gegeniiber Teilaufgabe c) feststellbar. Da nun aber echt weil3es
Rauschen vorliegt, ist hier im Gegensatz zu Punkt c¢) das KLDS
nicht auf diesen Bereich beschrankt. Richtig sind demnach die

Losungsvorschldge 1 und 3.
e) Die AKF des echobehafteten Signals lautet wie folgt:

ylt) - ylt +7)

‘rf".u["r} =

= ozt —ty) -2t —t;+7) + -0y
+ ay-ap-ax(t —ta) - ax(t —t +7) + ai-

Fiir den ersten und den letzten Mittelwert gilt:

(T}
% &

05

”LE

|2

0.1
L

Y

005| 005

(T}
A

b

026-3°

.

-
0s- —*

02 025 rin §

f) &

0
—
-005| 005
T
FiY:

02 025 rin

ot —ty) - xlt —ta +7)

ot —ta) - x(t —ta + 7).

r(t —tq)

caxft =t +7)=xlt —t2) - xlt —ta+7)=x(t) - x(t +7) = wa(7).

Dagegen erhdlt man fiir den zweiten und den dritten Mittelwert mit Az = ¢, — #; = 50 ms:

r(t —tq)

(it —ta) - xlt —ti+7)=x(t) - ot +ta—t1 + 7) = w7 + At).

cx(t —to+ 7) = x(t) - x(t +t1 —ta+ 7) = pulT — At),

Insgesamt ergibt sich somit wieder eine symmetrische AKF (siehe unteres Bild):

Ny

*F;f(""} =5

= plr =

({a + a3)-8(1) + a1 as- 87 — At) + ar-az-d(7 + At)).

0) =13-10~* W/Hz. ,(r = At) =2.5-10~* W/Hz.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.7 Verallgemeinerung auf N-dimensionale Zufallsgroen

Musterlosung zur Aufgabe A4.15

a) Anhand der Kovarianzmatrix K, ist keine Aussage dariiber mdglich, ob die zugrunde liegende
Zufallsgrofle x mittelwertfrei oder mittelwertbehaftet ist, da ein eventueller Mittelwert m herausgerechnet
wird. Um Aussagen iiber den Mittelwert machen zu konnen, miisste die Korrelationsmatrix R, bekannt
sein. Aus Ky, = (0,)°> = 0 folgt zwingend, dass alle Elemente in der zweiten Zeile (K5, Ky3) und der
zweiten Spalte (K, K3p) ebenfalls 0 sind. Dagegen ist die dritte Aussage falsch: Die Elemente sind
symmetrisch zur Hauptdiagonalen, so dass stets K31 = K3 gelten muss. Richtig ist nur der Vorschlag 2.

b) Aus K; = 1 und K33 = 0.25 folgen direkt 6y = 1 und o3 = 0.5.

1.00 0 040

Zusammen mit dem Korrelationskoeflizientenp3 = 0.8 (siche
Angabenblatt) erhilt man somit:

K=Ky =01-m -p13 =04

¢) Die Determinante der Matrix K lautet:
|IKy|=1-0.25—-04-04 =0.09.
d) Entsprechend den Angaben auf der Seite ,,Determinante und inverse Matrix” gilt:

1 0.25 —0.4
_ -1 _ ,
V=R SR [—0-4 1 }

Mit [Ky| = 0.09 gilt deshalb weiter:

20 40 100
f]] = ?L} = 2.777: f]g = _trg] = —? = —4.447: fgg = T =11.111.

e) Ein Vergleich der Matrizen Ky und Ky unter der Nebenbedingung K5, = 0 zeigt, dassx und y
identische ZufallsgroBen sind, wenn man y; = x; und y, = x5 setzt. Somit gilt flir die WDF-Parameter:
g =1 oa=03 p=103

Der Vorfaktor entsprechend Kapitel 4.2 ist somit:

1 1 L o531

Yraoa/1 2 2r-1-05-06 0.6-7

Mit der in der Teilaufgabe c) berechneten Determinante ergibt sich das gleiche Ergebnis:
1 1 1

T %K, 2000 06-7

f) Die unter Punkt d) berechnete inverse Matrix kann auch wie folgt geschrieben werden:

o2 [5 8
YT9 | -8 20 |

Somit lautet das Argument A der Exponentialfunktion:

O =
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o

o —8

_ DT e (54202 — 16y ).
=R [ -8 2 } Y=15 O v+ 209 =164 50)
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:
20 100 80

My = 2 e 13RO ey — —— 22 5556 Ay — —— s — ,

=13 1.389 2 B 20067 72 3 14
Entsprechend der herkdmmlichen Vorgehensweise ergeben sich die gleichen Zahlenwerte:

N = ! = = 1.389

DT e 1—p2) T 2.1.036

1 1
iy — — _ = 4.7 = 5.006.
R= 9T (1—p?) 2.025.036 =0
I (0.8

oy — = — . s —4.444.

oy (1 — p2) 1.0.5.036 ———
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.7 Verallgemeinerung auf N-dimensionale ZufallsgrofSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.15

a) Die zweite und die letzte Aussage treffen zu. Aussage 2 beschreibt den in der Grafik betrachteten

Fall, dass zwei Grofen (hier: x; und x,) unkorreliert sind, wéhrend x5 statistische Bindungen beziiglich x
(tiber die GroBe u) und auch in Bezug zu x , (bedingt durch die Zufallsgrofle v) aufweist.

Die Kombination pj, = py3 = pp3 = 0 ist bei der hier gegebenen Struktur dagegen nicht mdglich. Dazu
wirde man eine dritte statistisch unabhéngige Zufallsgroe w bendtigen und es miisste beispielsweise
X1 =u, xp=0vund x3=w gelten.

Die dritte Aussage ist ebenfalls nicht zutreffend: Sind x; und x, unkorreliert und gleichzeitig auch x; und

X3, so konnen auch zwischen x, und x5 keine statistischen Bindungen bestehen.

Im Allgemeinen werden allerdings sowohl p;, als auch p;3 und p,3 von 0 verschieden sein. Ein ganz
einfaches Beispiel hierflir wird in der Teilaufgabe b) betrachtet.
b) In diesem Fall sind die GroBen x; = x, volistindig (zu 100%) korreliert. Mit Ay = Ay und B, = B,

erhdlt man fiir den gemeinsamen Korrelationskoeffizienten:
pro=A1-As+ Bi-Ba= A+ B} =1,
In gleicher Weise gilt mit A3 =—-A; und B3 = —Bj:

p13=A1- A3+ B1- By = —(A} + B}) = —1 (= pa).

¢) Mit diesem Parametersatz ist x| identisch mit der Zufallsgrofle u, wéhrend x, = v gilt. Da z und v
statistisch voneinander unabhéngig sind, ergibt sich p;, = 0. Demgegeniiber gilt fiir die beiden weiteren
Korrelationskoeffizienten:

pa=A A3+ B1-B3=1-084+0-0.6 =0.5

prz=As - A3+ B2 B3=0-0841-0.6 =06
Fiir ein (sehr gut) geschultes Auge ist aus der Grafik auf der Angabenseite zu erkennen, dass das Signal
x3(t) mehr Ahnlichkeiten mit x(t) aufveist als mit x,(t). Diese Tatsache driicken auch die berechneten

Korrelationskoeffizienten aus.
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.7 Verallgemeinerung auf N-dimensionale ZufallsgrofSen

Musterlosung zur Aufgabe A4.16

a) K, ist tatsichlich die allgemeinste Kovariationmatrix einer 2D-Zufallsgrofle mit oy =0, =o. Der
zweite Parameter gibt den Korrelationskoeflizienten an. Nach Abschnitt 4.1 kann p alle Werte zwischen
+1 inclusive dieser Randwerte annehmen. Richtig sind die L.osungsvorschlige 1 und 2.

b) In diesem Fall lautet die Bestimmungsgleichung:

1—A 0 3
rlvt[ 0 1—}'1}:[} = (1=-A)F=0 = Ap=1

¢) Beipositivem p lautet die Bestimmungsgleichung der Eigenwerte:

(1-AP—p*=0 = N-22+1-p"=0 = Ap=1xp
Fiir p = 0.5 erhdlt manA; = 1.5 und 1, = 0.5. Die Gleichung gilt {ibrigens im gesamten Definitionsbereich
-1 <p < 1. Firp=0ist1; =1, =1 (siehe Teilaufgabe b). Beip = +1 ergibt sichA; =2 und 1, = 0.

d) Die Eigenvektoren erhdlt man durch Einsetzen der Eigenwerte 1, 1, in die Kovarianzmatrix:
1—(1+4p) P | P | m |y
p 1-(1+p) | ™ p—p o
|
= —p-nu+p-na2=0 = mny=const-1y = 1, =const- 1 :
1—(1—p) I e op o |
[ p L—(1=p) | ™ p o] | m] ™"
-1

= pTat+p-ne=0 = 15 =—const- -1 = 1y =const- [ 1 } .

Bringt man diese in die so genannte Orthonormalform, so gilt:

1 1 1 —1
r;'.l - \@ ' 1 r ?:'.2 - \/ﬁ ' 1 g
In nebenstehender Skizze ist das Ergebnis verdeutlicht. Das neue,
durchmy und n, festgelegte Koordinatensystem liegt tatsdchlich in

Richtung der Hauptachsen des urspriinglichen Systems. Mit g = o, -

ergibt sich stets (Ausnahme: p = 0) der Drehwinkel o = 45 Grad.
Dies folgt auch aus der Gleichung auf Seite 3 von Kapitel 4.2:

e

: 1
carctan(2 - p- ——) = R arctan(nc) = o =457,

=

|
]
!
|
3
=T

Die Eigenwerte 1; und 1, kennzeichnen nicht die Streuungen beziiglich der neuen Achsen, sondern die
entsprechenden Varianzen. Richtig sind die L.osungsvorschlige 1 und 2.
e) Durch Vergleich der Matrizen K, und K, erhdlt mang; =2, o) =1 undp = 1.
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f) Nach dem inzwischen altbekannten Schema gilt:

4-XN-1=X—=4=0 = X-51=0 = M=5 A=0

g) Nach der auf dem Angabenblatt vorgegebenen Gleichung gilt:

D aetaner 2 S L — 26.56°
=g ar an(2-1. o 12} = 5 - an :11](5} = 26.56°.
Zum gleichen Ergebnis gelangt man tiber den Eigenvektor: .
_ we X “2 A p
4—5 2 . {11 0 \__ [P
2 1-5 Gz | N\t »
- \ [~ .
= —m=212=0 = (2= % L
-1 IJ_ . *]
\ .

= o = arctan(22) = arctan(0.5) = 26.56°.
L1l

Die nebenstehende Skizze zeigt die 2D-WDF der Zufallsgrof3e z.
Wegen p = 1 liegen alle Werte auf der Korrelationsgeraden mit den
Koordinaten z, = z;/2. Durch die Drehung um den Winkel o = arctan(0.5) = 26.56 Grad entsteht ein

neues Koordinatensystem. Die Varianz entlang der Achse {; betrdgt 1y = 5 (Streuung o; = 2.236),
wahrend in der dazu orthogonalen Richtung ¢, die ZufallsgroBe nicht ausgedehnt ist (1, = g, = 0).
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Buch: Stochastische Signaltheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Zufallsgrofen mit statistischen Bindungen Abschnitt: 4.7 Verallgemeinerung auf N-dimensionale ZufallsgrofSen

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 74.16

a) Aus der Bedingung Ky —1 - E=0 folgt:

1-x 13 ] , 1
d{t[ 13 1_;{}_(1—:&}—5_[}
8 8 1
= A-—Eh+§_ﬂ - A],_liv’l—ﬁ_lig.

Die Eigenwerte dieser 2x2-Matrix sind somit 1 = 4/3 und 1, = 2/3.

b) Ohne Beriicksichtigung von Korrelationen gibt es

8 2
Ny = ( J) — 256 = 63536

verschiedene Wertepaare. Unter Berlicksichtigung der Korrelationen und des Sachverhaltes, dass die
beiden durch Koordinatendrehung entstandenen Komponenten 77; und 7, jeweils im Bereich von —40,

bis +40, (bzw. von —4a, bis +40,) zu quantisieren sind, erhdlt man

E-ﬂ'] 8(’]’2

_'1'!'2 = ‘.jJ_. ' ‘.ﬂy

= _-1"-'2 < 7y 0o,

Der Quotient lautet somit mit 6,2 = 1; und 0> = :

%:ﬂ]-ﬂg:\/@'vzf :%EED943
Y2

¢) Die Bestimmungsgleichung der Eigenwerte von K, lautet:

1—XA 1/3  1/3
det | 1/3 1—-X 1/3 [ =0
/3 1/3 1-X
SN B O D PR o BV N B R
= (1 J&}[(l A) 9} 3[3[1 A) Q}Jr [ 3(1 A}}_u
) 8 1.2 1 2,
= (1—=X)(\ —2A+§}—§(§—A}+§(A—§}_D
) 8 , 8 4 2
— A—2A+§—A + 2\ §A ﬁ+§/\ )
M3+ A——D 0
= '2? .

Diese Gleichung wurde bereits als Losungshinweis angegeben, ebenso wie eine der Losungen: 1; = 5/3.
Damit ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir die weiteren Eigenwerte 1, und 15 zu
A — 33X + 24 /9N —20/27
A—235/3
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Diese Bestimmungsgleichung lisst sich wie folgt umformen:
(A —2/3)* =0.
Die weiteren Eigenwerte neben Ay = 5/3 sind somit gleich und ergeben sich zu, = A3 = 2/3.

d) Analog zur Vorgehensweise unter Punkt b) ergibt sich hier:

Nj —_— (o 2 2 [ 20
o= VR =55
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