Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.1 Gedéchtnislose Nachrichtenquellen

Al.1: Wetterentropie

Eine Wetterstation fragt tiglich verschiedene Regionen
ab und bekommt als Antwort jeweils eine Meldung x
zuriick, ndmlich

x = B: Das Wetter ist eher schlecht.

x = G: Das Wetter ist eher gut.

Die Daten wurden {iber viele Jahre fiir verschiedene
Gebiete in Dateien abgelegt, so dass die Entropien der
B/G—Folgen ermittelt werden kdnnen:
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Eegion/Datei ,, Darclvwachsen™:

GGEGEGGEBGEGGGGEGGERBGEEGGEEEGE
GEGBGGGEGGGBGEGEEEEGEEEEGEGEGE

Eegion/Datei ., Regenloch™:

EEGBEEBEGEEBEEEEEGGEEEEEBEGBEER
BEEGGGBEEEGEEEEEEEEBEEGEBEEGGE

Fegion/Datei ,, Angenehm”:

GGGGEGGGEGEGGGEEGLERBGGGGEGEGEGE
GBEGBGGGGGGGRBGGGGGGGGERBE GGGGGGE

Fegion/Datei . Paradies™:

GGGGEGEEGGEGGGLGGHGEEGGLEGGGGGE
GGGEEELEEGELEGEEHEGELEEEEEGEEEEE

Fegion/Datei ,, Unbelanmt™:

EEEBEEBEGEGGGGGGEGGGEBEGGGEEEER
GGGGGEGGGGEBEEEBBGGGGGEEGGGEBEER

,1g” kennzeichnet hierbei den Logarithmus zur Basis 10.
Pseudoeinheit ,bit/Anfrage” anzufligen ist.

Zu erwdhnen ist ferner, dass jeweils noch die

Die Grafik zeigt diese bindren Folgen jeweils flir 60 Tage und folgende Regionen:

e Region ,Durchwachsen™ pg=pg=0.5,
e Region ,Regenloch’
Region ,,Angenehm”:

p=0.38,p;=0.2,
p=0.2,p5=0.38,
pr=1/30, pg = 29/30.

Region ,,Paradies™

Schlieflich ist auch noch die Datei ,,Unbekannt” angegeben, deren statistische Eigenschaften zu schidtzen

sind.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 1.1. Fiir die vier ersten Dateien wird vorausgesetzt,
dass die Ereignisse ,,B” und ,,G” statistisch unabhingig seien, eine flir die Wetterpraxis allerdings eher

unrealistische Annahme.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.1 Gedéchtnislose Nachrichtenquellen

Fragebogen zu ""Al.1: Wetterentropie"

a) Welche Entropie Hp, weist die Datei ,,Durchwachsen” auf?

Hyp = bit/Anfrage

b) Welche Entropie Hi weist die Datei ,,Regenloch” auf?

Hy = bit/Anfrage

c) Welche Entropie H, weist die Datei ,,Angenehm” auf?

H, = bit/Anfrage

d) Wie grof} sind die Informationsgehalte der Ereignisse ,,B” und ,,G” bezogen auf
die Datei , Paradies’?

Iy = bit/Anfrage

I = bit/Anfrage

e) Wie gro} ist die Entropie (das heilt: der mittlere Informationsgehalt) Hp der

Datei ,,Paradies™ Interpretieren Sie das Ergebnis?

Hp = bit/Anfrage

f) Welche Aussagen konnten fiir die Datei ,,Unbekannt” gelten?
™ Die Ereignisse ,,B” und ,,G” sind etwa gleichwahrscheinlich.
™ Die Folgenelemente sind statistisch voneinander unabhingig.

[~ Die Entropie dieser Datei ist H; ~ 0.7 bit/Anfrage.

[~ Die Entropie dieser Datei ist H; = 1.5 bit/Abfrage.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.1 Gedéchtnislose Nachrichtenquellen
Z1.1: Bindre Entropiefunktion o
aHp)m bt

Wir betrachten eine Folge von bindren ZufallsgroBen mit dem H,. (p)n  nat"
Symbolvorrat {A, B} =M = 2. Die Aufirittswahrschein-
lichkeiten der beiden Symbole seien p, =p und pg=1—p.

Die einzelnen Folgenelemente sind statistisch unabhingig. Fiir die
Entropie dieser Nachrichtenquelle gilt gleichermaf3en:

1 1
. — . _ _ ) . '| . I
Huin(p) p-ld ; +(1—p)-1d > in [bit]
, 1 ,
Hi,(p) = p-In E—} +{1—p)-In = in [nat].

In diesen Gleichungen werden als Kurzbezeichnungen verwendet:

® der natiirliche Logarithmus In p = log, p,

o der Logarithmus dualis Id p = log, p.
Die Grafik zeigt diese bindre Entropiefunktion in Abhdngigkeit des Parameters p, wobei 0 <p < 1
vorausgesetzt wird.

In den Teilaufgaben (e) und (f) soll der relative Fehler ermittelt werden, wenn die
Symbolwahrscheinlichkeit p per Simulation (also als relative Haufigkeit /) ermittelt wurde und sich dabei
falschlicherweise 4 = 0.9 p ergeben hat. Der relative Fehler ist dann wie folgt gegeben:

cy = Hhiu“?} - Hhiu(ﬁ?}'
- Hhiu [1”} I

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Kapitel 1.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.1 Gedéchtnislose Nachrichtenquellen

Fragebogen zu "'Z1.1: Binire Entropiefunktion"

a) Wie hdangen H,;,(p) in bit und H'y;,(p) in nat zusammen?
[ Hpin(p) und H' i, (p) unterscheiden sich um einen Faktor.
I Es git H'pin(p) = Hpin(In p).

™ Esgit H'yin(@) = 1 + Hyin(2 D).

b) Zeigen Sie, dass sich das Maximum der bindren Entropiefunktion fiirp = 0.5
ergbt. Wie grof ist Hy,;,(p = 0.5)?

Hy;,(p=0.5) = bit

c) Berechnen Sie den bindren Entropiewert fiir p = 0.05.

Hy;(p = 0.05) = bit

d) Geben Sie den grofleren der beiden p—Werte ein, die sich aus der Gleichung
Hy;,(p) = 0.5 bit ergeben.

p:

e) Durch unzureichende Simulation wurde p = 0.5 um 10% zu niedrig ermittelt. Wie
grof3 ist der prozentuale Fehler hinsichtlich der Entropie?

p=045stattp=0.5: e = %

f) Durch unzureichende Simulation wurde p = 0.05 um 10% zu niedrig ermittelt.
Wie grof3 ist der prozentuale Fehler hinsichtlich der Entropie?

p=0.045stattp =0.05: e = %
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.1 Gedéchtnislose Nachrichtenquellen
Al.2: Entropie von Ternirquellen P
Die Entropie einer wertdiskreten geddchtnislosen Nachrichtenquelle mit A/ m i _
mdglichen Symbolen lautet: 13
M 1 lia
_ Joe. L Psendocinheit: bit 1*
H Z P - logg o Pseudoeinheit: bit | ._ |
p=1 2 iz 5
Hierbei bezeichnen die p,, die Aufirittswahrscheinlichkeiten der einzelnen 2
Q2
Symbole bzw. Ereignisse. Im vorliegenden Beispiel werden die Ereignisse
mit R(ot), G(riin) und S(chwarz) bezeichnet. (1-p)2 (1-p)2
1/6
Bei einer bindren Quelle mit den Auftrittswahrscheinlichkeiten p und 1 — p T ! I
kann hierfiir geschrieben werden: ) ! !
R G S
H = Hy(p) = p-1ogy = + (1 — p) - logy —
= Huwlp) = p-log, — —p) - log, .
E E E { = p E { =2 1 _ E.;'

Die Entropie einer mehrstufigen Quelle asst sich hdufig mit dieser ,,bindren Entropiefunktion” Hy;,(p) —
ebenfalls mit der Pseudoeinheit ,,bit” — ausdriicken.

Betrachtet werden in dieser Aufgabe zwei Terndrquellen mit den Symbolwahrscheinlichkeiten gemif3 der
obigen Grafik:

¢ die Quelle Q mit p;= 1/2, pg = 1/3, pg = 1/6,

e die Quelle Q, mit p;=p, pr=ps = (1 —p)/2.
Die Terndrquelle Q, Iisst sich auch auf Roulette anwenden, wenn ein Spieler nur auf die Felder Rot,
Schwarz und Griin (die ,,Null”) setzt. Dieser Spieltyp wird im Fragebogen mit ,,Roulette 1 bezeichnet.
Dagegen weist ,,Roulette 2 darauf hin, dass der Spieler auf einzelne Zahlen (0, ... , 36) setzt.
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 1.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.1 Gedéchtnislose Nachrichtenquellen

Fragebogen zu ''Al1.2: Entropie von Ternidrquellen"

a) Welche Entropie H besitzt die Quelle Q?

Q: H = bit

b) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend, wenn man R, G und S durch
die Zahlenwerte —1, O und +1 darstellt?

I Es ergit sich eine kleinere Entropie.
[ Die Entropie bleibt gleich.

[ Es ergibt sich eine gréBere Entropie.

c) Bestimmen Sie die Entropie der Quelle Q, unter Verwendung der bindren

Entropiefunktion Hy;,(p). Welcher Wert ergibt sich fiir p = 0.5?

Q;p=05: H = bit

d) Fir welchen p—Wert ergibt sich die maximale Entropie?

Qy,H -~ Hyt p =

e) Welche Entropie hat die Nachrichtenquelle ,,Roulette” hinsichtlich der Ereignisse
Rot, Schwarz und Griin (die ,,Null”’)?

Roulette 1: H = bit

f) Welche Entropie weist ,,Roulette” hinsichtlich der Zahlen 0, ... , 36 auf?

Roulette 2: H = bit
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen

Al13: Hy, Hy, Hy, ..., H
Die Grafik zeigt vier Symbolfolgen (g, mit jeweiliger Linge N = 60.

Die Quellensymbole sind jeweils A und B. Daraus folgt direkt, dass
fir den Entscheidungsgehalt aller betrachteten Quellen H, = 1

bit/Symbol git. Die Symbole A
Wahrscheinlichkeiten p, und pg auf.

und B treten mit den

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Symbolfolge , 5clivwarz™:

BABAEBAABAABAAAREEEEAA
BAABBBAAABBEBAAEABAB
AABBAABAABABEEEEABAA

symbolfolze ,Blan®

BAAARAARBAABAAEARAAAR
BAABAAAARAABAAAABAAAAR
AAARABAARAARAARARAAR

Die folgende Tabelle zeigt neben H|y die Entropiendherungen
Symbolfolge |, Rot”

® Hj, basierend auf p, und pg (Spalte 2), ABEBABABABABBABABABABR
. . ABABABAEAEABABABAEAR
® H,, basierend auf Zweiertupel (Spalte 3), ABABBBABABABEABABABA

® 3, basierend auf Dreiertupel (Spalte 4),

Symbolfolge ., Griin®

® H,, basierend auf Vierertupel (Spalte 5), BEAABBAAEBAAAABEAAAR
. o 11 . . BEAAAAAABEEEEEEBAAAR
* die tatsichliche Quellenentropie /, die sich aus Hy durch den | | oo 0 br oo o 2R

Grenziibergang fiir k — oo ergibt (letzte Spalte).

Zwischen diesen Entropien bestehen folgende Grofenrelationen:

HE—E—H}EH}E—H] EHH.
Nicht bekannt ist die Zuordnung zwischen den Quellen Q1, Q2, Q3, Q4 und den in der Grafik gezeigten
gezeigten Symbolfolgen (Schwarz, Blau, Rot, Griin). Es ist lediglich bekannt, dass die Quelle Q4 einen
Wiederholungscode beinhaltet. Zu bestimmen sind fiir diese Nachrichtenquelle schlielich noch die
Entropiendherungen H, und Hs.
Fir die Quelle Q4 sind nur 4y = 1 bit/Symbol (= A und B gleichwahrscheinlich), die Néherung Hy ~

0.789 bit/Symbol und der Entropie—Endwert H = 0.5 bit/Symbol angegeben. Letzterer aufgrund der
Tatsache, dass bei der entsprechenden Symbolfolge jedes zweite Symbol keinerlei Information lierfert.

Quelle | A, H, H, Hy H, e H
Q1 1000 | 0500 ( 0500 [ OS00 | 0500 0500
Q2 1000 | 1000 [ 0.750 [ Do6T | D625 0500
Q3 1000 | 1000 ( 1000 ( 1000 | 1000 1.000
Q4 1000 | 1.000 L T 0.752 0500

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 1.2. Fiir die k~—te Entropiendherung gilt
bei Bindrquellen (M = 2) mit der Verbundwahrscheinlichkeit pl-(k ) eines k—Tupels:

(Einheit: bit/Symbol).
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu "Al.3: Hy, Hy, H,, ... , H"

a) Von welcher Quelle stammt die schwarze Symbolfolge?
Qi
Q2
Qs
™ Q4

b) Von welcher Quelle stammt die blaue Symbolfolge?
Qi
r Q2
Qs
I~ Q4.

¢) Von welcher Quelle stammt die rote Symbolfolge?
Qi
r Q2
Qs
™ Q4.

d) Berechnen Sie die Entropiendherung H, des Wiederholungscodes.

H, = bit/Symbol
e) Berechnen Sie die Entropiendherung 5 des Wiederholungscodes.
H; = bit/Symbol
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Al.4: Entropiendherungen Hj, 499

Die Grafik zeigt oben das bindre Quellensignal g(¢), das
man ebenfals durch die Symbolfolge {(g,) mit 5 7 o 10 1T

q, € {L, H} beschreben kann. In der gesamten
Aufgabe gelte p; = py=0.5.
non[elm|

: >
Das codierte Signalc(f) und die dazugehorige 1 4 J 7 8 _’ iT
Symbolfolge {(c,» € {P, N, M} ergbt sich aus der
AMI—Codierung (Alternate Mark Inversion) nach folgender Vorschrift:

e Das Bindrsymbol L. = Low wird stets durch das Terndarsymbol N = Null dargestell.

e Das Bindrsymbol H = High wird ebenfalls deterministisch, aber alternierend (daher der Name
,, AMI”) durch die Symbole P = Plus und M = Minus codiert.

In dieser Aufgabe sollen die Entropiendherungen fiir das AMI—codierte Signal berechnet werden:
¢ Die Ndherung H; bezieht sich nur auf die Symbolwahrscheinlichkeiten pp, py und py-
¢ Die k—te Entropiendherung (k = 2, 3, ... ) kann nach folgender Gleichung ermittelt werden:

3k

| k) 1 L e
H, = T Z p:"' - log, T (Einheit: bit/Symbol).

Hierbei bezeichnet p,*) die i—te Verbundwahrscheinlichkeit eines k—Tupels.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 1.2. In der Aufgabe Z1.4 wird die tatsdchliche Entropie der
Codesymbolfolge {c,) zu H= 1 bit/Symbol berechnet. Zu erwarten sind die folgenden GroBenrelationen:

H<..<Hiy<H)< H< H,y.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu "Al.4: Entropiendherungen H,"

a) Wie grof3 ist der Entscheidungsgehalt des AMI-Codes?

H, = bit/Symbol

b) Berechnen Sie die erste Entropiendherung,

H, = bit/Symbol

c) Wie grof ist die Entropiendherung H,, basierend auf Zweiertupel?

H, = bit/Symbol

d) Welchen Wert liefert die Entropiendherung /3, basierend auf Dreiertuptel?

H; = bit/Symbol

e) Welche Aussagen gelten fiir die Entropiendherung H,?

I Es muss iiber 3* = 81 Summanden gemittelt werden.
[~ Esgilt 1 bit/Symbol < Hy < Hj.

[~ Nach langer Rechnung erhdlt man H, = 1.333 bit/Symbol.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Z1.4: Entropie der AMI-Codierung

Wir gehen von dhnlichen Voraussetzungen wie in der
Aufgabe Al.4 aus: Eine Bindrquelle Liefert die ; ; -
Quellensybolfolge {(g,) mitg, € {L, H}, wobei es i —

(Z)
‘-&’

{£)
keine statistischen Bindungen zwischen den einzelnen A
Folgenelementen gibt. P|N M N|PIM N N|P Ml—...,
1 + | |78 | | T
Fiir die Symbolwahrscheinlichkeiten gelte:

® pp.=py= 1/2 (Teilaufgaben a und b),

® p1.= 1/4, py = 3/4 (Teilaufgaben c, d und e),

® p1.=3/4, py = 1/4 (Teilaufgabe f).
Das dargestellte Codesignal c(¢) und die zugehdrige Symbolfolge {(c,) mit ¢, € {P, N, M} ergbt sich
aus der AMI-Codierung (Alternate Mark Inversion) nach folgender Vorschrift:

¢ Das Bindrsymbol L. = Low wird stets durch das Terndrsymbol N = Null dargestellt.

e Das Bindrsymbol H = High wird ebenfalls deterministisch, aber alternierend (daher der Name
,AMI”) durch die Symbole P = Plus und M = Minus codiert.

In dieser Aufgabe sollen fiir die drei oben genannten Parametersédtze der Entscheidungsgehalt /|, sowie
die resultierende Entropie H- der Codesymbolfolge {c,) bestimmt werden. Die relative Redundanz der
Codefolge ergibt sich daraus entsprechend der Gleichung
Hy,— H¢

Ho

ro =

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 1.2. Allgemein bestehen folgende Relationen zwischen dem
Entscheidungsgehalt H,, der Entropie H (hier gleich H-) und den Entropiendherungen:

H<. .. <Hy< Hs< Hy < Hy.

In Aufgabe Al1.4 wurden fiir gleichwahrscheinliche Symbole L. und H die Entropie—N&dherungen wie
folgt berechnet (jeweils in bit/Symbol):

Hy=1300, Hy=1370, H3=1292.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu ''Z1.4: Entropie der AMI-Codierung"

a) Die Quellensymbole seien gleichwahrscheinlich. Wie grof ist die Entropie H- der
Codesymbolfolge {c,)?

pL=pruy: Hc = bit/Terndrsymbol

b) Wie grof ist die relative Redundanz der Codesymbolfolge?

PL=Pw Tc = %

c¢) Fiir die Bindrquelle gelte nun p;, = 1/4 und py = 3/4. Welcher Wert ergibt sich
nun fiir die Entropie der Codesymbolfolge?

pL=14: Hc = bit/Terndrsymbol

d) Wie grof} ist nun die relative Redundanz der Codesymbolfolge?

pL=14: rc = %

e) Berechnen Sie die Naherung H; der Coderentropie fiir p; = 1/4, py = 3/4.

pL=14 H; = bit/Terndrsymbol

f) Berechnen Sie die Naherung H; der Coderentropie fir p; = 3/4, py = 1/4.

pL=3/4: H; = bit/Ternirsymbol
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Al.5: Bindre Markovquelle

Die Aufgabe Al1.4 hat gezeigt, dass die Berechnung der
Entropie bei einer geddchtnisbehafteten Quelle sehr
aufwindig sein kann. Man muss dann zunichst (sehr viele)

Ppa— 4

Entropiendherungen Hj. fiir ~—Tupel berechnen und kann
2 2001 sananar L Trananar. de

erstdann mit dem Grenzibergangk - oo die
Quellenentropie ermittehn:

H = lim H,.

Oft tendiert dabei H}. nur sehr langsam gegen den Grenzwert H.
Der Rechengang wird drastisch reduziert, wenn die Nachrichtenquelle Markoveigenschaften besitzt.

Die Grafik zeigt das Ubergangsdiagramm fiir eine binire Markovquelle mit den zwei Zustinden
(Symbolen) A und B. Dieses ist durch die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten p g = p und pgja = ¢

eindeutig ~ bestimmt. ~ Die  bedingten =~ Wahrscheinlichkeiten pp o und pgg  sowie  die
Symbolwahrscheinlichkeiten p o und pg lassen sich daraus ermitteln.

Die Entropie der biniren Markovkette (mit der Einheit ,,bit/Symbol”) lautet dann:

1
+ pae - lugj + pPeA - 1l1§-’;g —— + BB - 1”5—’;3 I
Paja PB|a PaB PeB

H = paa - log,

Bei dieser Gleichung ist zu beachten, dass im Argument des Logarithmus dualis jeweils die bedingten
Wahrscheinlichkeiten paa, ppa, .. einzusetzen sind, wihrend fir die Gewichtung die

Verbundwahrscheinlichkeiten pa a, pAps --- Zu verwenden sind.

Mit der Entropiendherung erster Ordnung,
1 1 . . L
Hy = pa-log, — + pr - log, —  (Einheit: bit/Symbol).
CPa B '

sowie der oben angegebenen (tatsdchlichen) Entropie H lassen sich bei einer Markovquelle auch alle
weiteren Entropiendherungen (k = 2, 3, ...) direkt berechnen:

1
Hy =7 - [Hi+ (k= 1) - Hy].

Hinweis: Diese Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 1.2. Mit Ausnahme der Teilaufgabe (f)
seip=1/4und g = 1/2.

Fiir die (ergodischen) Symbolwahrscheinlichkeiten einer Markovkette erster Ordnung gilt:

Pam } Pr|a

W =—""-—, pp=—"—.
: Pap T Prja Pajp T Prja

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 13/26 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu ""Al.5: Bindre Markovquelle"

a) Geben Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir p = 1/4 und g = 1/2 an.
pP= 1/4, q= 1/2: pA|A =

PyB ~

b) Wie grof3 sind die Symbolwahrscheinlichkeiten?
p=14,9=1/2: p, =

PB =

¢) Geben Sie die Entropiendherung erster Ordnung an.

p=14,q=12: Hy = bit/Symbol

d) Welche Entropie besitzt diese Markovquelle?

p=1/4,q=1/12: H = bit/Symbol

e) Welche Ndherungen Hj. ergeben sich aufgrund der Markoveigenschaften?

p=14,q=12: H, = bit/Symbol
H; = bit/Symbol
Hy = bit/Symbol

f) Welche Entropie besitzt die Markovquelle mit p = 1/4 und g = 3/4?

p=14,q=3/4: H = bit/Symbol
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen

Z1.5: Symmetrische Markovquelle

In der Aufgabe Al.5 wurde eine bindre Markovquelle
behandelt, bei der die Ubergangswahrscheinlichkeiten von
A nach B sowie von B nach A unterschiedlich waren. In

dieser Aufgabe soll nun gelten:

PAR =PrjA = (] 0=<qg=1).

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

1-¢4 1—g

12 2011 ananar L Toananar de

Alle in der Aufgabe A1.5 angegebenen Gleichungen gelten auch hier:

¢ Entropie:

1 1
H =pan-ld— + pap - 1d E_ + pa - 1d

PalA B A

¢ FErste Entropieniherung:
1

1
Hi=ps-1d—+pp-1d—.
Pa e

¢ k—te Entropiendherung (k =2, 3, ...):

1 1
— +ppp - 1d —.
PaB PeB

Hy = % (Hi+(k—1)-H], H =k111|1_ Hy. .

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Kapitel 1.2, Seite 5c. Bei allen Entropien ist die Pseudoeinheit

,,bit/Symbol” hinzuzufligen.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu "'Z1.5: Symmetrische Markovquelle"

a) Berechnen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten.
q=1/4: p, =

PB =

b) Berechnen Sie die Quellenentropie H. Welches Ergebnis liefert g = 1/4?

q=14: H = bit/Symbol

¢) Welche Entropiendherungen erhilt man fiir g = 1/4?

q=1/4: Hy = bit/Symbol
H, = bit/Symbol
H; = bit/Symbol

d) Bestimmen Sie g derart, dass H maximal wird. Interpretation.

H - Maximum: ¢q =

e) Welche Symbolfolgen sind mit ¢ = 0 moglich?
[T AAAAAA ..
" BBBBBB ...

[T ABABAB ..

f) Welche Symbolfolgen sind mit ¢ = 1 mdglich?
[T AAAAAA ..
[T BBBBBB ...

[T ABABAB ...
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen

A1l.6: Nichtbinare Markovquellen
Die Grafik zeigt zwei ergodische Markovquellen (MQ):

¢ Die Quelle MQ3 ist durch M = 3 Zustinde (Symbole) N,
M, P gekennzeichnet. Aufgrund der Stationaritit haben
die Wahrscheinlichkeiten folgende Werte:

pn=1/2, py=pp =1/4.

e Bei der Quelle MQ4 ist zusitzlich der Zustand O moglich
= M = 4. Aufgrund der symmetrischen Uberginge sind
die stationdren Wahrscheinlichkeiten alle gleich:
py =pum =po =pp = 1/4.

Informationstheoretisch sind Markovquellen von besonderer
Bedeutung, da bei diesen — und nur bei diesen — durch H;

(Entropiendherung, nur auf den Symbolwahrscheinlichkeiten
basierend) und H, (zweite Entropiendherung, berechenbar mit

den  Verbundwahrscheinlichkeiten flir alle  Zweiertupel)
gleichzeitig auch

¢ die weiteren Entropiendherungen Hy(k = 3, 4, ... ) und
¢ die tatsdchliche Quellenentropie H

bestimmt sind. Es gelten folgende Bestimmungsgleichungen:

H=2.H,—H,. Hk=%[H]+[.{1—1}H]

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Quelle NIO3

0s

Chuelle NO4

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 1.2. Hier finden Sie auch Hinweise zur Berechnung der ersten

und zweiten Entropiendherung,
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu "' A1.6: Nichtbinire Markovquellen"

a) Berechnen Sie die Entropiendherung A, der Markovquelle MQ3.

MQ3: Hj = bit/Symbol

b) Berechnen Sie die Entropiendherung /, der Markovquelle MQ3.

MQ3: H, = bit/Symbol

¢) Wie grof} sind die Naherungen A3 und H, und die Quellenentropie H?

MQ3: H; = bit/Symbol
Hy = bit/Symbol
H = bit/Symbol

d) Berechnen Sie die Entropiendherung A, der Markovquelle MQ4.

MQ4: H; = bit/Symbol

e) Berechnen Sie die Entropiendherung H, der Markovquelle MQ4.

MQ4: H, = bit/Symbol

f) Wie grof3 sind hier die Naherungen /3 und H, und die Quellenentropie H?

MQ4: H; = bit/Symbol
H, = bit/Symbol
H = bit/Symbol
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis
. L1d
71.6: Terniare Markovquelle Pan=P4

Die Grafik zeigt eine Markovquelle mit M = 3 Zustinden A, B
und C. Fiir die beiden Parameter dieses Markovprozesses soll
gelten:

0<p<0a, 0=<g<l1.
Aufgrund der Markoveigenschaft dieser Quelle kann die Entropie
auf unterschiedliche Weise ermittelt werden:

e Man berechnet die beiden ersten Entropiendherungen
Hj und Hy. Dann gilt:

H=2 -H,—H,.

e Nach der so genannten direkten Berechnungsmethode

kann die Entropie aber auch wie folgt berechnet werden (insgesamt 9 Terme):
1

1
H=pan - ld—+pap-1d—+ ... .
pas Paja pae PB|A

Paa = Pa -Paja., Pap = Pa - PR|A, ..
Hinwis: Die Aufgabe gehort z7um Themenkomplex von Kapitel 1.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.2 Nachrichtenquellen mit Gedéchtnis

Fragebogen zu ''Z1.6: Ternire Markovquelle"

a) Fiir welche Parameter p, g ergibt sich die maximale Entropie pro Symbol?

p =
q =
Hpax = bit/Symbol
b) Es seip = 1/4 und g = 1. Welcher Wert ergibt sich in diesem Fall fiir die erste
Entropiendherung?
p=14,q=1: Hy = bit/Symbol

¢) Weiterhin gelte p = 1/4 und ¢ = 1. Welcher Wert ergibt sich in diesem Fall fiir
die zweite Entropiendherung?

p=14,q=1: H, = bit/Symbol

d) Wie grof3 ist die Quellenentropie mit p = 1/4, g = 1?

p=14,q9=1: H = bit/Symbol

e) Wie grof ist die Quellenentropie mit p = 1/2, g = 0?

p=12,9=0: H = bit/Symbol
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen

Al.7: Entropie natiirlicher Texte

Anfang der 1950er Jahre schitzte Claude E.
Shannon die Entropie H der englischen Sprache mit
einem bit pro Zeichen ab. Kurze Zeit spéter kam
Karl Kiipfmiiller bei
Untersuchung der deutschen Sprache auf einen
von H = 1.3 bit/Zeichen, also nur
etwas groBer. Die Ergebnisse von Shannon und
Kiipfmiiller beruhen dabei interessanter Weise auf
zwei vollig unterschiedlichen Methoden.

einer  empirischen

Entropiewert

Die differierenden Ergebnisse lassen sich eher nicht
mit den geringen Differenzen hinsichtlich des
Symbolumfangs M erklaren:

e Shannon ging von 26 Buchstaben und dem
Leerzeichenaus = M= 27.

e Kiipfmiiller ging von M = 26 Buchstaben aus,
ebenfalls  ohne GrofB3—
Kleinschreibung zu unterscheiden.

zwischen und

Mit dieser Aufgabe soll gezeigt werden, wie sich

e Ausloschungen (Erasures) = man kennt den
Ort eines Fehlers,

e Zeichenfehler = es ist nicht offensichtlich, was
falsch und was richtig ist,

auf die Verstdndlichkeit eines Textes auswirken.
Unser Text beinhaltet auch die typisch deutschen
Buchstaben ,3”, ,,0”, ,,i” und ,3” sowie Ziffern und
Interpunktion. AuBerdem wird zwischen Grof3— und
Kleinschreibung unterschieden.

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.3 Natiirliche wertdiskrete Nachrichtenquellen

AYN=190 E=20 = ca. 10% . Erasme”

Wie kam Kap jmi[|lexr zum Ergebnis H [] 1.5
Oit/Buch[Jtake? Da e[] fiir die Statistik
von W rtgruppen oder ganzen[|Si[fken keine
Verd[ [fentlichun[Jen [T, s[ha[Jjte exr die
[ntrop[  deu[lschexr Tex[f wie folgt ab:

ByA =240, £=48 = ca. 20% . Erasme”
Ein o jsammenhingender, sonst belie[]ifler

(eutsc[le[T]rex]] [[Jrd [Jinter einem[]bestim]
ten D:-:l:t ahg'-e-l:le-l:lkt. De-l: T-e-:l:l:l v[lrherD-Jirﬂ
[Jelesen, wnd[[ler Le[[k so[]l {Thsuc[k[]
01 fellkn[k [Tt ans An vorhe[ehen{kn
Tex| ond dem[Fusamm[[hng zuo emi[[k[h.

CYyN=310, E=97 = ca. 30%  Erasure”

Be {Jsehx{Jvie (T[T (k[ [er[Jube [koibt
Ai[Tlp([TlenTlle [ hl dex{Irx[lffe[] ein[Ma[]
far die BJ.[BDlgenEtzvﬂ:lscheD den WD:ltD:lm
und [Jatzen. E[] ze[lgt [Jic[]. [TTlks[Tk{] ein
(Cha afcs{ITk{] T[hrt desselben [Tlto[ls
vre-l.haDt.nD:DaDJ.D]]c'D:Dll (b et[p 100 bis
(00 veJs(chel]. e[h [P[[Thter Endfxt
[ | |Tr|:|ff-a-|:|v-a-1hD|.tD15 s{]] erreich[] wixd.

A =257, E=103 = ca. 40% . Erasmre”

pa[] Te] £ (I TTTaJtn[T] MingtTab{T] sChrk]
[ex [Tt Ob[IIT ex{Tbenlsic[Tux
[l | e xt [T T[T h[jn 1
t[[h{TT] [l [le=. DDs
[he[1T] ahel]]al]rl]] DnDDDmhsl}mDstmn
M0 1Mx [ctel] auf] dem}zus[Tire nha[ls[T]
exmi[Jt[TT] wex[[].

EyA=230 F=103 = ca. 3% ., Erasure”

A[TTTls [TTaed[jackt:[] [[TTTTh1 dex[Wsx[kx
[[hoe MNa[TTTTTT]xtes Wlo[] (i a[l] Fa[llex
O x[Anzie[TTTT]xd [T [hoe[Ma[ls desle[]
[(Machril TITTTIWTITTTT]4[4TTT] {TT14TT]-

i Tkl TTTRedinit[bo[{lemasJa[l Entx{{]e
(IO off el 1] [T T ¢/l hs[Th{1]

FyA=107, F=30 = ca. 20% falsche Zeichen

Kipfmaller hat sein Ergebmnis mit ekngr
Gerglenczgarew IppirAschen Unterpuchunge
allexr Silben uberpruht uwndSkat mitodem
FvduktionsfakqVyr von.R.54 howTv H3 j W. 8
Y. rf dif EDtrezie 1.51 ait/BuchLtabe.

In der Abbildung ist dieser Text, der von Kiipfiiillers Vorgehensweise handelt, in sechs Blocke der
Linge N = 197 bis N = 319 aufgeteilt. Beschrieben ist die Uberpriifing seiner ersten Analyse (1.3
bit/Zeichen) auf vollig anderem Wege, die zum Ergebnis 1.51 bit/Zeichen fiihrte.

e In den oberen funf Blocken erkennt man Erasures mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten

zwischen 10% und 50%.

¢ [m letzten Block sind Zeichenfehler mit 20—prozentiger Verfilschungswahrscheinlichkeit eingefligt.
Der Einfluss solcher Zeichenfehler auf die Lesbarkeit eines Textes soll in der Teilaufgabe (d) verglichen

werden mit dem zweiten (rot umrandeten) Block, fiir

den die Wahrscheinlichkeit eines Erasures ebenfalls
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20% betrigt.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 1.3 dieses Buches. Bezug genommen wird auch auf
die relative Redundanz einer Folge, wobei mit dem Entscheidungsgehalt /1, und der Entropie / gilt:
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.3 Natiirliche wertdiskrete Nachrichtenquellen

Fragebogen zu '"Al1.7: Entropie natiirlicher Texte"

a) Von welchem Symbolumfang ist Kiipfmiiller ausgegangen?

M:

b) Welche relative Redundanz ergibt sich aus Kiipfmiillers Entropiewert?

r = %

c) Wie lasst sich das Ergebnis der Teilaufgabe (b) interpretieren? Gehen Sie jeweils
von einer Textdatei mit M = 26 unterschiedlichen Zeichen aus.

Eine solche Textdatei hinreichender Linge (N — o0) kdnnte man mit
1.3 - N Bindrsymbolen darstellen.

Eine solche Textdatei mit N = 100000 Zeichen kOénnte man mit
130000 Bindrsymbolen darstellen.

Ein Leser kann den Text auch dann noch verstehen (oder zumindest
erahnen), wenn 70% der Zeichen ausgeldscht sind.

d) Was erschwert die Verstindlichkeit eines Textes mehr?
™ 20% Ausloschungen (Erasures),

[T eine Zeichenfehlerwahrscheinlichkeit von 20%.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen

A1.8: Synthetisch erzeugte Texte

Das Praktikum [S6d01] verwendet das Windows—
Programm ,,Wertdiskrete Informationstheorie”. Der
nachfolgende Link = WDIT filihrt zur ZIP—Version
des Programms.

Aus einer gegebenen Textdatei VORLAGE kann man
e die Haufigkeiten von Buchstabentripeln wie

bbl

,aaa”, ,aab”, ... , ,xyz’, ... ermitteln und in
einer Hilfsdatei abspeichern,

e danach eine Datei SYNTHESE erzeugen,
wobei das neue Zeichen aus den beiden letzten

Zeichen und den abgespeicherten Tripel-

Haufigkeiten generiert wird.
Ausgehend von der deutschen und der englischen
Bibeliibersetzung haben wir so zwei Dateien

synthetisiert, die in der Grafik mit

e Datei 1 (rote Umrandung),
e Datei 2 (griine Umrandung)

bezeichnet sind. Nicht bekannt gegeben wird, welche
Datei von welcher Vorlage stammt. Dies zu ermitteln
ist Ihre erste Aufgabe.

Die beiden Vorlagen basieren auf dem natiirlichen
Alphabet (26 Buchstaben) und dem Leerzeichen
(,LZ”) = M = 27. Bei der deutschen Bibel wurden
die Umlaute ersetzt, zum Beispiel ,i” = ,ae”.

Die Datei 1 weist folgende Eigenschaften auf:

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.3 Natiirliche wertdiskrete Nachrichtenquellen

Datei 1

abor wast thes bled ther and labta kind
mosethe abrah of and sers ame begat eat
lagex wee lamd the hat man thy
shadstere look as begypt alleture of
munte yon fat thery whe he but four th
sto thento pris to theart rood gods and
upot roure saimesaid and th of and
thalt sain siome wing wenahs and hen
san and to disaraidie bar and is con th
and and ey day welf and godst is alk
soeve and in th goat now the he nowm
mordid ith agatemts hing eve the thathe
ajud the ich in have and thee ime and
begaid floxrd said ife chend eap eve ing
nockle fors aftexre beguel theld xrahought
moch yeathe the the asto mnot an whe
ther their the an that amd hathom herm

salid jacor as of and beartereass mothe

Dratei 2

aber scheinen zu ris und atter vom kama
akinestote ein wis dexr warbling dirkein
mnd sehr demt wer eidem zum ingerker
angen die miten dasterkan ber anf desel
den dasua ungewistarem wohnet david de
als land die eind das gem mittet sollem
mach und ilm zusameit mas dexr haberija
kseiter west wachweinn und ma geoll das
annd ken freumchlanfkottem de fam zurdemn
ber ganigs spern tord Jaher nit unde
jern den und eite meinernm von unschens
blend nachafte kinesusenm zu ihrxr binerre
ma ewir kine aunf deind
imese hab willbs einund wich namm knes
ine dennem mung vonigewas begelm rudenn

seile meich

deinerzahwirdersat jJosall dem mnich
zus machwegnichweger habeiner zogen
mngegem nie dir dier dem dieber hon in

Zn

¢ Die hiufigsten Zeichen sind ,,.Z” mit 19.8%, gefolgt von ,.e” mit 10.2% und ,,a” mit 8.5%.
e Nach ,LZ” (Leerzeichen) tritt ,t” mit 17.8% am hiufigsten auf.
e Vor einem Leerzeichen ist ,,d” am wahrscheinlichsten.

¢ Die Entropienidherungen, jeweils mit der Einheit bit/Zeichen, wurden wie folgt ermittelt:

Hy =476, H; =400,

Dagegen ergibt die Analyse von Datei 2:

Hy =304, Hy =311, Hy=2.51.

¢ Die hiufigsten Zeichen sind ,,l.Z” mit 17.6% gefolgt von ,.e” mit 14.4% und ,,;n” mit 8.9%.
e Nach ,LZ”ist ,,d” am wahrscheinlichsten (15.1%) gefolgt von ,,s” mit 10.8%.

e Nach,LLZ”und ,d” sind die Vokale ,.e” (48.3%), ,,i” (23%) und ,,a” (20.2%) dominant.
¢ Die Entropiendherungen unterscheiden sich nur geringfiigig von denen der Datei 1.

¢ Fiir groBere k—Werte sind diese etwas groBer, zum Beispiel H3 = 3.11 = 3.17.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 1.3. Anzumerken ist, dass unsere Analyse eher auf
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einen gleichen Entropiewert flir Englisch und Deutsch schlieBen Iisst. Dafiir spricht auch, dass beide
Ubersetzungen nahezu gleich grof sind (ca. 4 Millionen Zeichen). Hitte Deutsch eine um 30% groBere
Entropie als Englisch, dann miisste nach unserer Meinung die englische Version um 30% linger sein,
wenn man von gleichem Inhalt der beiden Ubersetzungen ausgeht. Wir erheben aber keinen Anspruch
auf die Richtigkeit unserer Argumentation.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Entropie wertdiskreter Nachrichtenquellen Abschnitt: 1.3 Natiirliche wertdiskrete Nachrichtenquellen

Fragebogen zu "' A1.8: Synthetisch erzeugte Texte"

a) Welche Vorlagen wurden fiir die hier gezeigte Textsynthese verwendet?
[” Die Datei 1 (rot) basiert auf einer englischen Vorlage.

™ Die Datei 1 (rot) basiert auf einer deutschen Vorlage.

b) Vergleichen Sie die mittleren Wortlingen von Datei 1 und Datei 2.
[” Die Worter der ,.englischen” Datei sind im Mittel linger.

[T Die Worter der ,,deutschen” Datei sind im Mittel langer.

c) Welche Aussagen gelten flir die Entropiendherungen?

[~ VORLAGE und SYNTHESE liefern ein nahezu gleiches Hj.
[~ VORLAGE und SYNTHESE liefern ein nahezu gleiches H,.
[T VORLAGE und SYNTHESE liefern ein nahezu gleiches H.

[T VORLAGE und SYNTHESE liefern ein nahezu gleiches Hy.

d) Welche Aussagen treffen flir den ,,englischen” Text zu?
[T Die meisten Worter beginnen mit , t”.

[T Die meisten Worter enden mit , .

e) Welche Aussagen konnten flir deutsche Texte gelten?
[T Nach,de” ist ,;r”” am wahrscheinlichsten.

[T Nach ,da”ist ,s” am wahrscheinlichsten.

[T Nach ,di”ist,e” am wahrscheinlichsten.
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