Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

A2.1: Codierung mit und ohne Verlust

AMI-Code Lempel-Ziv

Man unterscheidet drei Arten von Codierverfahren, ndmlich: AMR-Codec MP3
* Leitungscodierung, EFR-Codec Reed-Solomon
* Kanalcodierung, Faltungscode Run Length Code
¢ Quellencodierung. Turbo—Code

Alle diese grundlegenden Codierverfahren haben gemeinsam, dass i Winzip

das Quellensignal g(¢) durch eine Codesymbolfolge {c,) dargestellt 4B3T-Code

wird. Bei einer digitalen Quelle (mit oder ohne Gedachtnis) kann
das Quellensignal g(f) auch durch die Quellensymbolfolge (g,

beschrieben werden.

21 2012 vananar L Toaranar de

Beim Empfinger wird aus der regenerierten Symbolfolge (r,) die Sinkensymbolfolge (v,) bzw. das
Sinkensignal v(f) gewonnen. Man spricht von Decodierung, manchmal auch von Signalrekonstruktion.

Alle rechts aufgefiihrten Begriffe gehren zu einer der drei oben aufgefiihrten Disziplinen, zwischen denen
zwar eine gewisse Verwandtschaft besteht, die sich aber in Zielrichtung und mathematischer Handhabung
durchaus unterscheiden.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal bei codierter Ubertragung ist:
e Man spricht dann von einemverlustlosen Codierverfahren, wenn nach der Decodierung
(v ={q,» bzw. ov(t)=q(?) gilt. Andernfalls ist das Codierverfahren verlustbehaftet.
e Voraussetzung fiir diese Klassifizierung ist eine fehlerfreie Ubertragung: (r,,) = (c,).

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Kapitel 2.1. Die folgenden Fragen (c¢) bis (f) beziehen sich auf die
Schlagworte in der obigen Grafik.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

Fragebogen zu ""A2.1: Codierung mit und ohne Verlust"

a) Beiwelchen Codierverfahren wird Redundanz hinzugefiigt?
™ Verfahren zur Leitungscodierung,
™ Verfahren zur Kanalcodierung,

™ Verfahren zur Quellencodierung.

b) Welche Codierverfahren konnen durchaus verlustbehaftet sein?
I Verfahren zur Leitungscodierung,
[~ Verfahren zur Kanalcodierung,

I Verfahren zur Quellencodierung.

¢) Wieviele der genannten Verfahren zihlt man zur Leitungscodierung?

Nic =

d) Wieviele der genannten Verfahren zdhlt man zur Kanalcodierung?

Nxc =

e) Wieviele Begriffe sind der verlustlosen Quellencodierung zuzuordnen?

NQC (verlustlos) =

f) Welche Aussagen gelten fiir die verlustbehafteten Quellencodierverfahren?
[T AMR und EFR verwendet man im zellularen Mobilfunk.
™ GIF, JPG und MP3 sind Komprimierungsverfahren fiir Bilder.

[T MP3 wird zur Komprimierung von Audiodateien verwendet.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung
A2.2: KraftSChe UngleIChung El B2 B3 B4

In der rechten Abbildung sind einige beispielhafte Bindr— und | 000 [0 0 0
Terndrcodes angegeben. 001 (10 10 10

I _ 010 {110 J110 (110
Beim Bindrcode Bl werden alle moglichen Quellensymbole g, (mit | 931 [1110|1110{111

Laufindex 2 = 1, ..., 8) durch jeweils eine Codesymbolfolge {(c,) 100 |1111}1011f1111

101
einheitlicher Lange L, = 3 dargestellt. Dieser Code ist aus diesem | 1 1 ¢

Grund zur Datenkomprimierung ungeeignet. 111
3

Die Moglichkeit zur Datenkomprimierung ergibt sich erst dann, ﬂTl UT" []T3
wenn - ] |

e die M Quellensymbole nicht gleichwahrscheinlich sind, 11 10 20 3

¢ und die Lange Lﬂ der Codeworte unterschiedlich sind. 120 121 21 E

121 {220 (220 =

Diese Eigenschaft weist zum Beispiel der Bindrcode B2 auf: Je ein | 12 2 é
Codewort hat hier die Lange 1, 2 und 3 (Ny =N, =N3=1) und E 3[1] &
zwei Codeworte haben die Linge L, = 4 (Ny = 2). E 07 o

Voraussetzung fiir die Decodierbarkeit eines solchen Codes ist, dass der Code préfixfrei ist. Das heif}t,
dass kein Codewort der Prifix (der Beginn) eines lingeren Codewortes sein darf.

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass ein Code zur Datenkomprimierung préfixfrei sein kann, wurde
1949 von Leon Kraft angegeben, die Kraftsche Ungleichung:

Hierbei bezeichnen
® M die Anzahl der moglichen Quellensymbole g,,,
* L, die Lange des zum Quellensymbol g,, gehorigen Codewortes ¢,
e D=2 einen Bindrcode (0 oder 1) und D = 3 einen Ternircode (0, 1, 2).

Ein Code kann nur dann préfixfrei sein, wenn die Kraftsche Ungleichung erfiillt ist. Die Umkehrung gilt
nicht: Wird die Kraftsche Ungleichung erfiillt, so bedeutet das noch lange nicht, dass dieser Code
tatsdchlich prafixfrei ist.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

Fragebogen zu " A2.2: Kraftsche Ungleichung"

a) Welche der Bindrcodes erfiillen die Kraftsche Ungleichung?
[~ BI,
™ B2,
[~ B3,

[~ B4.

b) Welche der vorgegebenen Bindrcodes sind préafixfrei?
I~ B,
I~ B2,
I~ B3,

I~ B4.

¢) Welche der vorgegebenen Terndrcodes sind prafixfrei?
I~ TI,
I~ T2,

I~ T3.

d) Wie lauten die Kenngro3en des Codes T1?

Terndrcode T1: N;

NZZ

N3=

e) Wieviel 3—wertige Codeworte (L, = 3) konnte man hinzuftigen, ohne dass sich
an der Prifixfreiheit etwas dndert?

Terndrcode T1: AN; =

f) Der Terndrcode T3 soll auf insgesamt N = 9 Codeworte erweitert werden. Wie
erreicht man das ohne Verletzung der Prifixfreiheit?

[ Erginzung um vier 3—wertige Codeworte.
™ Erginzung um vier 4—wertige Codeworte.

™ Erginzung um ein 3—wertiges und drei 4—wertige Codeworte.
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Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Buch: Einfithrung in die Informationstheorie
Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung

Ziel von Datenkomprimierung ist es, die Nachricht einer Quelle | 4 5 gg | A >0 A—001
mit moglichst wenigen Bindrzeichen darzustellen. B 301 |B=10 |B—=o01

Wir betrachten hier eine wertdiskrete Nachrichtenquelle mit [C — 10 |C—=>110|C —>1
dem Symbolvorrat {A, B, C, D} = SymbolumfangM =4 |D — 11 |D—=111{D—=000
und den Auftrittswahrscheinlichkeiten © 2002 wrorer LH Trvror. de

® pa=pp=pc=pp = 1/4 (Teilaufgabe a),
® pa=1/2, pg=1/4, pc = pp = 1/8 (ab Teilaufgabe b).
Vorausgesetzt wird, dass es zwischen den Quellensymbolen keine statistischen Bindungen gibt.
Ein MaB fiir die Giite eines Komprimierungsverfahrens ist die mittlere Codewortlinge L,; mit der
Zusatzeinheit ,,bit/Quellensymbol”. Vorgegeben sind drei Zuordnungen. Anzumerken ist:
e Jeder dieser Bindrcodes C1, C2 und C3 ist fiir eine spezielle Quellenstatistik ausgelegt.
e Alle Codes sind prafixfrei und somit ohne weitere Angabe sofort decodierbar.
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.1 Allgemeine Beschreibung

Fragebogen zu ''72.2: Mittlere Codewortlange"

a) Bestimmen Sie die mittlere Codewortlinge fir pp = pg = pc = pp = 1/4.

Cl: Ly = bit/Quellensymbol
C2: Ly = bit/Quellensymbol
C3: Ly = bit/Quellensymbol

b) Welche Werte ergeben sich fiir p, = 1/2, pg = 1/4, pc = pp = 1/8.

Cl: Ly = bit/Quellensymbol
C2: Ly = bit/Quellensymbol
C3: Ly = bit/Quellensymbol

¢) Woran erkennt man préfixfreie Codes?
[T Kein Codewort ist der Beginn eines anderen Codewortes.

[~ Alle Codeworte haben gleiche Linge.

d) Fiir die spezielle Quellenfolge ADBDCBCBADCA ergibt sich die Codefolge
001101111001100100111000. Welcher Code wurde verwendet?

[~ der Code Cl,

[~ der Code C2.

e) Nach Codierung mit C3 erhdlt man 001101111001100100111000. Wie lautet
die zugehorige Quellensymbolfolge?

[T AACDBACABADAAA ....

[T ACBCCCACAACCD ...
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

A2.3: Zur LZ78-Komprimierung

Im Gegensatz zur Entropiecodierung nach Huffman oder nach
Shannon, bei der man die Quellenstatistik (mdglichst genau) kennen
muss, sind solche Einschrankungen bei den von Abraham Lempel und
Jacob Ziv entwickelten Komprimierungsverfahren nicht gegeben. Man
spricht von universeller Quellencodierung.

Wir betrachten in dieser Aufgabe die 1978 erstmals verdffentlichte
Variante L.Z78. Codiert werden soll der String BARBARA-BAR.

e [.778 arbeitet mit einem globalen Worterbuch, das zu Beginn nur
mit einem leeren Zeichen (¢) unter dem Index 7 = 0 gefiillt ist.
Dadurch unterscheidet sich LZ78 von seinem Vorginger 1L.Z77
(lokales Worterbuch) und auch von seinem Nachfolger LZW
(Worterbuch ist mit den moglichen Zeichen vorbelegt).

e Wird ein Zeichen oder ein Wortfragment (mehrere Zeichen) des
Eingabestrings im Worterbuch gefunden, so wird der Index [

Jacob Ziv

dieses Eintrags zusammen mit dem nichsten Eingangszeichen Z
ausgegeben. In jedem Schritt 7 lautet also die Ausgabe: (1, Z2).
e Anschlieend wird der neue String unter dem ndchsten freien Index /., ins Worterbuch

eingetragen. Betrachtet man das Worterbuch als ein Feld W[/] mit / > 0, bei dem ein jedes
Element eine Zeichenkette beliebiger Lange enthilt, so gilt mit der Character—Variablen Z:

W(lyew) = Wilo) + Z.
Zur Verdeutlichung ein einfaches Beispiel:
® Zueinem gegebenen Zeitpunkt ist das Worterbuch bis zum Index 7., = 20 gefiillt.
e Zur Codierung steht Handy an. Im Worterbuch findet man unter dem Index / = 11 den Eintrag
Ha und unter dem Index 7/ = 16 den Eintrag Han.
e Somit lautet die aktuelle Coderausgabe (/,, Z) = (16, d) und ins Worterbuch wird als neue Phrase
eingetragen: W(21) = Hand.

e Nun liegt der Stringy zur Codierung an. Findet man hierfiir keinen passenden Eintrag, so wird
(0, y) ausgegeben und W(22) = € +y =y neu ins Worterbuch eingetragen.

Fiir die Teilaufgabe f) konnen Sie von folgenden Voraussetzungen ausgehen:

¢ Die Dezimalzahl / (Index) wird durch 3 Bit bindr dargestellt.
e Das Zeichen Z € {A, B, R, —} wird mit jeweils 2 Bit bindrcodiert.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.2. Ahnliche Aufgaben zu anderen LZ—Methoden
finden Sie unter folgenden Links:

e Aufgabe 72.3: LZ77-Codierung von BARBARA-BAR,
e Aufgabe A2.4: LZW—(De-)Codierung einer biniren Eingangsfolge.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Fragebogen zu "' A2.3: Zur 1.Z78—Komprimie rung"

a) Welche Aussagen gelten fiir die Vorbelegung des 1.Z78—Wérterbuches?
™ Vorbelegt ist nur der Index 7= 0 mit dem Leerzeichen (¢).

™ Vorbelegt sind die Indizes 7= 0 bis /= 3 mit den vier Zeichen.

b) Was geschieht im Codierschritt i = 1?
™ Die Coderausgabe lautet (0, B).
™ Der Worterbucheintrag lautet: W(/ = 1) = B.

™ Der Worterbucheintrag lautet: W(I = 1) = BA.

c) Welche Aussagen gelten flir die Codierschritte i = 2 und i = 3?
[ Fiir i = 2 gilt: Ausgabe (0, A), Eintrag W(I = 2) = A.

[ Fiir i = 3 gilt: Ausgabe (0, R), Eintrag W(I = 3) = R.

d) Welche Aussagen gelten fiir den Codierschritt i = 4?
I Bei Schritt i = 4 wird BAR gemeinsam codiert.
I Bei Schritt i = 4 wird BA gemeinsam codiert.
™ Die Coderausgabe lautet (2, AR).

™ Die Coderausgabe lautet (1, A).

e) Vervolistindigen Sie die LZ78—Codierung. Nach welchem Codierschritt 7 ist
BARBARA-BAR volistindig codiert?

i:

f) Wieviele Bindrzeichen benétigt man, um BARBARA-BAR zu codieren?
Beachten Sie die Hinweise auf der Angabenseite.

ohne Codierung: N = Bit
mit L.Z78—Codierung: N = Bit
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Z72.3: Zur LZ77-Codierung

i=1
In der Aufgabe A2.3 soliten Sie BARBARA-BAR | | | |B|A|R|B|A EA-BAER E
(String der Lange 11, vier verschiedene Zeichen) mit £ —
dem LZ78-Algorithmus komprimieren. In dieser 20 .
Aufgabe verwenden wir den gleichen Text zur |_ |B|A|R|B|A|R|A|_ BARZ
Demonstration der L.Z77-Komprimie rung. I _ ::

I=1:

Anzumerken ist; BARIBlAIRA-BARE

e Wihrend beim Nachfolger LZ78 sukzessive ein P*H—|—2|—|—|
globales Worterbuch aufgebaut wird, verwendet
LZ77 ein lokales Worterbuch.

B/A|R|BARA|-IBARE

e Das LZ77—Verfahren arbeitet mit einem Sliding
Window, das schrittweise iiber den Eingabetext
verschoben wird.

® Dieses ,gleitende Fenster” ist unterteilt in den Vorschaupuffer (in der Grafik blau hinterlegt) und
den Suchpuffer (rote Hinterlegung). Beide Puffer haben eine Grée von G Speicherplitzen.

e Jeder Codierschritt i wird durch ein Zahlentriple (P, L, Z) charakterisiert. Hierbei sind P und L
IntegergroBen und Z ein Character. Ubertragen werden die Bindrdarstellungen von P, L und Z.

e Nach der Ubertragung wird das Sliding Window um eine oder mehrere Positionen nach rechts
verschoben und es beginnt der nichste Codierschritt 7 + 1.

Die obere Grafik zeigt die Anfangsbelegung mit Puffergrofle G = 4 zu den Zeitpunkten i = 1 sowie i = 4.
Zum Zeitpunkt i = 1 ist der Suchpuffer leer, so dass die Coderausgabe (0, 0, B) lautet. Nach der
Verschiebung um eine Position beinhaltet der Suchpuffer ein B, aber keinen String, der mit A anfingt.
Das zweite Zahlentriple ist somit (0, 0, A). Die Ausgabe fiir i = 3 lautet (0, 0, R), da im Suchpuffer auch
jetzt keine Zeichenfolge zu finden ist, die mit R beginnt.

Die Momentaufnahme zum Zeitpunkt i = 4 ist ebenfalls in der Grafik angegeben. Gesucht ist nun die
Zeichenfolge im Suchpuffer, die mit dem Vorschautext BARA am besten {ibereinstimmt. Ubertragen
wird wieder ein Zahlentriple (P, L, Z), aber nun mit folgender Bedeutung;

e P gt die Position im (roten) Suchpuffer an, bei der die gefundene Ubereinstimmung beginnt. Die
jeweiligen P—Werte fiir die einzelnen Speicherpldtze kdnnen der Grafik enthommen werden.

e [ bezeichnet die Anzahl der Zeichen im Suchpuffer, die beginnend bei P mit dem aktuellen String
im Vorschaupuffer tibereinstimmen.

® 7 bezeichnet schliefllich das erste Zeichen im Vorschaupuffer, das sich vom gefundenen
Ubereinstimmungs—String im Suchpuffer unterscheidet.

Je groBer der LZ77-Parameter G ist, um so leichter findet man eine mdglichst lange Ubereinstimmung. In
der Teilaufgabe (d) werden Sie feststellen, dass die LZ77—Codierung mit G = 5 ein besseres Ergebnis
liefert als diejenige mit G = 4. Aufgrund der nachfolgenden Bindrdarstellung von P wird man allerdings G
stets als Zweierpotenz wéhlen, so dass G mit Id P Bit darstellbar ist (G =8 = dreistellige Bindrzahl P).
Das heif3t, ein Sliding Window mit G = 5 hat eher einen geringen Praxisbezug,

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 2.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Fragebogen zu "'72.3: Zur 1.Z77-Codierung"

a) Wie lautet die .Z77—Ausgabe mit G = 4 bei Schritt i = 4?
I~ (0,0,B),
M @ 1,4,

I~ 2,3,A).

b) Welche Aussage gilt fiir die gleiche Puffergroe G = 4 bei Schritt i = 5?
I Im Suchpuffer steht BARA.
[~ Im Vorschaupuffer steht -BAR.

[T Die Ausgabe lautet (0, 0, A).

¢) Nach welchem Schritt  ist die Codierung beendet?

G =4: Nachi = Codierschritten

d) Nun gelte G = 5. Nach welchem Schritt ; ist dann die Codierung beendet?

G =5: Nachi = Codierschritten

e) Welche Vorteile hat LZ78 gegeniiber .Z77 bei sehr groBen Dateien?
" Man findet hdufiger bereits abgelegte Phrasen im Worterbuch.

™ Pro Codierschritt miissen weniger Bit {ibertragen werden.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

A2.4: LZW-Algorithmus

Index | Bindr | Inhalt

Der Komprimierungsalgorithmus LZW — benannt nach den Erfindern 0 oo | A
Abraham Lempel, Jacob Ziv und Terry Welch — arbeitet ebenso wie 1 nl | B
LZ78 mit einem globalen Worterbuch. Dieses ist hier zu Beginn mit allen 2 10 | C
moglichen Zeichen — im Beispiel A, B, C und D — vorbelegt und wird 3 11 |D
wahrend der Codierung sukzessive erweitert. . 100 | AA
5 101 | AB
Bei der Decodierung entsteht genau das gleiche Worterbuch, nur erfolgt 6 110 | BC
der gleiche Eintrag mit dem Index 7 einen Schritt spater als wahrend der 7 111 | CA
Codierung. Zur Bezeichnung der Decodierschritte verwenden wir hier § }gg? ]jiiB
die Laufvariable i. 10 1010 | AABC
Hier noch einige Hinweise zur LZW—Codierung und —Decodierung: 11 1011 | CAB

: . L . y 2 1100 | BB
e Beider Codierung wird zu jedem Zeitpunkt 7 im Worterbuch nach 13 1101 | BD

einer moglichst langen Zeichenkette gesucht, die mit dem aktuell 14 1110 | DC

anliegenden Eingabe—String {ibereinstimm. 15 1111 | CABC
. : L. 16 10000 | CABR
® Der gefundene Worterbuchindex /; wird stets in Bindrform | - 10001 | BDD

{ibertragen. Gleichzeitig wird ins Worterbuch unter dem nichsten | 18 | 10010 | DB
freien Index W(/;) + Z eingetragen.

e Hierbei bezeichner W(/;) ein Zeichen oder eine Zeichenfolge, und Z ist das erste Zeichen des
anstehenden Eingabe—Strings (also ebenfalls ein Character), das in W(Z;) nicht mehr berticksichtigt
ist.

¢ Bei M = 4 moglichen Zeichen wird der erste Index /; mit 2 Bit ibertragen, die Indizes 7, ..., I5 mit

3 Bit, die nichsten 8 Indizes mit 4 Bit, danach 16 Indizes mit 5 Bit usw. Die Begriindung fiir diese
bitsparende Mafinahme finden Sie in der M usterléosung zur Aufgabe.

Nach der Codierung in der hier beschriebenen Art und Weise {iber 16 Codierschritte ergibt sich die
folgende Bindrfolge der Linge Ng; = 61:
0000000101010000011000011100010001001110111011011010001101001.
Aufgabe des Decoders (genauer gesagt: Thre Aufgabe) ist es nun,
e aus dieser Bindrsequenz die Indizes [y, ... , [j4 zu rekonstruieren, wobei die unterschiedliche

Bitanzahl zu berticksichtigen ist (Beschreibung der 16 Decodierergebnisse durch Dezimalzahlen),

e anschlieBend aus dem Worterbuch entsprechend den Indizes die zugehdrigen Zeichen bzw.
Zeichenfolgen auszulesen und schlieflich — mit einem Schritt Verzogerung — den neuen
Worterbucheintrag zu generieren.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Fragebogen zu ""A2.4: LZW-Algorithmus"

a) Welche Indizes stehen zu den ersten vier Schritten zur Decodierung an? Geben
Sie alle 7 als Dezimalzahlen ein.

i=1: I =
i=2: I, =
i=3: I; =
i=4: Iy =

b) Setzen Sie die Unterteiling des Decoder—Eingabestrings bis zum Ende fort.
Welche Indizes ergeben sich bei den aufgeflihrten Decodierschritten?

i=5 Iy =
i=6: Iy =
i1=7 I; =
i=8: Ig =

c) Wie lautet der Ausgabe—String nach i = 16 Decodierschritten?
[T AABCAABAABCAABCABBDBBDCDBA,
[T AABCAABAABCABBDCABCABBDDBA,

[T AABCAABAABCABDBBABCCDBAABDCDBA.

d) Der ndchste Index lautet: /;7 = 10010 (bindr) = 18 (dezimal). Welche der

folgenden Aussagen treffen zu?

™ Die Decoderausgabe zum Schritt i = 17 lautet DB.
™ Die Decoderausgabe zum Schritt i = 17 lautet BAD.
™ Neuer Worterbucheintrag DB in die Zeile 7= 19.

™ Neuer Worterbucheintrag BAD in die Zeile 7= 19.

e) Der Decoder—Eingabestring besteht aus Ng;; = 300 Bindrzeichen (Bit). Welche

der folgenden Aussagen sind dann sicher zutreffend?
I~ Ubertragen wurden 58 LZW—Phrasen mit variabler Bitlinge.

™ Mit einheitlicher Indexbitlinge wiren weniger Bit erforderlich.

I~ Ubertragen wurde eine Datei mit N = 150 Quaternirzeichen.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

72 .4: 1.ZW—Codierung / Decodierung Coder—Finzanesfolze
Die obere Grafik zeigt eine Momentaufnahme des Worterbuchs, | ABABABBAA

das wihrend der LZW-Codierung der Eingangssymbolfolge | | 1pdes 7= 0: Inhalt: A
ABABABBAA entsteht. Das untere Worterbuch entsteht bei der | | Index £= 1: Inhalt: B
LZW-Codierung der Sequenz ABABABABA. In beiden Fillen | | Index £=12: Inhalt: AB
wird vorausgesetzt, dass keine andere Zeichen alsA und B Index /=3: Inhalt: BA
Index F=4: Inhalt: ABA
vorkommen. Index /= 5: Inhalt: ABB
Gleiche Worterbiicher entstehen bei der LZW-Decodierung, doch i Wirterbuch

erfolgen dann die Worterbucheintrdge erst einen Schritt spdter. In
der Teilaufgabe (c) wird gefragt, fiir welchen Codierschritt bzw, fiir | C0der—Emgangsfolge
welchen Decodierschritt die dargestellten Momentaufnahmen giiltig ABABABABA

sind. Index F=0: Inhalt: A

. . . . . o Index F=1: Inhalt: B
Bei der LZW-Codierung wird zu jedem Codierschritt i ein Index / Index 7= Inhalt AR

ausgewahlt und (bindr) iibertragen. Das Zeichenpaar AB wird bei | | Index F=3- Inhalt- ;EL—K
den beiden Worterbiichern durch den Index 7 = 2 dargestellt. Wir | | Index F=4: Inhalt: ABA
betrachten hier den Index / als Dezimalzahl und lassen bei dieser | | [ndex /=50 Inhalt: ABAB
Aufgabe die Bindrdarstellung auBer Betracht. e Waorterbuch

Bei der LZW-Decodierung wird in gleicher Weise mit Hilfe des
Worterbuchs aus jedem Index / ein Zeichen bzw. eine Zeichenfolge generiert, zum Beispiel flihrt 7 = 1

zum Zeichen B und 7/ = 2 zum Zeichenpaar AB.

Wird tatsdchlich ein Worterbucheintrag mit dem gewtinschten Index /7 gefunden, so lduft die Decodierung
problemlos ab. Dies ist aber nicht immer so:

e Wird bei der Codierung beim Schritt 7 ein neuer Index / eingetragen und ist dieses / gleichzeitig
das Codierergebnis des Schrittes, so ist dieser Index beim Decodierschritt 7 im Worterbuch noch
nicht belegt. Der Grund dafiir ist, dass beim Decoder die Eintrdge um einen Schritt spéter erfolgen.

¢ Bei bindrer Eingangsfolge (alle Zeichen seien A oder B) ist bei der LZW—-Decodierung genau
immer dann eine Sonderregelung anzuwenden, wenn im Codierschritt 7 der Eintrag mit dem Index
1= i vorgenommen wurde.

Diese Sonderregelung soll an einem Beispiel veranschaulicht werden:

e Zum Schritt 7 gibt es keinen zum Index / passenden Eintrag im Decoder—W 6rterbuch.

e Wir nehmen an, dass das Decodierergebnis beim vorherigen Schritt (i — 1) ABBABA war.
¢ Dann erginzt man diese Zeichenfolge um das erste Zeichen der Folge. Hier: ABBABAA.

¢ Anschliefend tragt man die Sequenz ABBABAA in das Worterbuch unter dem Index /7 ein.

Hinweis: Die Aufgabe gehtrt z7um Themengebiet von Kapitel 2.2. Beachten Sie bei der Losung dieser
Aufgabe, dass beim LZW—-Algorithmus nicht von einem leeren Worterbuch ausgegangen wird. Vielmehr
beinhalten die Indizes /= 0 bis / = M-1 alle M zuldssigen Zeichen.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Fragebogen zu "'72.4: LZW—Codierung / Decodierung"

a) Codieren Sie die Eingangsfolge ABABABBAA. Welche Indizes ergeben sich zu
den Schritteni=1, ... , 5?

ABABABBAA,i=1: I =

i=2: I =
i=3: 1=
i=4: I =
i=5 I=

b) Codieren Sie nun die Eingangsfolge ABABABABA. Geben Sie die Indizes zu
den Schritteni =4 und i = 5 an.

ABABABABA,i=4: I =
i=5: I =

c) Fir welchen Schritt (i) gilt die Momentaufnahme des auf der Angabenseite
dargestellten Worterbuchs beziiglich

Codierung: i =

Decodierung: i =

d) Wann muss man auf die Decodier—Sonderfallregelung zuriickgreifen?
™ Beider Decodierung von ABABABBAA im Schritt i = 4.
™ Beider Decodierung von ABABABABA im Schritt i = 4.

™ Beider Decodierung von ABABABABA im Schritt i = 5.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

A2.5: Relative Restredundanz

Wir gehen hier von einer bindren Eingangsfolge der

N }‘(ﬁr) r ‘(ﬁr) I’(_N) I"‘(Pﬁi] I’(ﬂlr) r ‘(_N}

1000]0.352]0.353| 0.257] 277 | 0.506] 227

Léange N aus und betrachten drei verschiedene bindre

Nachrichtenquellen BQ1, BQ2 und BQ3: 2000 | 0.328{0.321| 0231 27?2 |0.436] 222
e BQI: mit den Symbolwahrscheinlichkeiten p, | 5000 0.289{0.287(0.210] 222 | 0.389 222
=0.89, pg = 0.11, also unterschiedlich 10000] 0.265|0.265] 0.190] 0.190] 0.341|0.341

= Entropie H= 0.5 bit/Quellensymbol 20000| 0.242| 0.246| 0.175| 772 | 0.320| 227

= Quelle ist redundand.
e BQ2: pp = pp = 0.5 (gleichwahrscheinlich)

50000| 0.221|0.226] 0.161) 777

227

108 277 L] 277
= Entropie H =1 bit/Quellensymbol -
= Quelle ist redundanzfei. 10° foas 27?2 ks 277
* BQ3: Hier gibt es keine konkreten Angaben | ygi2 [ioiolgossfeson] 292 299
zur Statistik. In der Teilaufgabe (f) sollen Sie — T— ]
die Entropie H dieser Quelle abschitzen. BQl BQ2 3

Fiir diese drei Quellen wurden per Simulation die jeweilige Restredundanz r(N) ermittelt, die nach der
Lempel-Ziv—Welch—Codierung in der Bindrfolge verbleibt. Die Ergebnisse sind in der jeweils ersten
Spalte obiger Tabelle fiir die Quellen

¢ BQI1 (gelbe Hinterlegung),

* BQ2 (griine Hinterlegung),
* BQ3 (blaue Hinterlegung)

eingetragen, wobei wir uns bei der Simulation auf Folgenlingen N < 50000 beschrinkt haben.
Die relative Redundanz der Ausgangsfolge — vereinfachend Restredundanz genannt — kann aus

e der Linge N der Eingangsfolge,
e der Linge L(N) der Ausgangsfolge und
e der Quellenentropie H

in folgender Weise berechnet werden:

LIN)-N.H ) N.-H
LNy~ LN)

r(N) =
Hierbei ist berticksichtigt, dass bei perfekter Quellencodierung die Lange der Ausgangsfolge bis auf den

Wert L;, = N - H herabgesenkt werden konnte. Bei nichtperfekter Quellencodierung gibt L(N) — N - H

die verbleibende Redundanz (mit der Pseudo—Einheit ,,bit”) an. Nach Division durch L(N) erhdlt man die
relative Redundanz »(V) mit dem Wertebereich zwischen 0 und 1; #(N) sollte moglichst klein sein.

Eine zweite Kenngrof3e zur Effizienzmessung der LZW—Codierung ist der Komprimierungsfaktor
K(N)=L(N)/N .
der ebenfalls klein sein sollte. Hinweis: K(N) und r(N) hingen deterministisch zusammen.

Im Theorieteil wurde gezeigt, dass die Restredundanz r(N) durch die Funktion
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r'(N)=A/lg (N) mit A=4.r(N = 10000) .

oft gut angendhert wird. Die Ndherung 7'(N) ist fiir BQ1 in der zweiten Spalte obiger Tabelle angegeben.
In den Teilaufgaben (d) und (e) sollen Sie die Approximation fiir die Quellen BQ2 und BQ3 vornehmen.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Seite 7 und Seite 8 von Kapitel 2.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Fragebogen zu "' A2.5: Relative Restredundanz'

a) Mit welchem Parameter A wurde die Naherung (V) der Restredundanz fiir die
Bindrquelle BQ1 erstellt?

BQl: A =

b) Wie grofl muss N = N}, mindestens sein, damit die Restredundanz die Bedingung
r(N) < 5% erfillt? Hinweis: Ersetzen Sie r(N) durch 7' (N).

BQl: N, =

c) Wie gro3 muss N = N, mindestens sein, damit der Komprimierungsfaktor =
K(N) = L(N)/N nicht groBer ist als 0.6?
BQl: N, =

d) Bestimmen Sie nun die Redundanzniherungr(N) fir die redundanzfreie
Bindrquelle BQ2, insbesondere:

BQ2: #'(N =50000) =
(N =109 =

r'(=10'%) =

e) Welche Werte liefert die Redundanzniherung »/(N) fir die nicht niher
spezifizierte Bindrquelle BQ3? Insbesondere:

BQ3: 7'(N=50000) =
r'(N=10°%) =

r'(N=10'%) =

f) Welche Quellenentropie H konnte BQ3 nach diesem Ergebnis besitzen?
Hinweis: Es ist genau eine Antwort richtig.

€ H=1.00 bit/Quellensymbol,
C  H=0.75 bit/Quellensymbol,
€ H=0.50 bit/Quellensymbol,
6

H = 0.25 bit/Quellensymbol.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Z72.5: LZW—-Komprimierung

Wir betrachten wie in Aufgabe A2.5 die Datenkomprimierung mit dem
1983 veroffentlichten Le mpel-Ziv—Welch—Algorithmus. Dabei gilt:

N |LW) | L@V
1000 T2 1345

¢ Die Eingangsfolge habe die Lange N. 2000 | 1456 [

¢ Die Linge der LZW—Coderausgabe ist L. 5000 | 3516 | 6329

Die Grafik zeigt fiir zwei verschiedene bindre Nachrichtenquellen BQ1 und | 10000 | 6800 | 12330
BQ2 den Zusammenhang zwischen den Folgenlingen N und L, dargestellt
durch den Funktionsverlauf L(N). BQ1 und BQ2 besitzen die gleichen

.. . .. . S0000 | 32100 | 59305
statistischen Eigenschaften wie in Aufgabe A2.5:

20000 | 13263 | 24242

e BQI ist aufgrund von ungleichen Symbolwahrscheinlichkeiten (p = BQl BQ2
0.89, pg = 0.11) redundant. Es bestehen keine Bindungen zwischen

den einzelnen Symbolen. Die Entropie ist H = 0.5 bit/Quellensymbol.
¢ BQ2 ist redundanzfrei und weist die Entropie H = 1 bit/Quellensymbol auf.

Weiter bendtigen Sie fiir die Losung dieser Aufagbe noch zwei Definitionen:
® Der Komprimierungsfaktor ist definitionsgemil3 K(N) = L(N)/N.
¢ Die relevante Redundanz der LZW—Coderfolge (im Folgenden Restredundanz genannt) ist
LIN)-N-H B N-H
L(N) N L(N)

;-(_"{} —

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.2 Komprimierung nach Lempel, Ziv und Welch

Fragebogen zu "'72.5: LZW-Komprimierung"

a) Welche Komprimierungfaktoren K ergeben sich jeweils mit N = 10000?
N=10000,BQl: K =
BQ2: K =

b) Wie grof ist die zugehdrige Restredundanz (in Prozent)?
N=10000,BQl: r = %
BQ2: r = %

c) Welche Aussagen liefert der Vergleich von N = 10000 und N = 50000?
™ Beibeiden Quellen ist K(N = 50000) kleiner als K(N = 10000).
™ Beibeiden Quellen ist /(N = 50000) Kkleiner als (N = 10000).

™ Nur bei BQ1 ergeben sich mit N = 50000 giinstigere Werte.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung

A2.6: Huffman—Codierung
Wir betrachten hier eine Quellensymbolfolge {g,) mit dem
Symbolumfang M = 8:

g ={g.} ={A.B.C.D.E.F.G. H}.

Sind die Symbole gleichwahrscheinlich, also wenn gilt
pa=pp=..=pu=1/M,

so macht Quellencodierung keinen Sinn. Bereits mit dem
Dualcode A — 000, B - 001, ... ,H — 111, erreicht
die mittlere Codewortlinge Ly, ihre untere Schranke H

gemill dem Quellencodierungstheorem:
Lot min = H = 3 bit/Quellensymbol .
H bezeichnet hierbei die Quellenentropie.

Die Symbolwahrscheinlichkeiten seien aber in dieser
Aufgabe wie folgt gegeben:

pa =004, pp=0.08, pc =014, pp =025,

lt}].; =[}.2—l . lt}]: =[}.12 . p({ = [}.1[}. 1t}][ =[}.[}3.
Es liegt hier also eine redundante Nachrichtenquelle vor,
die man durch Huffman—Codierung komprimieren kann.
Der Algorithmus wurde 1952 — also kurz nach Shannons
bahnbrechenden Arbeiten zur Informationstheorie — von

David Albert Huffman verdffentlicht und erlaubt die
Konstruktion von optimalen préfixfreien Codes.

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman
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Der Algorithmus soll hier ohne Herleitung und Beweis angegeben werden, wobei wir uns auf Bindrcodes
beschranken (die Codesymbolfolge besteht nur aus Nullen und Einsen):

1. Man ordne die Symbole nach fallenden Auftrittswahrscheinlichkeiten.

A

Man fasse die zwei unwahrscheinlichsten Symbole zu einem neuen Symbol zusammen.
Man wiederhole Schritt 1 und 2, bis nur zwei (zusammengefasste) Symbole iibrig bleiben.
Die wahrscheinlichere Symbolmenge wird mit 1 bindr codiert, die andere Menge mit 0.
Man ergdnze schrittweise (von unten nach oben) die aufgespaltenen Teilcodes mit 1 bzw. 0.

Oft wird dieser Algorithmus durch ein Baumdiagramm veranschaulicht. Die obige Grafik zeigt dieses flir

den vorliegenden Fall. Sie haben folgende Aufgaben:

® (a): Zuordnung der Symbole A, ..., Hzudenmit [1], ..., [8] bezeichneten Eingdngen.

¢ (b): Bestimmung der Summenwahrscheinlichkeiten U, ... , Z sowie R (Root).

® (¢) Zuordnung der Symbole A, ... , H zu den entsprechenden Huffman-Binirfolgen; eine rote
Verbindung im Baumdiagramm entspricht einer 1 und eine blaue Verbindung einer 0.

Sie werden feststellen, dass die mittlere Codewortlinge
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=1

bei Huffman—Codierung nur unwesentlich grof3er ist als die Quellenentropie H. In dieser Gleichung gelten
flir den vorliegenden Fall folgende Werte:

® M=8 sowie p;=pa, - P8~ PH
® [q,..,Lg Jeweilige Bitanzahl der Codesymbole fiir A, ..., H.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Themengebiet von Kapitel 2.3.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Fragebogen zu "' A2.6: Huffman—Codierung"

a) Welche Eingdnge im Baumdiagramm stehen fiir

Symbol A: Eingang =

Symbol B: Eingang =

Symbol C: Eingang =
Symbol D: Eingang =

b) Welche Zahlenwerte sollten bei den Knoten im Baumdiagramm stehen?

Knoten U =
Knoten V' =
Knoten W =
KnotenZ =

RootR =

¢) Welche Bindrcodes (darzustellen mit Nullen und Einsen) ergeben sich fiir

Symbol A: Bindrcode =
Symbol B: Binircode =
Symbol C: Binircode

Symbol D: Binédrcode

d) Wie grof3 ist die mittlere Codewortlange?

Ly = bit/Quellensymbol

e) Wie grof3 ist die Quellenentropie H? Hinweis: Es gibt genau eine Losung,
€ H=2.71 bit/Quellensymbol.
€ H=2.75 bit/Quellensymbol.

€ H=3.00 bit/Quellensymbol.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Z2.6: Nochmals zum Huffman—Code

Der Algorithmus von David A. Huffman realisiert eine
Entropiecodierung mit folgenden Eigenschaften:

Svmbol| Codel | Code2 | Code 3

11 1 11

A

B 10 10 10
® Der entstehende Bindrcode ist prafixfrei und somit in C 01 01 010

D

E

einfacher Weise (und sofort) decodierbar. 001 001 001

e Der Code fiihrt bei einer gedichtnislosen Quelle zur 000 000 000

kleinstmdglichen mittleren Codewortldnge Ly.

® [ ist aber nie kleiner als die Quellenentropie H. Diese
beiden GrofBen sind allein aus den M Symbolwahrscheinlichkeiten berechenbar.

Vorausgesetzt wird flir diese Aufgabe eine geddchtnislose Quelle mit dem Symbolumfang M = 5 und
dem Alphabet {A, B, C, D, E}. In obiger Grafik sind drei Codes vorgegeben. Sie sollen entscheiden,
welche dieser Codes durch Anwendung des Huffman—Algorithmus entstanden sind (oder sein konnten).

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Kapitel 2.3. Weitere Informationen zum Huffman—Algorithmus
finden Sie auch im Angabenblatt zur Aufgabe A2.6. Zur Kontrolle Threr Ergebnisse verweisen wir auf
das Interaktionsmodul Shannon—Fano— und Huffman—Codierung.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Fragebogen zu "'72.6: Nochmals z7um Huffman—Code"

a) Welche Codes liefert Huffman fiir pp = pg=pc = 0.3, pp = pg = 0.05?

[T Codel,
[T Code 2,

[T Code 3.

b) Wie stehen mittlere Codewortlinge Ly, und Entropie / in Relation?
c Ly <AH,
C Ly=4,

(@ LM>H

¢) Mit welchen Symbolwahrscheinlichkeiten wiirde hier L, = H gelten?

PA —
P —
Pc —
Pp ~

PE =

d) Die Angaben zu (c) gelten weiter. Die mittlere Codewortlinge wird aber nun fiir
eine Folge der Lange N = 40 ermittelt = L),". Was ist moglich?

I- LM' < LMs
I_ LM, = LMs

O Ly > Ly

e) Welcher Code konnte {iberhaupt ein Huffman—Code sein?
[T Codel,
[T Code 2,

[T Code 3.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

A2.7: Zweiertupel — Huffman

Die Anwendung des Huffman-Algorithmus in seiner
urspriinglichen Form setzt einen Symbolumfang A/ > 2 voraus
und ist deshalb zur Datenkomprimierung von Bindrquellen

Svimbol |Code 1|Code 2 [Code 3

A=XX| 11 1 0
B=XY| 10 | 01 10
C=YX| 01 | 001 |110
D=YY| 00 | 000 | 1110

unbrauchbar.

Fasst man aber mehrere aufeinanderfolgende Bindrzeichen der
Nachrichtenquelle zu einem neuen Symbol zusammen, so kann
man auf die neue Symbolmenge die Huffman—Datenkomprimierung sinnvoll anwenden.

Wir gehen in dieser Aufgabe von der Symbolmenge { X, Y} = M = 2 aus und bilden gemil3 der obigen

Tabelle Zweiertupel mit dem Symbolvorrat {A, B, C, D} = M’ =M?2 = 4. Aus der biniren
Quellensymbolfolge XYXXYXXXYY wird somit die quaterndre Folge BACAD.

Desweiteren sind in obiger Tabelle drei Codes angegeben, von denen manche durch den Huffman-
Algorithmus entstanden sind. Die bindren Ausgangsfolgen ergeben sich dann fiir unser Beispiel wie folgt:

e Code1: 1011011100,
e Code 2: 0110011000,
e Code3: 10011001110.

Nochmals zum Verstdndnis: Aus der urspriinglichen Symbolmenge { X, Y} erhdlt man durch die Bildung
von Zweiertupeln eine Quaternirmenge mit dem Symbolvorrat {A, B, C, D}. Die Folgenlinge N wird
dadurch halbiert. Durch Huffman—Codierung ergibt sich wieder eine Binirfolge, deren Symbolmenge zur
besseren Unterscheidung mit {0, 1} bezeichnet wird. Die Anwendung der Huffman—Codierung macht
genau dann Sinn, wenn die Linge der Ausgangsfolge (im statistischen Mittel) kleiner ist als V.

Mit dieser Aufgabe soll geklirt werden, welche der vorgegebenen Bindrcodes bei welchen
Randbedingungen sinnvoll sind. Die bindre Nachrichtenquelle {X, Y} sei geddchtnislos und wird allein
durch die Symbolwahrscheinlichkeiten py beschrieben. Die zweite Wahrscheinlichkeit ist dann stets py =

1—px.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die letzte Theorieseite von Kapitel 2.3. Die Idee zu dieser
Aufgabe entstand bei einem Vortrag von Prof. Robert Fischer von der Universitit Ulm zum Thema
,Der goldene Schnitt in der Nachrichtentechnik”.

Fiir die mittlere Codewortlinge pro Zweiertupel gilt:

Lu=pa-La+pe-Le+pc-Le+pp- Lp.
Bezogen auf ein Quellensymbol ergibt sich Ly; = L'\4/2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Fragebogen zu ""A2.7: Zweiertupel — Huffman"

a) Geben Sie die Codewortlingen bei redundanzfreier Bindrquelle an.

Code 1: Ly = bit/Quellensymbol
Code 2: Ly = bit/Quellensymbol
Code 3: Ly = bit/Quellensymbol

b) Ermitteln Sie den Huffman—Code hinsichtlich Zweiertupel fiir px, = 0.6.

™ Es ergbt sich Code 1.
I Es ergibt sich Code 2.

" Es ergibt sich Code 3.

c) Wie grof3 ist die zugehorige mittlere Codewortlinge?

px=0.6: Ly = bit/Quellensymbol

d) Ermitteln Sie den Huffman—Code hinsichtlich Zweiertupel fiir py, = 0.8.

™ Es ergbt sich Code 1.
™ Es ergibt sich Code 2.

I Es ergit sich Code 3.

e) Wie grof3 ist die zugehorige mittlere Codewortlinge?

px=08: Ly = bit/Quellensymbol

f) In welchem Bereich darf die Wahrscheinlichkeit py fiir das Symbol X liegen,
damit sich Code 1 als Huffman—Code ergibt?

PX max ~

PX, min ~
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Z2.7: Terndrquelle —Zweiertupel 07 02 01
Wir betrachten den gleichen Sachverhalt wie in der Aufgabe A2.7: | ¢ X Y Z

Der Huffman—Algorithmus flihrt zu einem besseren Ergebnis, das hei3t
zu einer kleineren mittleren Codewortldnge L), wenn man ihn nicht

auf einzelne Symbole anwendet, sondern vorher k&—Tupel bildet.

Dadurch erhoht man den Symbolumfang von M auf M' = M k.

Fiir die hier betrachtete Nachrichtenquelle gilt: © 2012 wrarer LI Traror de
¢ Symbolumfang: M = 3,

e Symbolvorrat: {X, Y, Z},
e Wahrscheinlichkeiten: px = 0.7, py = 0.2, pz = 0.1,

e Entropie: H = 1.157 bit/Terndarsymbol.

Die Grafik zeigt den Huffman—Baum, wenn man den Huffman—Algorithmus auf Einzelsymbole anwendet,
also den Fall k = 1. In der Teilaufgabe (b) sollen Sie den entsprechenden Huffman—Code angeben, wenn
vorher Zweiertupel gebildet werden (k = 2).

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die letzte Theorieseite von Kapitel 2.3. Bezeichnen Sie die
moglichen Zweiertupel mit

XX=A, XY=B, XZ=C, YX=D, YY=E, YZ=F, ZX=G, ZY=H, 7Z-1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Fragebogen zu ''72.7: Terniarquelle —Zweiertupel"

a) Wie groB3 ist die mittlere Codewortlinge, wenn der Huffman—Algorithmus direkt
auf die terniren Quellensymbole X, Y und Z angewendet wird?

k=1: Ly = bit/Quellensymbol

b) Wie grof3 sind die Tupel-Wahrscheinlichkeiten? Insbesondere:

pa=Pr(XX) =
pp =Pr(XY) =
pc=Pr(X7) =

c) Wie groB3 ist die mittlere Codewortlinge, wenn man erst Zweiertupel bildet und
darauf den Huffman—Algorithmus anwendet.

k=2: Ly = bit/Quellensymbol

d) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend, wenn man mehr als zwei
Terndrzeichen zusammenfasst (k >2)?

[~ Ly, fillt monoton mit steigendem k ab.
[~ Ly andert sich nicht, wenn man & erhoht.

[~ Fir k= 3 erhdlt man Ly; = 1.05 bit/Quellensymbol.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

A2.8: Markovquelle und Huffman

Wir  betrachten hier die bindre symmetrische
Markovquelle entsprechend nebenstehender Grafik, die | & .9 o’ &
durch den einzigen Parameter

g=Pr(X|X)=Pr(Y|Y)

Chuellensymbolfolge 1

volistindig  beschrieben wird. Die angegebenen| YXYXYXYNYXNYYNYNYXYNXXYY
Quellensymbolfolgen gelten fiir g = 0.2 bzw. g = 0.8. In | Quellensybolfolze 2

der Teilaufgabe (a) ist zu kldren, welche Symbolfolge Y Y AN Y Y Y Y YR YYY Y YN
mit g = 0.2 und welche mit g = 0.8 generiert wurde.

Die Eigenschaften von Markovquellen werden im Kapitel 1.2 ausfiihrlich beschrieben. Aufgrund der hier
vorausgesetzten Symmetrie beziiglich der bindren Symbole X und Y ergeben sich einige gravierende
Vereinfachungen, wie in Aufgabe Z1.5 hergeleitet wird:

¢ Die Symbole X und Y sind gleichwahrscheinlich, das hei}t. es ist px = py = 0.5. Damit lautet die
erste Entropiendaherung:

Hy =1 bit/Quellensymbol .

¢ Die Entropie der Markovquelle ergibt sich zu

1
H=f;-1rla-|—|:1—q)-1rl ¢

= 0.722 bit/Quellensymbol .
Der Zahlenwert gilt nur fiir ¢ = 0.2 sowie fiir g = 0.8.
¢ Bei Markovquellen sind alle Entropiendherungen héherer Ordnung durch A und A bestimmt.

Die folgenden Zahlenwerte gelten wieder fiir g = 0.2 und g = 0.8 gleichermal3en:

H, =

- [H1 + H] = 0.861 bit/Quellensymbol.

o I e B

Hy=—. [H1 + EH] = (1.815 bit/Quellensymbol.

Wie auf der letzten Theorieseite dieses Kapitels 2.3 soll hier der Huffman—Algorithmus auf k—Tupel
angewandt werden, wobei wir uns auf k = 2 und k = 3 beschrénken.

Hinweis: Die Aufgabe gehodrt zum Themengebiet von Kapitel 2.3. Niitzliche Informationen finden Sie
auch in Aufgabe A2.7 und Aufgabe 72.7. Fir die Huffman-Codierung kénnen Sie das folgende
Interaktionsmodul benutzen:

Shannon—Fano— und Huffman—Codierung
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

Fragebogen zu "' A2.8: Markovquelle und Huffman"

a) Welche der vorne angegebenen Beispielfolgen gilt fiir g = 0.8?
€ Quellensymbolfolge 1,

€ Quellensymbolfolge 2.

b) Welche der folgenden Aussagen treffen zu?
™ Auch die direkte Anwendung von Huffiman ist hier sinnvoll.
[ Huffiman macht bei Bildung von Zweiertupen (k = 2) Sinn.

[ Huffiman macht bei Bildung von Dreiertupeln (k = 3) Sinn.

c) Wie lauten die Wahrscheinlichkeiten der Zweiertupel (k = 2) fiir g = 0.8?

q=08;k=2: p)=Pr(XX) =

pp =Pr(XY) =
pc =Pr(YX) =
pp =Pr(YY) =

d) Ermitteln Sie mit dem angegebenen Flash—-Modul den Huffman—Code fiir k = 2.
Wie grof ist in diesem Fall die mittlere Codewortlinge?

Ly = bit/Quellensymbol

e) Welche Schranke ergibt sich fiir die mittlere Codewortlinge, wenn Zweiertupel
gebildet werden (k = 2)? Interpretation.

[~ Ly = Hp =1 bit/Quellensymbol,

[~ Ly = H,=0.861 bit/Quellensymbol,
T Ly = H; = 0.815 bit/Quellensymbol,
™ Ly = H=0.722 bit/Quellensymbol,

™ Ly = 0.5 bit/Quellensymbol.

f) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir & = 3.
q=08;k=3: p,=Pr(XXX) =

pB =Pr(XXY) =
pc =PrXYX) =
pp = Pr(XYY) =
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PE=Pr(YXX) =

pr=Pr(YXY) =
p=Pr(YYX) =
pu=Pr(YYY) =

g) Ermitteln Sie mit dem genannten Flash-Modul den Huffman—Code fir k¥ = 3.
Wie grof ist in diesem Fall die mittlere Codewortlinge?

Ly = bit/Quellensymbol
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

A2.9: Huffman—Decodierung nach Fehlern
Wir betrachten die Huffman—Codierung gemil3 folgender Zuordnung;
A-1,B-01,C - 001,D - 000.

Die Codierung nach Huffman ist stets verilustlos. Das bedeutet: Decodiert man die
Codesymbolfolge {(c,» nach dem Huffiman—Codierer sofort wieder, so ist das

Decodierergebnis (v,) gleich der Quellensymbolfolge (g, ).

Stimmt dagegen die Empfangsfolge (r,,) aufgrund von Fehlern bei der Ubertragung
(0 - 1,1 - 0) mit der erzeugten Codefolge {c,) nicht iiberein, so kann es zu

einer Fehlerfortpflanzung kommen. Ein einziger Bitfehler kann dann dazu fithren,
dass (nahezu) alle nachfolgenden Zeichen falsch decodiert werden.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite 5 von Kapitel 2.3.

ﬂ(&m)

Huffian-
Coder

ﬂf:cv}

Dhataler
Eanal

ﬂ(n}

Huffman-
Decoder

ﬂ(m)
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung

Fragebogen zu "' A2.9: Huffman-Decodierung

Abschnitt: 2.3 Entropiecodierung nach Huffman

nach Fehlern"

dazugehorige Quellensymbolfolge?
[T CCDAADBCA,
[T ABDDAADBCA,
[T ABCDAADBCA,

I~ Anders als die drei genannten.

a) Wir betrachten die Codesymbolfolge 10100100011000010011. Wie lautet die

wird (1 - 0)? = Anliegende Folge 00100100011000010011.
[T CCDAADBCA,

[T ABDDAADBCA,

[T ABCDAADBCA,

I Anders als die drei genannten.

b) Welche Folge ergibt sich nach der Decodierung, wenn das erste Bit verfilscht

wieder richtig decodiert werden?
[ Ja, durch einen zweiten Bitfehler an Position 2.
[ Ja, durch einen zweiten Bitfehler an Position 10.
[~ Ja, durch einen zweiten Bitfehler an Position 15.

[T Nein

c) Ist es moglich, dass durch einen weiteren Bitfehler die spateren Symbole alle

wird (1 - 0)?

[T CCDAADBCA,
" ABDDAADBCA,
[~ ABCDAADBCA,

™ Anders als die drei genannten.

d) Welche Folge ergibt sich nach der Decodierung, wenn das sechste Bit verfilscht
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

A2.10: Shannon—-Fano—Codierung
CBAD

Ein weiterer Algorithmus zur Entropiecodierung wurde 1949 | 0 1

) 2 +
von Claude Elwood Shannon und Robert Fano angegeben, C)0.40 BAD 0.0
der im Theorieteil beschrieben ist. 0 J’_, |_*1
Diese spezielle Art von Quellencodierung soll hier an einem B 030 | AD 030
einfachen Beispiel flir den Symbolumfang M = 4 und folgende 1 rl '—* 0
Symbolwahrscheinlichkeiten beschrieben werden: 020 A D o010

pa =02, pp =03, po =04, pp =0.1.
Die obige Grafik zeigt das dazugehdrige Baumdiagramm. Man geht folgendermal3en vor:

1. Man ordnet die Symbole nach fallender Auftrittswahrscheinlichkeit, hier C — B — A — D.
2. Man teilt die Symbole in zwei etwa gleichwahrscheinliche Gruppen ein, hier C und BAD.
3. Der unwahrscheinlicheren Gruppe wird das Bindrsymbol 0, der anderen die 1 zugeordnet.
4. Sind in einer Gruppe mehr als ein Zeichen, so ist der Algorithmus rekursiv anzuwenden.

Fiir dieses Beispiel ergibt sich die folgende Codezuordnung (in obigem Baumdiagramm markiert eine rote
Verbindung eine 1 und eine blaue eine 0:

A - 111,B - 10,C - 0,D - 110.
Damit ergibt sich flir die mittlere Codewortlinge:

Ly =04-1403-24(0.240.1) -3 = 1.9 bit/Quellensymbol .
Der Huffman—Algorithmus wiirde hier zwar einen geringfligig anderen Code erzeugen, aber auch bei
diesem wiirde C mit einem Bit, B mit zwei Bit und A und D mit jeweils drei Bit codiert. Damit ergdbe
sich ebenfalls Ly; = 1.9 bit/Quellensymbol.
In dieser Aufgabe sollen Sie den Shannon-Fano—Code fiir M = 8 und die Wahrscheinlichkeiten

pa = 0L10, pp =040, po =002, pp = 0.14,

pp = 017, pp =003, pg =005, py = 0.09

ermitteln. Sie werden erkennen, dass sich mit diesen Wahrscheinlichkeiten , Shannon-Fano” auch
hinsichtlich Effizienz von , Huffman” unterscheiden wird. Hinweis: Beim Huffman—Code ergibt sich mit
den vorliegenden Wahrscheinlichkeiten die folgende Zuordnung;

A-100,B - 0,C - 111100,D —» 101, E - 110, F - 111101, G - 11111, H - 1110.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite 1 von Kapitel 2.4. Zur Kontrolle konnen Sie das
folgende Interaktionsmodul verwenden:

Shannon—Fano- und Huffman—Codierung

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 34/48 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Fragebogen zu '"A2.10: Shannon—Fano—Codierung"

a) Wie grof3 ist die mittlere Codewortlinge beim Huffman—Code?

Huffman: Ly = bit/Quellensymbol

b) Was geschieht im ersten Schritt der Shannon-Fano—Codierung? Alle anderen
Symbole werden in der zweiten Gruppe zusammengefasst.

[T Man fasst A und B zur ersten Gruppe zusammen.
[T Man fasst B und E zur ersten Gruppe zusammen.

[ Die erste Gruppe besteht nur aus dem Symbol B.

¢) Welche Zuordnungen ergeben sich flir den Shannon—Fano—Algorithmus?
[T Das Zeichen A wird binir mit 010 codiert.
™ Das Zeichen B wird bindr mit 11 codiert.

[T Das Zeichen C wird bindr mit 00110 codiert.

d) Wie grof3 ist die mittlere Codewortlinge beim Shannon—Fano—Code?

Shannon—Fano: Ly; = bit/Quellensymbol

e) Welche Aussagen gelten fiir beliebige Wahrscheinlichkeiten?

[~ Ly konnte bei Shannon—Fano kleiner sein als bei Huffman.
[~ Ly konnte bei Shannon—Fano grofer sein als bei Huffman.

[~ Ly konnte bei Shannon—Fano und Huffman gleich grof3 sein.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren
A2.11: Arithmetische Codierung [ €D, E, By=00,
. . . o . C, =07,
Die arithmetische Codierung ist eine spezielle Form X vl z Dy= 08,
der Entropiecodierung: Auch hier miissen die E,=10.
Symbolwahrscheinlichkeiten bekannt sein. In dieser | B; oD, E B =0,
Aufgabe gehen wir von M = 3 Symbolen aus, die X vl 7 gllzll]].;!:i:
wir mit X, Y, Z benennen. £, =07,
Im Gegensatz zur Huffman—Codierung wird bei B, b & BI: :::’
der  Arithmetischen Codierung (AC) eine X Y| Z D, =777,
. . E, =792,
Symbolfolge der Linge N gemeinsam codiert. Das z
. o B, ¢, D, E, By=1",
Codierergebnis ist ein reeller Zahlenwert 7 aus dem c =292
Intervall X Y| Z D, =777,
E, =777,
I=[B.E)=[B.B+4). B, €, D, E, B,-0343,
. . C,=036701,
Diese Notation bedeutet: X Y| Z | p,=037044,
_ E,=03773.
e Der Beginn B gehort zum Intervall /.
b , B; C; D; E; B;=0343,
¢ Das Ende E ist nicht mehr in / enthalten. €; = 0359807,
; Mo i - F _ X Y| Z D= 0362208,
¢ Die Intervalbreite ist A = E — B. E: 036701,
Vzn den unlle\:dlich vielen géglli(chen Werten » €1 g ¢ D, E, gﬁ - g _; ;33;549
ar reellwertig ist, also kein Integer) wird N N = :
( o 5 ) 8 ). X Y| Z | Db,=03564456,
derjenige Zahlenwert ausgewdhlt, der mit der E;=02359807.
geringsten Bitanzahl auskommt. Hierzu zwei B, E,
Beispiell Verdeutlichung: =
eispicie 2 Verdedtichtng Ausgewiihltes Intervall g: _ gggg;ggﬁ’

® Der Dezimalwert » = 3/4 lisst sich mit zwei
Bit darstellen:

r=1.27141.272 = 0.75 = binar: 0.11 = Code:11.
® Der Dezimalwert » = 1/3 benétigt dagegen unendlich viele Bit:

r=0-27"41.274+1.2741.2740.27+1-27% + ..

= binar:0.011101 = Code: 011101.

In dieser Aufgabe beschranken wir uns auf die Bestimmung des aktuellen Intervalls /, gekennzeichnet
durch den Beginn B sowie dem Ende £ bzw. der Breite A. Diese Bestimmung geschieht entsprechend
der Intervallschachtelung in obiger Grafik. An der Schraffierung ist zu erkennen, dass die Folge mit den
Terndrsymbolen XXY beginnt.

Der Algorithmus funktioniert wie folgt:
e Vor Beginn (quasi beim Symbol 0) wird der gesamte Wahrscheinlichkeitsbereich nach den
Wahrscheinlichkeiten py, py und p in drei Bereiche unterteilt. Die Grenzen liegen bei
Bo=0, Cho=px, Do=px+pyv, Bon=px +pv+pz=1.
e Das erste Symbol ist X = das ausgewdhlte Intervall wird durch B, und C, begrenzt. Dieses
Intervall wird mit neuem Beginn B; = B und neuem Ende E| = C) in gleicher Weise aufgeteilt wie
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der Gesamtbereich im Schritt 0. Die Zwischenwerte sind C; und D;.

¢ Die weitere Intervall-Aufteilung ist IThre Aufgabe. Beispielsweise sollen in der Teilaufgabe (b) die
Grenzen B,, Cy, D,, E, fir das zweite SymbolX und in der Teilaufgabe (c) die Grenzen
B3, C3, D3, E5 fiir das dritte Symbol Y ermittelt werden.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite 2a und die Seite 2b in Kapitel 2.4. Die
Bindrdarstellung des ausgewahiten Intervalls wird in Aufgabe A2.12 behandelt.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Fragebogen zu ""A2.11: Arithmetische Codierung"

a) Welche Wahrscheinlichkeiten sind der Grafik zugrundegelegt?

2. Symbol ist ,,X”: B,

b) Wie lauten die Bereichsgrenzen nach der Codierung des zweiten Symbols?

3. Symbol ist ,,Y’: Bj

¢) Wie lauten die Bereichsgrenzen nach der Codierung des dritten Symbols?

™ Das vierte Symbol war X.
™ Das vierte Symbol war Y.

™ Das vierte Symbol war Z.

d) Nach der Codierung des vierten Symbols ist B4 = 0.343. Was folgt daraus?

e) Nach weiteren Symbolen wird das Ergebnisintervall durch B; = 0.3564456 und
E7=0.359807 begrenzt. Welche Aussagen treffen zu?

™ Die zur Codierung anstehende Symbolfolge lautet XXYXXZX.

™ Die zur Codierung anstehende Symbolfolge lautet XX YXXXZ.

[~ Die Breite des resultierenden Intervalls ist A = pX5 Py D,

[ ;= (0.101100) ;5

™ ry=(0.010111)p;5,

f) Welche reellen Zahlen (in Bindrform) fallen in das ausgewihlte Intervall?
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™ r3=(0.001011)y;s,
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren
A2.12: Nochmals AC 5, €, D, By By-00,

, o . . C, =07,
Wir betrachten hier die arithmetische Codierung X vl z Dy= 08,
(AC). Alle notwendigen Informationen zu dieser Art E,=10.
von Entropiecodierung finden Sie in der Aufgabe | 5, oD, E B =0,

C) =049,
A2.11. X Y| z | p-ose,
Auch nebenstehende Grafik ist das Ergebnis der E =07,
letzten Aufgabe. Die fir die aktuelle Aufgabe | 52 G D B ‘g: _ 3’3 43
wichtigen Zahlenwerte fiir die Codierschritte 3 und X Y| Z | p,=0392,
7 sind farblich hervorgehoben: E,=045.
B, ¢, Dy, E, By=0343,
e Das Intervall fir N = 3 (Symbolfolge XXY) ;= 03773,

: — o X Y| Z | b,=03822,
beginnt beiB; = 0.343 und reicht bis zum E,=0392.
Endwert £3=0392.

® Das Intervall firN = 7 (Symbolfolge | 5, E,
XXYXXXZ) beglnnt bei B7 = (0.3564456 I—*LlngEWi'i hltes Intervall g: : gggg;;gﬁs

und endet bei £7 = 0.359807.

In dieser Aufgabe geht es nur um die Zuweisung von Bindrfolgen zu den ausgewdhlten Intervallen. Man
geht wie folgt vor:

e Das Intervall / wird bestimmt durch den Beginn B, das Ende E, die Intervallbreite A = £ — B sowie
die Intervallimitte M = (B + E)/2.

e Das Intervall / wird gekennzeichnet durch die Bindrdarstellung (mit begrenzter Auflosung) eines
beliebigen reellen Zahlenwertes r € 1. Beispielsweise wéhlt man » = M.

¢ Die erforderliche Bitanzahl ergibt sich aus der Intervallbreite nach folgender Gleichung (die nach
unten offenen Klammern bedeuten ,,nach oben runden”):

Npip = |—1L’l 1J1 +1.

¢ Beispielsweise steht flir Ng;; = 5 der Bindrcode 01001 fiir die folgende reellwertige Zahl 7:

r=0-2141.2240.2340.27"4+1.27° = 0.28125.

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 2.4. Allerdings wird in LNTwww die
arithmetische Codierung nur sehr knapp behandetlt. Eine Ubersicht finden Sie auch in WIKIPEDIA und
eine ausfiihrlichere Abhandlung in [BCKO02].
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Fragebogen zu '"A2.12: Nochmals AC"

a) Wie viele Bit werden zur Darstellung der Folge XXY benutzt?

N=3: NBlt =

b) Welcher arithmetischer Code (AC) gilt fiir diesen Fall?
I~ AC=01011,
I~ AC=010111,

T AC=110111.

¢) Wie viele Bit werden zur Darstellung von XXYXXXZ, benutzt?

N=7: Ng; =

d) Ist 01011100001 ein giiltiger Code fiir die Symbolfolge XXYXXXZ?
C Ja.

C  Nein.

e) Welche Aussagen gelten fiir die arithmetische Codierung allgemein?
™ Es handelt sich um eine gemeinsame Codierung ganzer Folgen.
[ Eine 32 Bit—Rechnerarchitektur begrenzt die Folgenkinge N.
™ Dieses Problem lisst sich durch Integer—Realisierung umgehen.

[T Eine Integer—Realisierung erhoht die Codiergeschwindigkeit.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

A2.13: Run—Length Coding und RLL.C Jot] RLC |RLC|RLC
elle . m

Wir betrachten eine Bindrquelle mit dem Symbolvorrat A und B, (binir) | (dez) | (tum.)

wobei B nur sehr selten auftritt. 1 1011110101 122 122

2 | 00101110 46 | 168

¢ Ohne Quellencodierung wiirde man pro Quellensymbol 3 | ooo111100 20 198

genau ein Bit bendtigen, und dementsprechend bei einer 4 | 00000011} 3 | 201

Quellensymbolfolge der Linge N fiir die Codefolge ebenfalls 5 | 00001001 9 210

N Bit 6 |01000110| 70 | 280

' 7 | 01010000| 80 | 360

e Entropiecodierung macht hier ohne weitere Malinahme 8 |00111010| 58 418

(Zusammenfassen mehrerer Symbole zu einem Tupel) wegen 9 | 00001101} 13 431

der ungiinstigen Symbolwahrscheinlichkeiten wenig Sinn 10| 001110011 57 —

BHISHS & S 11 |ooo01110| 14 | s02

e Abhilfe schafft Run—Length Coding (RLC), das unter dem | 12 | 01001111} 79 583

genannten Link im Theorieteil beschrieben ist. Zum Beispiel: 13 |01011101) 93 676

14 | 00110111| 55 731

Quellensymbolfolge: ABAABAAAABBAAB ... 15 000101101 22 753

Run-Lenght Coding: 23 3; 5; 15 35 ... 16 | 00001000 8 761

e S _ _ 17 | 00001011| 11 T72

¢ Natiirlich muss man die Lidngenl; = 2,L, = 3, ... der 18 |oooo1110l 14 | 786

einzelnen, jeweils durch B getrennten Substrings vor der | 19 | 11100010226 |1012

Ubertragung bindr darstellen. Verwendet man fiir alle Z; 20 (00111100f 60 |1072

21 | 00000001 1 |1073

JewellSD =3 Blt, so erhdlt man die RLC—Blnarfolge 22 00001011 11 1084

010'011'101'001'011"... 23 | 00111110| 62 |1146

¢ FEin Problem der RLC ist der unbegrenzte Wertebereich der ;; gggggﬁ;} 9; E ;ﬁ

GroBenZ;, MitD = 3 kann kein Wert L; > 7 dargestellt

@- 2 E 1: ".'i.".'i.".'l'.]’_:‘:T".'i.".'i.".'l'. {I.E

werden und mit D = 2 lautet die Beschrdnkung 1 < L; < 3.

¢ Das Problem umgeht man mit Run—Length Limited Coding (RLLC). Ist ein Wert L; > 2P so
ersetzt man L; durch ein Sonderzeichen S und die Differenz L; — 2° + 1.
e Beim RLLC-Decoder wird dieses Sonderzeichen wieder expandiert.

Beispiel: Wir gehen wieder von obiger Bindrfolge und dem Parameter D = 2 aus:

¢ Quellensymbolfolge: = ABAABAAAABBAAB ...

e RLC—Dezimalfolge: 2;3;5;1;3; ...

e RLLC—,Dezimalfolge™ 2;3; S; 2; 15 35 ...

¢ RLLC-Bindrfolge: 01’11’ 00'10'01'11"...
Man erkennt, dass hier das Sonderzeichen S als 00 binir—codiert ist (dies ist nur ein Beispiel — es muss
nicht so sein). Da mit D = 2 fiir alle echten RLC—Werte 1 < L; < 3 gilt, erkennt der Decoder das

Sonderzeichen und ersetzt es wieder durch 2P — 1 (im Beispiel drei) A—Symbole.

Die obere Grafk zeigt das das zu analysierende RLC—FErgebnis. In Spalte 2 und 3 sind die
Substringlingen L; bindr bzw. dezimal angegeben und in Spalte 4 in kumulierter Form (Werte von Spalte

3 aufSummiert).
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Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die letzte Theorieseite von Kapitel 2.4.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Fragebogen zu ""A2.13: Run-Length Coding und RLLC"

a) Wieviele Bit wiirde man ohne Quellencodierung benétigen, also mit der
Zuordnung A - Qund B =17

uncodiert: Np;; =

b) Wie grof ist die relative Haufigkeit des Symbols B?
hB =

¢) Wie viele Bit bendtigt man fir Run—Length Coding (RLC) entsprechend der
angegebenen Tabelle?

RLC, D =8: Np;, = Bit

d) Ist hier Run—Length Coding mit 7 Bit—-Codeworten moglich?
C Ja.

C  Nein.

e) Wie viele Bit bendtigt man mit Run—Length Limited Coding (RLLC) mit 7 Bit
pro Codewort?

RLLC,D="7: Ng; =

f) Wie viele Bit benotigt man mit Run—Length Limited Coding (RLLC) mit 6 Bit
pro Codewort?

RLLC,D =6: Npg; =
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

A2.14: Burrows—Wheeler—Riicktransformation Zeilen— L—Spalte

nummer der BWT-MMairix
< I=10

Die Burrows—Wheeler—Transformation — abgekiirzt BWT — bewirkt eine

blockweise Sortierung der Zeichen eines Textes mit dem Ziel, den Text

fir die effiziente  Datenkomprimierung —mit  Hilfe  einer

Lauflingencodierung oder einer Entropie codierung aufzubereiten.

e Zundchst wird aus einem Block der Linge N eine NxN—Matrix
erzeugt, wobei sich jede Zeile dieser ersten BWT-Matrix aus der

Vorgingerzeile durch zyklische Linksverschiebung ergibt.

e Danach wird die Matrix lexikografisch (ohne Sonderzeichen:
alphabetisch) sortiert. Das Ergebnis der BWT ist die letzte Zeile
der neuen BWT—Matrix, die so genannte L—Spalte.

e Weiter wird in dieser Aufgabe auf die F—Spalte (erste Zeile der
BWT-Matrix) Bezug genommen, die man fiir die inverse Burrows—
Wheeler-Transformation  benétigt =  Rekonstruktion des

HOWO-JOUNRBRWNREO
EHHHZEAEAD®EZZ

=

Originaltextes aus der L—Spalte.

e Fiir die inverse BWT benétigt man ferner den so genannten Primdrindex I. Dieser gt diejenige
Zeile der BWT—Matrix an, in welcher der Algorithmus gestartet werden muss.

Die Grafik zeigt das Ergebnis einer BWT, genauer gesagt die L—Spalte. Aus dieser soll der Originaltext
entsprechend der Beschreibung auf der entsprechenden Theorieseite rekonstruiert werden, wobei in
Teilaufgabe (b) von Primirindex / = 7 und in Teilaufgabe (c) von / = 0 auszugehen ist.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite 4a und die Seite 4b von Kapitel 2.4. Weitere
Informationen finden Sie in [Abel03a] und [Abel03b].
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Fragebogen zu '"A2.14: Burrows—Wheeler—Riicktransformation "

a) Wie lautet die zur vorgegebenen L—Spalte zugehorige F—Spalte?
[T SEINMEINDEIN,
[T NIIINEEEDSMN,

" DEEEIIMNNNS.

b) Wie lautet das Ergebnis der Rekonstruktion mit dem Primdrindex / = 7?
[T MEINDEINSEIN,
[~ DEINSEINMEIN,

[T NIESNIEDNIEM.

c) Was passiert, wenn bei der Rekonstruktion (BWT—Riicktransformation) vom
falschen Primirindex ausgegangen wird, zum Beispiel von /= 0?

[ Es ergibt sich der Originaltext, von hinten nach vorne gelesen.

™ Das Ergebnis ist eine zyklische Vertauschung des Originals.

d) Warum ist die Burrows—Wheeler—Transformierte eines Textes hinsichtlich einer
spateren Datenkomprimierung besser geeignet als das Original?

[ Es ergeben sich giinstigere Zeichenhdufigkeiten.
[ Alle Zeichen sind lexikografisch sortiert.

[ Gleiche Zeichen folgen in der BWT ofter aufeinander.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung

7Z2.14: Kombination BWT & MTF
Wir beziehen uns auf die letzte Theorieseite von Kapitel 2.4

und betrachten das rechts skizzierte Codiersystem, bestehend

aus den Blocken

Burrows—Wheeler—Transformation (BWT) gemil3 der
Beschreibung in Aufgabe A2.14; Zeichenmengen am
Ein— und Ausgang sind gleich: {D, E, I, M, N, S};

Move—to—Front (MTF), ein Sortieralgorithmus, der eine
gleich lange Zeichenfolge (im Beispiel N = 12), aber mit
anderem Alphabet {0, 1, 2, 3, 4, 5} ausgibt;
RLCO — eine Lauflingencodierung speziell fiir die nach
BWT und MTF (mdglichst) hiufige Null; alle anderen
Indizes werden durch RLCO nicht verdndert;

Huffman als Beispiel eines Entropiecodierers gemil3 der
Beschreibung in Kapitel 2.3; hdufige Zeichen werden
durch kurze Bindrfolgen dargestellt, seltene durch lange.

Der MTF—Algorithmus Isst sich wie folgt beschreiben:

Bei M = 6 Eingangssymbolen ist die Ausgangsfolge des
MTF eine Aneinanderreihung von Indizes / aus der
Menge =140, 1, 2,3, 4,5}.

Vor Beginn des eigentlichen MTF—Algorithmus werden

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Eingangstext

l METHDE THSETH

BWT
(Burrows—¥Wheeler—
Transformation)

HMSDEEEHNTTTH

r

MTF
(Move—To—Front

Sortierung)

445 004500

¥

RLCO
(Run—Length Coding
fiir Mullen)

445 004500

L J

Huffian
(Beispiel fiir eine
Entropiecodierung)

0110110111

Aunsgangsfolge

die moglichen Eingangssymbole lexikografisch sortiert und den folgenden Indizes zugeordnet:

D-0E-11-2M->3N->4S-5.

Der MTF-Eingabestring sei her NM SD EEENIIIN. Dies war das BWT—-Ergebnis in der

Aufgabe A2.14. Das erste N wird gemil3 Voreinstellung mit /7 = 4 dargestel.

AnschlieBend wird das N in der Sortierung an den Anfang gestellt, so dass nach dem Codierschritt

i =1 folgende Zuordnung gilt:
N-0D->1L,E->21-3M->4S-5.

In gleicher Weise fihrt man fort, bis der gesamte Eingangstext abgearbeitet ist. Steht ein Zeichen

bereits an Position 0, so ist keine Neusortierung erforderlich.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 2.4. Informationen zum Huffman-Code finden Sie in Kapitel
2.3. Fiir die Losung dieser Aufgabe sind diese Informationen aber nicht erforderlich.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Quellencodierung — Datenkomprimierung Abschnitt: 2.4 Weitere Q uellencodierverfahren

Fragebogen zu "'72.14: Kombination BWT & MTEF"

a) Welche Aussagen gelten fiir den Block ,,BWT” des Codiersystems?
" Die Eingangszeichenmenge ist {D, E, I, M, N, S}.
[T Die Ausgangszeichenmenge ist {D, E, I, M, N, S}.

™ Inder Ausgangsfolge treten alle M = 6 Zeichen gruppiert auf.

b) Welche Aussagen gelten fiir den Block ,MTF” des Codiersystems?
" Die Ausgangszeichenmenge ist {D, E, I, M, N, S}.
" Die Ausgangszeichenmenge ist {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

™ Die MTF—-Ausgangsfolge hat die Linge N = 12.

c) Wie lautet die MTF—Ausgangsfolge?
™ 230000100405,
™ 445340045001,

[~ 543120345123.

d) Welche Aussagen gelten fiir den Block ,,RLC0” des Codiersystems?
™ Der Eingangswert 0 erfihrt eine Sonderbehandlung,
™ Je haufiger eine 0 auftritt, um so effektiver ist dieser Block.

™ Ambesten wire Pr(0) ~ Pr(1) ~ ... = Pr(5).

e) Welche Aussagen gelten fiir den abschlieBenden Block ,,Huffman™?
™ Die Ausgangsfolge ist binir.
[ Er bewirkt eine moglichst kleine mittlere Codewortlinge.

[” Die Dimensionierung richtet sich nach den anderen Blocken.
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