Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgrofSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

A3.1: Wahrscheinlichkeiten beim Wiirfeln
S=R+B R——>
Wir betrachten das Zufallsexperiment ,,Wiirfeln mit ein oder zwei 1 2 3 4 5 &
Wiirfeln”. Beide Wiirfel sind fair (die sechs moglichen Ergebnisse 1M lalals]slA
sind gleichwahrscheinlich) und durch ihre Farben unterscheidbar: sl3lalslel 7|8
e Die ZufallsgroBe R = {1, 2, 3, 4, 5, 6} bezeichnet die 3lalslsl7lslo
Augenzahl des roten Wiirfels. ~ -
. } , .| g 4]|5]|6 8| 9|10
e Die ZufallsgroBe B = {1, 2, 3, 4, 5, 6} bezeichnet die }
Augenzahl des blauen Wiirfels. l S|6] 7| 8] 910]11
e Die ZufallsgroBe S =R + B steht fiir die Summe beider 67|89 (101112
Wiirfel & 2014 www LNTwww.de

In dieser Aufgabe sollen verschiedene Wahrscheinlichkeiten mit Bezug zu den Zufallsgrélen R, B und S
berechnet werden, wobei das oben angegebene Schema hilfreich sein kann. Dieses beinhaltet die Summe
S in Abhéngigkeit von R und B.

Hinweis: Die Aufgabe dient zur Vorbereitung fiir weitere Aufgaben zum Kapitel 3.1 dieses Buches
,Einflihrung in die Informationstheorie”. Wiederholt wird hier insbesondere der Lehrstoff von Kapitel
1.1 und Kapitel 1.3 des Buches ,,Stochastische Signaltheorie”.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen z zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu ""A3.1: Wahrscheinlichkeiten beim Wiirfeln"

a) Geben Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten an:

Pr(R=6) =
Pr(B<2) =
Pr(R=B) =
b) Wie lauten die folgenden Wahrscheinlichkeiten?
Pr(S=3) =
Pr(§=7) =
Pr($ ist ungeradzahlig) =

c) Geben Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten an:
Pri(R=6) U (B=6)] =
Pr{(R=6) N (B=6)] =

d) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim L—ten Doppelwurf zum ersten
Mal eine ,,6” dabei ist?

Pr(erste ,,6” beim 1. Wurf) = (L=1)
Pr(erste ,,6” beim 2. Wurf) = (L=2)
Pr(erste ,,6” beim 3. Wurf) = (L=3)

e) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit ,,Um die erste ,,6” zu erhalten, bendtigt man
eine geradzahlige Anzahl an Doppelwiirfen”? Mit der Nomenklatur gemal3 (d):

Pr(L ist geradzahlig) =
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen z zweidimensionalen ZufallsgroSen

Z3.1: Karten ziehen

Aus einem Kartenspiel mit 32 Karten, darunter 4 Asse,
werden nacheinander 3 Karten herausgezogen. Fiir Frage (a)
wird vorausgesetzt, dass nach dem Ziehen einer Karte diese in

den Stapel zuriickgelegt wird, dieser neu gemischt wird und
anschlieBend die ndchste Karte gezogen wird.

Dagegen sollen Sie fiir die weiteren Teilfragen ab (b) davon
ausgehen, dass die drei Karten auf einmal gezogen werden
(,,Ziehen ohne Zuriicklegen®).

Im Folgenden bezeichnen wir mit A; das Ereignis, dass die

zum Zeitpunkt i gezogene Karte ein Ass ist. Hierbei ist i = 1,
2, 3 zu setzen. Das Komplementérereignis sagt dann aus, dass
zum Zeitpunkt 7 irgend eine andere Karte gezogen wird.

Hinweis: Die Aufgabe behandelt den Lehrstoff von Kapitel
1.3 im Buch ,,Stochastische Signaltheorie”. Sie wird hier zur Vorbereitung auf die dhnliche Thematik von
Kapitel 3.1 des Buches ,Einflihrung in die Informationstheorie” wiederholt.

Eine Zusammenfassung der theoretischen Grundlagen mit Beispielen bringt folgendes Lernvideo:

Statistische (Un-)Abhingigkeit (3-teilig: Dauer Teil 1: 4:20 — Teil 2: 3:40 — Teil 3: 3:40)
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu "'73.1: Karten ziehen"

a) Betrachten Sie zundchst den Fall ,Ziehen mit Zuriicklegen“. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit p,, dass drei Asse gezogen werden?

Py =

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit p;, werden drei Asse gezogen, wenn man die
Karten nicht zurticklegt? Warum ist py, kleiner/gleich/groS3er als p,?

Py =

c) Betrachten Sie weiterhin den Fall ,,Ziehen ohne Zuriicklegen“. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit p,., dass kein einziges Ass gezogen wird?

Pc —

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p4, dass genau ein Ass gezogen wird?

Paq =

e) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei der drei gezogenen Karten Asse
sind? Hinweis: Die Ereignisse ,,genau i Asse werden gezogen” mit i = 0, 1, 2, 3
beschreiben ein vollstindiges System.

DPe =
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen z zweidimensionalen ZufallsgroSen
A3.2: Erwartungswertberechnungen T —
Wir betrachten folgende Wahrscheinlichkeitsfunktionen: Pn(X= X, Y=y)

o Py(X)=[1/2,1/8,0,3/],
o PyY)=[1/2, 1/, 1/4, 0],
o P (U)=[1/2,1/2],

1/4|, 0 | 0 (1/4]|0

1/81 0 | 0 |1/8|1

© PYV)=[3/4, 1/4]. 1/8(1/8| 0 | 0 |2 Y«
Fiir die dazugehorigen Zufallsgroflen gelte: olololols l
° X={0,1,2,3},Y={0,1,2,3}, 0 1 2 3
e U={0,1}, V={0, 1}.
xF —_—

Oft muss man in der Informationstheorie flir solche diskreten
Zufallsgroen verschiedene Erwartungswerte der Form

E[F(X)]= ). Pxlz)-Flz)
T Esupp Py
berechnen. Hierbei bedeuten:

® Py(X) bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsfunktion der diskreten ZufallsgroB3e X.

e DerSupport von P, umfasst alle diejenigen Realisierungenx der Zufallsgrofe X mit nicht
verschwindender Wahrscheinlichkeit. Formal kann hierfiir geschrieben werden:
supp(Px) = {r: x € X und Px(x) #£ 0}.

® F(X) ist eine (beliebige) reellwertige Funktion, die im gesamten Definitionsgebiet der Zufallsgrof3e
angebbar ist.

In der Aufgabe sollen die Erwartungswerte flir verschiedene Funktionen F(X) berechnet werden, unter
anderem fiir

e F(X)=1/Px(X),
o F(X)=Py(X),
e F(X)=log, Px(X).

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 3.1 dieses Buches. Weiter gilt, ohne dass
dies fiir die Losung dieser Aufgabe von Interesse ist:

¢ Die beiden ,eindimensionalen” Wahrscheinlichkeitsfunktionen Py (X) und Py(Y) ergeben sich aus
der dargestellten 2D-PMF Py (X, Y), wie in Aufgabe 73.2 gezeigt werden soll.

® 7u den bindren Wahrscheinlichkeitsfunktionen P(U) und Py(V) kommt man entsprechend den
Modulo—Operationen U = X mod 2 sowie V= Y mod 2 (siehe ebenfalls Aufgabe 73.2)

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 5/45 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu "' A3.2: Erwartungswertberechnungen"

a) Welche Ergebnisse liefern die folgenden Erwartungswerte?

E[1/Px(X)]
E[/Py(Y)]

b) Geben Sie die folgenden Erwartungswerte an:
E[Px(X)]
E[PY(Y)]

¢) Berechnen Sie nun die folgenden Erwartungswerte:
E[Py(X)] =
E[Px(Y)]

d) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?

[~ E[-log, P (U)] ergbt die Entropie der Zufallsgrofe U.
[~ E[-log, Pi(V)] ergbt die Entropie der Zufallsgrofle V.

[~ E[-log, P\(U)] ergibt die Entropie der Zufallsgrof3e V.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Z3.2: 2D—Wahrscheinlichkeitsfunktion T ——

Wir betrachten die Zufallsgro3en P (X= X, Y=y,)
X={0,1, 2,3},

/4| 0 | 0 |1/4]0
Y=1{0,1,2}.

deren gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion Py y(X, Y) 1/8| 0 0 |18|1 Jx

gegeben ist. Aus dieser 2D—Wahrscheinlichkeitsfunktion sollen 1/811/8] 0 o l2 l
die eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsfunktionen Py(X) und

Py(Y) ermittelt werden. Man nennt eine solche manchmal auch
Randwahrscheinlichkeit (englisch: Marginal Probability).

Gilt Pyy(X, Y) =Px(X) - Py(Y), so sind die beiden ZufallsgroBen X und Y statistisch unabhéngig.
Andernfalls bestehen statistische Bindungen zwischen X und Y.

o 1 2 3

—
Xy

Im zweiten Teil der Aufgabe betrachten wir die Zufallsgréf3en
U={0,1}, Vv={0,1},

die sich aus X und Y durch Modulo—2—Operationen ergeben:
U=Xmod?2, V=Ymod?2.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 3.1. Ausgegangen wird hier von der
gleichen Konstellation wie in Aufgabe A3.2. Dort wurde die ZufallsgroBen Y = {0, 1, 2, 3} betrachtet,
allerdings mit dem Zusatz Pr(Y = 3) = 0. Die so erzwungene Eigenschaft |X| = |¥] war in Aufgabe A3.2
zur formalen Berechnung des Erwartungswertes E[P y(Y)] von Vorteil
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgrofSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu "'73.2: 2D—Wahrscheinlichkeitsfunktion"

a) Wie lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion P y(X)?

Px(0) =
Px(1) =
Px(2) =
Px(3) =

b) Wie lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion Py(Y)?

Py0) =
Py(1) =
Py2) =
¢) Sind die Zufallsgroen X und Y statistisch unabhidngig?
C Ja.
€ Nein.

d) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten P yAU, V).
PyyU=0,V=0) =
Py (U=0,V=1) =
Py (U=1,V=0) =

PrAU=1,V=1) =

e) Sind die Zufallsgroen U und V statistisch unabhingig?
C Ja.

C  Nein.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

A3.3: Entropie von Ternirgrofien

Rechts sehen Sie die Entropiefunktionen Hi(p), Hg(p) und
Hg(p), wobei ,R” fir ,Rot” steht, usw. Fir alle
ZufallsgrofBen lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion: | &4 _____

Px(X)=[pi.p2.ps] = |X|=3.

+ H(p) in bit

Es gilt der Zusammenhang p; = pund p, =1 —p3—p.

_.:_______
L S,

Ly
[

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsgrof3e
X = {.I‘] s T .I‘_1,f}

mit dem Symbolumfang |X| = M lautet allgemein:

Px(X)=[pt.p2. . Pus e Pt
Die Entropie (Unsicherheit) dieser Zufallsgrof3e berechnet sich entsprechend der Gleichung

H(X) = E[log, 1/Px(X)],
und liegt stets im Bereich 0 < H(X) < log, |X|. Die untere Schranke H(X) = 0 ergbt sich, wenn eine
beliebige Wahrscheinlichkeit p, = 1 ist und alle anderen 0 sind. Die obere Schranke soll hier wie in
[Kral3] hergeleitet werden:

¢ Durch Erweiterung obiger Gleichung um |X| in Zdhler und Nenner erhdlt man unter Verwendung
von logy(x) = In(x)/In(2):
} + log, | X|.

H(X) = .E [11]

1
In(2) X[ Px(X)

® Wie aus nachfolgender Grafik hervorgeht, gilt die Abschdtzung In(x) <x — 1 mit der Identitét fiir
x = 1. Somit kann geschrieben werden:

| 1
H(X) < E 1| +10e, 1X].
(X) < In(2) [|}{| Px(X) } +log, |X]

* In Aufgabe A3.2 wurde fir den Fall, dass p,, # 0 fiir
alle p gilt, der Erwartungswert E[1/Py(X)] zu |X] | ;|

berechnet. Damit verschwindet der erste Term und
man erhilt das bekannte Ergebnis:

H(X) < log, |X].

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 3.1. Es wird auf
die bindre Entropiefunktion Bezug genommen:

1
_E}' 2T

1
Hyin(p) = p - logy E + (1 —p) -log, ]
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemtutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZnfallsgrofSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen Zufallsgroen

Fragebogen zu '"A3.3: Entropie von Ternargrof8en"

a) Welche Aussagen gelten fiir die rote Entropiefunktion Hy(p)?

[~ Hg(p) ergbt sich z.B. mit p3=0, py =p, pr=1—-p.

[~ Hg(p) ist identisch mit der bindren Entropiefunktion H,;,(p).

b) Welche Eigenschaften weist die bindre Entropiefunktion auf?

[T Hpiy(p) ist konkav hinsichtlich des Parameters p.

I Es gilt Max[H},;,(p)] = 2 bit.

c) Welche Aussagen gelten flir die blaue Entropiefunktion Hg(p)?
[~ Hpg(p) ergbt sich z.B. mit p3 = 1/2, p; =p, pp=1/2 —p.
[~ Esgilt Hg(p =0) =1 bit.

[~ Es gilt Max[Hg(p)] = log, (3) bit.

d) Welche Aussagen gelten fiir die griine Entropiefunktion H(p)?
[T Hg(p) ergbt sich z.B. mit p3 = 1/3, py =p, py=2/3 —p.
I~ Esgilt Hs(p =0)=1 bit.

[~ Es gilt Max[H(p)] = log, (3) bit.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

73.3: H(X) fiir verschiedene Px(X) PD) | Pa2) | P(3) | Pu(d) |Entropie

In der ersten Zeile der nebenstehenden Tabelle ist die mit ,a” 01 02 03 04 | Ho(X)
bezeichnete Wahrscheinlichkeitsfunktion angegeben. Fiir dieses
P (X) sollin der Teilaufgabe (a) die Entropie

01 | 02 | P2 | Py | Hy(X)
0.1 Dy D 04 | H.(X)

1 i| 2 2, 23 Py | Hpa(X)
P_y(}f} = 3014 wor LN Tororer de

Falg| LA i

H(X)=E [luvg2

berechnet werden. Da hier der Logarithmus zur Basis 2
verwendet wird, ist die Pseudo—Einheit ,bit” anzufligen.

In den weiteren Aufgaben sollen jeweils einige Wahrscheinlichkeiten variiert werden und zwar derart,
dass sich jeweils die grofftmogliche Entropie ergibt:
e Durch geeignete Variation von p3 und p4 kommt man zur maximalen Entropie H},(X) unter der
Voraussetzung p; = 0.1 und p, = 0.2 = Teilaufgabe (b).
e Durch geeignete Variation von p, und p3 kommt man zur maximalen Entropie H.(X) unter der
Voraussetzung p; = 0.1 und p, = 0.4 = Teilaufgabe (c).
¢ In der Teilaufgabe (d) sind alle vier Parameter zur Variation freigegeben, die entsprechend der

maximalen Entropie = H,,,(X) zu bestimmen sind.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 3.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu "73.3: H(X) fiir verschiedene Px(X) "

a) Zu welcher Entropie fiihrt Py(X) =[0.1, 0.2, 0.3, 0.4]?

H,(X) = bit

b) Es gelte nun allgemein Py(X) = [0.1, 0.2, p3, p4]. Welche Entropie erhdlt man,
wenn p3 und py bestmdglich gewdhlt werden?

Hy(X) = bit

¢) Nun gelte Py (X) = [0.1, p,, p3, 0.4]. Welche Entropie erhdlt man, wenn p, und
3 bestmdglich gewéhlt werden?

H(X) = bit

d) Welche Entropie erhilt man, wenn alle Wahrscheinlichkeiten (p;, p, p3 und py)

bestmdglich gewahlt werden konnen?

Hpax(X) = bit
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen Zufallsgrofen

A3.4: KLD & Binomialverteilung

Wir gehen hier von der Binomialverteilung aus, die

P (X = u): Gegebene Binomialverteilung

H Pp(¥ = u): Poisson-Niherung mit

durch die Parameter / und p gekennzeichnet ist = 1=05|2=08 |2=10l2=12]2=20

sieche Buch ,,Stochastische Signaltheorie”:

® Wertebereich: 1 | 0.4096| 0.3033 |0.3595 | 0.3679| 0.3614 |0.2707

X ={0.1.2, o I}, 2 | 02048 0.0758|0.1438| 0.1839| 0.2169 | 0.2707

e Wahrscheinlichkeiten: B P et B St el S ey

== (1) o pre, [ [o el

I.
e linearer Mittelwert: R e - ——

mx =1-p.

e Varianz: 1] 0 [<10|<10~4|<10~4| <104 | <10~

oy =1-p-(1—p).
Im rot hinterlegten Teil obiger Tabelle sind die Wahrscheinlichkeiten Py(X = u) der hier betrachteten

Binomialverteilung angegeben. In der Teilaufgabe (a) sollen Sie die dazugehdrigen Verteilungsparameter /
und p bestimmen.

Diese vorgegebene Binomialverteilung soll hier durch eine Poissonverteilung Y approximiert werden,
gekennzeichnet durch die Rate A:

e Wertebereich:
Y={0.1.2,.... p. }

e Wabhrscheinlichkeiten:
e
PrlY =)= — . ¢,
(Y =)= Ty
e Erwartungswerte:
my = oe = .

Um abschidtzen zu konnen, ob die Wahrscheinlichkeitsfunktion Py(X) ausreichend gut durch Py(Y)

approximiert wird, kann man auf die so genannten Kullback—Leibler—Distanzen (KLD) zuriickgreifen,
teilweise in der Literatur auch relative Entropien genannt. Angepasst an das vorliegende Beispiel lauten
diese:

[ PdX)] P (p)

DiPx||Py) = E |log, ——| = Pylp) - log, .
(Px || Py) i O3 Pr(X) | iu () - logy Prij)
[ Py(X)] Zx - Pylp)

D[P‘J || P‘-l) =E ll}hg m = .P} []Hj' : ll}hj PR(FI) .

- - - =

Bei Verwendung des Logarithmus dualis (zur Basis 2) ist hierbei dem Zahlenwert die Pseudo—Einheit
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,,bit” hinzuzufligen.

In nebenstehender Ergebnistabelle ist die sog.
Kullback—Leibler—Distanz D(P||Py) in ,bit”

Poisson-Niiherung ¥ mit Rate A (m;= CFF: =A)

A=0514i=08 [Ai=104i=12|4Ai=2.0

zwischen der Binomial-PMF Py und einigen

. . . . H(¥)inbit | 1.339 (1.700| 77?7 (2236|2459
Poisson—Ndherungen Py  (mit fiinf

. in bi 2072(0.0515( 77?7 |0.0437|0.
verschiedenen  RatenA)  eingetragen. Die D(E || £) nbit |0.297210.0515 0.0437]0.4610

jeweilige Entropie H(Y), die ebenfalls von der H(X) in bit 1.793
RateA abhingt, ist in der ersten Zeile
angegeben.

Gegebene Binomialverteilung X

LA TR L 4 TGS

Die Spalten fiir A = 1 sind in den Teilaufgaben (c) und (d) zu erginzen. In der Teilaufgabe (f) sollen diese
Ergebnisse interpretriert werden.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 3.1. Um die numerischen Berechnungen in Grenzen zu halten,
werden folgende HilfsgroBBen vorgegeben; ,,lg” bezeichnet den Logarithmus zur Basis 10:

, (1. 4096 0.2043 _ (0.0512
A= 04006 - 1g 03679 +0.2048 - 1g 01839 +0.0512 - 1g 00615
(. 0064 (0. 0003
+ 0.0064 - 1g o +0.0003 - 1g oL - = (.021944 .

B = 0.1839 . 1g (0.1839) + 0.0613 - 1g (0.0613) + 0.0153 - 1g (0.0153) +
+ 0.0031 - 1g (0.0031) +0.0005 - 1g (0.0005) + 0.0001 - 1g (0.0001) = —0.24717 .

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 14/ 45 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu ""A3.4: KLD & Binomialverteilung"

a) Wie lauten die Kenngro3en der vorliegenden Binomialverteilung?
Hinweis: Geben Sie (maximal) eine Nachkommastelle ein.

I:

b) Welche Kullback—Leibler—Distanz sollte man hier verwenden?
€ Keine der beiden Distanzen ist anwendbar.
¢ D(Pyl|Py) ist besser geeignet.
C  D(Pyl|Py) ist besser geeignet.

€ Beide Kullback—Leibler—Distanzen sind anwendbar.

c) Berechnen Sie die geeignete Kullback—Leibler—Distanz (hier mit D bezeichnet)
fiir 1 = 1. Berticksichtigen Sie die angegebene Hilfsgrofie A'.

A=1: D = bit

d) Berechnen Sie die Entropie H(Y) der Poisson—Ndherung mit der Rate 1 = 1.
Berticksichtigen Sie die angegebene Hilfsgrofle B'.

A=1: HY) = bit

e) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?
™ H(Y)-Berechnung: Alle Terme haben gleiches Vorzeichen.

[~ D(Pyl||Py)-Berechnung: Alle Terme haben gleiches Vorzeichen.

f) Wie interpretieren Sie die vervollstindigte Ergebnistabelle?
[T Nach der Kullback—Leibler—Distanz solite man A = 1 wihlen.

[T 1=1 garantiert auch die beste Approximation H(Y) ~ H(X).
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen
Z3.4: Nochmals KL—-Distanz
¥ [ro|Be) | Be | @] 2D PEIR)

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion lautet:
Py-[.‘{} = [[}.2-]. 0.25.0.25. []'.E-]] .

4 0.0000(0.2500 | 0.5000|0.2500( 1.5000 m
10 050000 0100003000 01000 727 Ee

Die ZufallsgroBe X ist also gekennzeichnet 40 |0.2750{0.1750(0.2250 | 0.3250| 1.9634|3.76-107

1000 (02400 0.0600| 0.3000 (03000 777 B
® durch den Symbolumfang M = 4,

. . . 1 . 400 [0.2550)0.2450|0.2675|0.2325| 1.9981 (1.92-103
¢ mit gleichen Wahrscheinlichkeiten.
1000 J0.2250(0.2530| 0.250002720 777 77

Die Zufallsgrofie Y ist stets eine Naherung fir | 400 |0.2560|0.2463|0.2398]0.2580|1.9994 | 4.87-10~¢

X. Sie wurde per Simulation aus einer | 0009 0.2471|0.2570| 0.2548|0.2411|1.9905 | 1.63-10¢
Gleichverteilung gewonnen, wobei jeweils nur | 44000 [0.2448|0.2529| 0.2489|0.2534| 1.9900 |1.40-10~

N Zufallswerte ausgewertet wurden. Das heilit: (399 00]0.2518 |0.2511 0.2492| 0.2479| 2.0000 |2.74-10%
PY1), ..., Py(4) sind im herkommlichen Sinn | 499 opo |0.2488 |0.2504| 0.2492| 0.2516{ 2.0000 | 1.28-10%
keine Wahrscheinlichkeiten. Sie beschreiben © 2014 www LNTwww.de
vielmehr relative Haufigkeiten.

Das Ergebnis der sechsten Versuchsreihe (mit N = 1000) wird demnach durch die folgende
Wahrscheinlichkeitsfunktion zusammengefasst:

Py(X) =[0.225,0.253, 0.250., 0.272].

Bei dieser Schreibweise ist bereits beriicksichtigt, dass die Zufallsgrofen X und Y auf dem gleichen
Alphabet X = {1, 2, 3, 4} basieren.

Mit diesen Voraussetzungen gilt fiir die relative Entropie (englisch: Informational Divergence) zwischen
den Wahrscheinlichkeitsfunktionen P y(+) und Py("):

B P M _ Px(u)
D(F_YHP}-} = Ey [hh-,g m] = ZF.‘-{(FI) '1131-.-2 F&_u{} ‘

p=1
Man bezeichnet D(Py||Py) als Kullback—Leibler-Distanz. Diese ist ein MaB fir die Ahnlichkeit
zwischen den beiden Wahrscheinlichkeitsfunktionen Py(:) und Py(-). Die Erwartungswertbildung
geschieht hier hinsichtlich der (tatsichlich gleichverteilten) Zufallsgroe X. Dies wird durch die
Nomenklatur Ey{-] angedeutet.

Eine zweite Form der Kullback—Leibler—Distanz ergibt sich durch die Erwartungswertbildung hinsichtlich
der Zufallsgrofe Y = Ey[]:
Py (

X) o
DIPy || Px) = Ey|logy ——| = Py () - log,
(Py || Px) } |:Ul-:_ Px(.’i’}} z v (1) - logy

Py(p)
Pr(pe)

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 3.1 dieses Buches. Die Angaben der Entropie H(Y)
und der Kullback—Leibler—Distanz D(P{|Py) in obiger Grafik sind in ,bit” zu verstehen. Die mit ,,?2?”

p=1

versehenen Felder sollen von Thnen in dieser Aufgabe erginzt werden.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen Zufallsgrofen

Fragebogen zu "'73.4: Nochmals KL-Distanz"

a) Welche Entropie besitzt die Zufallsgrofe X?

HX) = bit

b) Wie grof3 sind die Entropien der Zufallsgro3en Y (Naherungen fiir X)?
N=1000: H(Y) = bit
N=100: H(Y) = bit
N=10: H(Y) = bit

¢) Berechnen Sie die folgenden Kullbback—Leibler—Distanzen.

N=1000: D(Px|Py) = bit
N=100: D(Px||Py) = bit
N=10: D(Py|Py - bit

d) Liefert D(Py||Py) jeweils exakt das gleiche Ergebnis?

C Ja.

C  Nein.

e) Welche Aussagen gelten flir die Kullback—Leibler—Distanzen bei N = 4?
[~ Esgilt D(Py{|Py) = 0.

Es gilt D(Py||Py) = 0.5 bit.

D(P]|Py) ist unendlich grof3.

Es gilt D(P4l|Py) = 0.

[ I R

Es gilt D(Py||Py) = 0.5 bit.

[~ D(Py||Py) ist unendlich gro83.

f) Andern sich H(Y) und D(Py]|Py) monoton mit N?

C Ja.

C  Nein.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

A3.5: Partitionierungsungleichung o : ,
Die Kullback-Leibler-Distanz (kurz KLD) wird :
auch in der ,Partitionierungsungleichung” (englisch: Py | U4 172 14
Partition Unequality) verwendet: = 3014 v LN Ty de
e Wir gehen von der Menge o, [118 374 18
X={r.o9.....
Lot 2,0 ot} 0 1 2

und den Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Px(X) = Pxlzy, xa..... Ta).

Qx(X) = Qxlwy, 1o, Tp)

aus, die in irgendeiner Form , dhnlich” sein sollen.
¢ Die Menge X unterteilen wir in die Partitionen Ay, ..., Ag, die zueinander disjunkt sind und ein

vollstindiges System ergeben:
K
U_{,- =X, And=olirl<:1#j3<K.
i=1
e Die Wahrschemlichkeitsfunktionen beziiglich der Partitionierungen A = {4}, Ay, ..., Ak}
bezeichnen wir im Folgenden mit
P = [Px(A1), .., Px(Ax)], wobei Py(4;) = Z Px(x),
e A;

QY = [Qx(A1). .. .Qx(Ag)].  wobei Qx(4) =D Qxl(x).

e A;

Die Partitionierungsungleichung liefert folgende Gréfenrelation hinsichtlich der Kullback—Leibler—
Distanzen:

D(PLY1QY) < D(Px||Qx).

In der Aufgabe (a) soll die Kullback—Leibler—Distanz der beiden Wahrscheinlichkietsfunktionen P y(X)
und Qy(X) fir X = {0, 1, 2} = |X]| =3 ermittelt werden. AnschlieBend soll die Menge X entsprechend

* A={A; Ay} mit A;={0} und Ay={l,2},
e B={B;,B,} mit By={l1} und B,={0,2},
e C={C,Cy} mt Cy{={2} und Cy,={0,1}
mit K = 2 partitioniert werden und es sollen die jeweiligen Kullback—Leibler—Distanzen
© DPKY) || Q)
o D) [ P,
* DPK) | )

angegeben werden. In Aufgabe (e) wird schlieBlich nach den Bedingungen gefragt, damit in der obigen
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Ungleichung das Gleichheitszeichen zutrifft.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 3.1. Die Wahrscheinlichkeitsfunktionen kdnnen aus obiger
Grafik abgelesen werden:

Py(X) = [1/4.1/2,1/4]

Qxl(X) = [1/8.3/4, 1/8].
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.1 Einige Vorbemerkungen m zweidimensionalen ZufallsgroSen

Fragebogen zu " A3.5: Partitionierungsungleichung"

a) Berechnen Sie die Kullback—Leibler—Distanz (KLD) allgemein.

D(P, || Qy) = (bit)

b) Welche KLD ergibt sich fiir die Partitionierung A; = {0}, Ay = {1, 2}?

DPW | QW) = (bit)

¢) Welche KLD ergibt sich fiir die Partitionierung B = {1}, B, = {0, 2}?

@B | Q®) = (bit)

d) Welche KLD ergibt sich fiir die Partitionierung C; = {2}, C, = {0, 1}?
I Das gleiche Ergebnis wie fiir die Partitionierung A.
™ Das gleiche Ergebnis wie fiir die Partitionierung B.

I Ein ganz anderes Ergebnis.

e) Unter welchen Bedingungen ergibt sich fiir aligemeines K die Gleichheit?
™ Es miissen |X] Gleichungen erfiillt sein.

[~ Firx € A; muss gelten: Py(x)/Qx(x) = Px(A;)/Qx(A)).
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler Zufallsgrofen

A3.6: Einige Entropieberechnungen

. . ) . H(XY)
Wir betrachten die beiden Zufallsgrélen XY und UV mit
den folgenden 2D—Wahrscheinlichkeitsfunktionen: H(X) H(Y]X)
AR AT 002 0.64 HX|)Y) |[I(X;Y)| H(Y]X)

W

o (0.068 0.132
P (U.V) = (u.z?z u.aza)

Fiir die ZufallsgroBe XY sollen in dieser Aufgabe berechnet werden:

.

¢ die Verbundentropie (englisch: Joint Entropy):
H(XY) = —E[lugg Py X. }}] .
¢ die beiden Einzelentropien:
H(X) = —E[log, Px(X)].
HY) = -E [lugg Py [1}] .
Daraus lassen sich entsprechend dem obigen Schema — dargestellt fiir die Zufallsgro3e XY — noch die
folgenden Beschreibungsgréf3en sehr einfach bestimmen:
¢ die bedingten Entropien (englisch: Conditional Entropies):
H(X|Y) = —E[log, Pxjy(X |Y)].
H(Y|X) = —E[lugj Py, Y |‘i_’}] .
¢ die Transinformation (englisch: Mutual Information) zwischen X und Y
Pxy(X.Y)
Px(X)- Py(Y)
Abschlie3end sind qualitative Aussagen hinsichtlich der zweiten Zufallsgro3e UV zu verifizieren.

I(X:Y) = E|log,

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Themengebiet von Kapitel 3.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie

Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Fragebogen zu "'A3.6: Einige Entropieberechnungen"

Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler ZufallsgroSen

a) Berechnen Sie die Verbundentropie.

H(XY) = bit
b) Welche Entropien weisen die 1D—ZufallsgroSen X und Y auf?
HX) = bit
H(Y) = bit
¢) Wie grof ist die Transinformation zwischen den Zufallsgro3en X und Y?
IX;Y) =
d) Berechnen Sie die beiden bedingten Entropien.
H(X]Y) = bit
H(Y|X) = bit

e) Welche der folgenden Aussagen treffen fiir die 2D—ZufallsgroBe UV zu?
" Die 1D-ZufallsgroBen U und V sind statistisch unabhingig.
™ Die gemeinsame Information von U und V = [(U; V) ist 0.
[ Fiir die Verbundentropie gilt H(UV) = H(XY).

[ Es gelten die Beziehungen H(U|V) = H(U) und H(V|U) = H(V).
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler ZufallsgroSen
A3.7: Nochmals Transinformation P (X, Y)
Wir betrachten das Tupel Z = (X, Y), wobei die Einzelkomponenten X und Y X
o , ) 01} 2
jeweils terndre ZufallsgroBen darstellen: ¥

X={0, 12}, Y={012}. 0 |1/9(1/9|1/9

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion Py (X, Y) beider Zufallsgrofen | 1 |1/9 |1/9 |1/9

ist oben angegeben. In der Zusatzaufgabe 73.7 wird diese Konstellation
ausflihrlich analysiert. Man erhdlt als Ergebnis:

2 11/911/9|1/9

® H(X)=H(Y)=log, (3)=1.585 bit, P, (X, W)

e H(XY)=log, (9) = 3.170 bit, %]

o J _ i 0| 1| 2
(‘Xvs Y) - 03

* H(Z)=H(XZ)=3.170 bi, o |1/0

e I(X, Z)=1.585 bit.

1 |1/9(1/9

Desweiteren betrachten wir hier die ZufallsgroBe W= {0, 1, 2, 3, 4}, deren
Eigenschaften sich aus der Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion Py (X, W) | 2 |1/9 [1/9 | 1/9

nach der unteren Skizze ergeben. Die Wahrscheinlichkeiten in allen weil3
hinterlegten Feldern sind jeweils 0.

L

1/91/9

Gesucht ist in der vorliegenden Aufgabe die Transinformation

e zwischen den Zufallsgrofen X und W = I(X; W), = e L s
e zwischen den ZufallsgroBen Zund W = [(Z; W).

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Kapitel 3.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler ZufallsgroSen

Fragebogen zu "' A3.7: Nochmals Transinformation"

a) Wie konnten die Grofen X, Y und W zusammenhingen? Es gilt
M w=Xx+Y,
M W=X-Y+2,

r W=Y-X+2.

b) Welche Transinformation besteht zwischen den ZufallsgroBen X und W?

IX; W) = bit

¢) Welche Transinformation besteht zwischen den Zufallsgrolen Z und W?
IZ;w) = bit

d) Welche der nachfolgenden Aussagen sind zutreffend?
[T Esgilt HZW) = HXW).
I~ Esgit HW|Z)=0.
[ Esgilt (Z, W) > I(X; W).
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler ZufallsgroSen
Z3.7: Tupel aus ternaren Zufallsgrof3en Py(X, Y)
Wir betrachten das Tupel Z = (X, Y), wobei die Einzelkomponenten X und Y X 0 1 5
jeweils terndre Zufallsgroflen darstellen = Symbolumfang |X] = |Y] = 3. Die ¥

gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion Py (X, Y) ist rechts angegeben. 0 |1/9(1/9|1/9
In dieser Aufgabe sind zu berechnen: 1 |1/9|1/9|1/9

¢ die Verbundentropie H(XY) und die Transinformation /(X; Y),
¢ die Verbundentropie H(XZ) und die Transinformation /(X; Z), 2 |1/9|1/911/9
e die bedingten Entropien H(Z|X) und H(X|Z). 2 2014 ww LNTwww. de

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Themengebiet von Kapitel 3.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler ZufallsgroSen

Fragebogen zu "'73.7: Tupel aus terniaren ZufallsgrofSen"

a) Berechnen Sie die folgenden Entropien.

H(X) = bit
H(Y) = bit
H(XY) = bit

b) Welche Transinformationen besteht zwischen den Zufallsgro3en X und ¥?

IX;Y) = bit

¢) Welche Transinformation besteht zwischen den Zufallsgro3en X und Z?

IX;Z) = bit

d) Welche bedingten Entropien bestehen zwischen X und Z?
H(Z|X) = bit
HX|7) = bit
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler Zufallsgrofen

A3.8: Bedingte Transinformation <1 v 1z 1w
Wir gehen von den statistisch unabhidngigen Zufallsgro3en X, ¥ und Z mit
den folgenden Eigenschaften aus: 1 1 1 2
Xe{l2), Ye{l2. Ze{l2}. 1213
2 1 1 3
Py X)=F(Y)=|1/2,1/2|, PzZ)=|p 1—p]|.
_\.(}' 1]':} [ ] f(} [E E] 2 2 1 4
Aus X, Yund Z bilden wir die neue ZufallsgroRe 1 1 2 4
W=(X+Y)-Z. 1 2 2 6
Damit ist offensichtlich, dass es zwischen den beiden ZufallsgrofSen X 2 1 2 6
und W statistische Abhingigkeiten gibt, die sich auch in der | 2 2 2 8
Transinformation /(X; W) # 0 zeigen werden. 2 2014 www LNTwww.de

AuBlerdem wird auch I(Y; W) # 0 sowie I(Z; W) # 0 gelten, worauf in dieser Aufgabe jedoch nicht ndher
eingegangen wird.

In dieser Aufgabe werden drei verschiedene Transinformationsdefinitionen verwendet:

o die herkémmliche Transinformation zwischen X und W:
HX;W)=H(X)-HX|W),.
¢ die bedingte Transinformation zwischen X und W bei gegebenem Festwert Z = z:
HX:W|Z=z)=H(X|Z=2z)—-H(X|W.Z=z).
e die bedingte Transinformation zwischen X und W bei gegebener Zufallsgrofe Z:
HX:W|Z)=H(X|Z)-H(X|WZ).
Der Zusammenhang zwischen den beiden letzten Definitionen lautet:

(X:W|Z)= > Pyz) IX:W|Z =2z).

z £ supp( Pz

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 3.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.2 Verschiedene Entropien zweidimensionaler ZufallsgroSen

Fragebogen zu "'A3.8: Bedingte Transinformation"

a) Wie grof3 ist die Transinformation zwischen X und W, falls stets Z =1 gilt?

IX;W|Z=1) = (bit)

b) Wie grof3 ist die Transinformation zwischen X und W, falls stets Z = 2 gilt?

IX;W|Z=2) = (bit)

¢) Nun gelte p = Pr(Z = 1). Wie grof} ist die bedingte Transinformation zwischen X
und W unter der Annahme, dass z € Z = {1, 2} bekannt ist?

p=12: IX;W|Z) = (bit)
p=3/4 IX;W|Z) = (bit)

d) Wie grof3 ist die unkonditionierte Transinformation?

p=12: IX;W) = (bit)
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen

A3.9: Transinformation beim BSC

Wir betrachten den Binary Symmetric Channel (BSC).

Fiir die gesamte Aufgabe gelten die Parameterwerte:

e Verfilschungswahrscheinlichkeit: ¢= 0.1,
e Wabhrscheinlichkeit fiir 0: py= 0.2,

e Wabhrscheinlichkeit fiir 1: p; =0.8.

Damit lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Quelle:

Px(X)=1(02,08).
und fiir die Quellenentropie gilt:

1 1
H(X) = -log, o + p1 - log, = Hypin(0.2) = 0.7219 bit.
0 1

In der Aufgabe sollen ermittelt werden:
¢ die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Sinke:
Pr(Y) = (Py(0). Py(1) ).
¢ die Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion:
Py (X.Y) = (pm pm) :

o P

e die Transinformation

. o Pxy(XY)
I(X;Y) = E[mh2 0, P&_(T_J .

e die Aquivokation:

1

HX|Y)=E|log, ——————|.
XY) [lh' P.x‘n'[xu'}]
e die Irrelevanz:
1
HY|X)=E|log, ——————|.
Y1X) [lh' Py x(Y |Y}]

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 3.3 Anwendung auf die Digitalsignaliibertragung

P(0)

P{0)

Py(1)

P((X)

Py(1)
Py(Y)

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 3.3. In der Aufgabe 73.9 wird die Kanalkapazitat Cggc
des BSC—Modells berechnet. Diese ergibt sich als die maximale Transinformation /(X; Y) durch

Maximierung beziiglich der Symbolwahrscheinlichkeiten py bzw. p; = 1 — p,,.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen Abschnitt: 3.3 Anwendung auf die Digitalsignaliibertragung

Fragebogen zu "' A3.9: Transinformation beim BSC"

a) Berechnen Sie die Verbundwahrschemlichkeiten P yy(X, Y).

PXY(O, 0) =
PXY(09 1) =
PXY(L 0) =

PXY(la 1) =

b) Wie lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion Py(Y)?

Py0) =
Py(1) =

¢) Welcher Wert ergibt sich fiir die Transinformation?

IX;Y) = bit

d) Welcher Wert ergibt sich fiir die Aquivokation?
HX]Y) = bit

e) Welche Aussage trifft fiir die Sinkenentropie H(Y) zu?

€ H(Y) ist nie grofer als H(X).

€ H(Y) ist nie kleiner als H(X).

f) Welche Aussage trifft fiir die Irrelevanz H(Y|X) zu?

€ H(YX) ist nie groBer als die Aquivokation H(X]Y).

€ H(Y|X) ist nie kleiner als die Aquivokation H(X]Y).
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen

7Z3.9: BSC—Kanalkapazitat

Die Kanalkapazitit C wurde von Claude E. Shannon als
die maximale Transinformation definiert, wobei sich die
Maximierung allein auf die Quellenstatistik bezieht:

"= max I(X;Y).
FPaiX)

Beim Bindrkanal mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
Py(X) = [py, p1] ist nur ein Parameter optimierbar,
beispielsweise p,. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine ,,1” ist
damit ebenfalls festgelegt: p; =1 — p,.

Die obere Grafik (rot hinterlegt) fasst die Ergebnisse fiir

den unsymmetrischen Binirkanal mitegy=0.01
und & = 0.2 zusammen, der im Theorieteil betrachtet
wurde. Die Maximierung flihrt zum Ergebnis p, = 0.55 =

p1 = 0.45, und man erhilt fiir die Kanalkapazitat:

. = 0.5779 bit.

o =103

Cpe = max I(X;Y)
Py X}

In der unteren Grafik (blaue Hinterlegung) sind die gleichen
informationstheoretischen Gréflen fiir den symmetrischen
Kanal= Binary Symmetric Channel (BSC) mit den
Verfilschungswahrscheinlichkeiten e =&, =¢ = 0.1
angegeben, der auch fiir die Aufgabe A3.9 vorausgesetzt
wurde.

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 3.3 Anwendung auf die Digitalsignaliibertragung

X=1

Py | HX) | HXIDIX; Y)H(Y]X)

0.40
0.45
0.50
0.55
0.60

0.9710
0.99238
1.0000
0.99238
0.9710

0.4372
0.4351
0.4276
0.4149
0.3974

0.5338
0.5577
0.5724
0.5779
0.5736

0.4655
0.4334
0.4014
0.3693
0.3372

a Anmraban n _ bit = F, [— T e da

X=1

H(X) HXIDIX; )

0.9710
0.9928
1.0000
0.9928
0.9710

0.4585
0.4664
0.4690
0.4664
0.4585

0.5125
0.5264
0.5310
0.5264
0.5125

0.40
0.45
0.50
0.55
0.60

In der vorliegenden Aufgabe sollen Sie fiir das BSC—Kanalmodell (zundchst fiir e = 0.1)

¢ die Entropien H(X), H(Y), H(X|Y), H(Y|X) analysieren,
¢ den Quellenparameter p, hinsichtlich maximaler Transinformation /(X; ¥) optimieren,

¢ somit die Kanalkapazitit C(¢) bestimmen, sowie

e durch Verallgemeinerung eine geschlossene Gleichung fiir C(€) angeben.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Thematik von Kapitel 3.3.
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Fragebogen zu ''73.9: BSC—Kanalkapazitit"

a) Welche Aussagen gelten fiir die bedingten Entropien beim BSC?

I~ Die Aquivokation ergibt sich zu H(X|Y) = Hy, (€).
[~ Die Irrelevanz ergibt sich zu H(Y/X) = Hy;, ().

[~ Die Irrelevanz ergibt sich zu H(Y|X) = Hy,;,(Po)-

b) Welche Aussage gilt fiir die Kanalkapazitdt Cggc des BSC—Modells?

™ Die Kanalkapazitit ist gleich der maximalen Transinformation.

[~ Die Maximierung flihrt beim BSC zum Ergebnis py = p; = 0.5.

c) Welche Kanalkapazitit ergibt sich abhingig vom BSC—Parameter ¢?

€=0: Cgsc = (bit)
e=0.1: CBSC = (b]I)
£=0.5: CBSC = (b]t)

d) Welche Kanalkapazitit ergibt sich abhidngig vom BSC—Parameter ¢?
e=1: Cggc = (bit)

£=10.9: CBSC = (b]t)
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 3 Information zwischen zwei wertdiskreten ZufallsgroSen

A3.10: Ausloschungskanal

Betrachtet wird ein Ausloschungskanal mit
e den M Eingingenx € X= {1, 2, ..., M}, und
e denM+ 1 Ausgingeny € Y= {1, 2, ..., M, E}.

Die Grafik zeigt das Modell fir den Sonderfall M = 4. Das
Sinkensymbol y = E berticksichtigt eine Ausloschung (englisch:
Erasure) fir den Fall, dass der Empfinger keine hinreichend
gesicherte Entscheidung treffen kann.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind fir 1 <y < M wie
folgt gegeben:

Gesucht ist

¢ die Kapazitit C; pc dieses M—ary Erasure Channels,

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 3.3 Anwendung auf die Digitalsignaliibertragung

¢ die Kapazitit Cgpc des Binary Erasure Channels als Sonderfall des obigen Modells.

Hinweis: Die Aufgabe beschreibt die Thematik von Kapitel 3.3. In dem obigen Schaubild sind
Ausloschungen (Wahrscheinlichkeit 1) blau gezeichnet und |, richtige Ubertragungswege” (also von X = u

nach Y= ) blau (1 < u < M).
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Fragebogen zu ""A3.10: Ausléschungskanal"

a) Welches Py(X) ist zur Kanalkapazitdtsberechnung allgemein anzusetzen?
™ Px(X)=(05,05),
- PyX)=01/M,1/M, ..., 1/M),

= Py(X)=(0.1,0.2,0.3,0.4).

b) Wie viele Wahrscheinlichkeiten p,, = Pr{(X = i) N (Y= )] sind # 0?

I~ GenauM - (M+1),
[T Genau M,

T Genau?2 - M.

¢) Wie grof ist die Sinkenentropie allgemein und flir M =4 und 1 = 0.2?

M=4,1=02: H(Y) = bit

d) Berechnen Sie die Irrelevanz. Welcher Wert ergibt sich flir M =4, 1 =0.2?

M=4,1=02: HYX) = bit

e) Wie grof ist die Kanalkapazitit in Abhdngigkeit von AM?
M=4: C = bit
M=2: C = bit

f) Wie lautet die Kanalkapazitit des BEC—Kanals in kompakter Form?
I_ CBEC =1 —/1,

™ Cgpc=1-Hpin().
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Z3.10: Extrem unsymmetrischer Kanal

Betrachtet wird der nebenstehend gezeichnete Kanal mit den Px(0) Py(0)
folgenden Eigenschaften:
® Das Symbol X = 0 wird immer richtig iibertragen und | | P3{1) Py(1)

fiihrt stets zum Ergebnis Y= 0. :
S . | BPxX) Py(Y)
® Das Symbol X = 1 wird maximal verfilscht. Aus Sicht
der Informationstheorie bedeutet diese Aussage:

Pr(Y =0| X =1) =Pr(Y = 1| X =1) = 0.5.

Zu bestimmen sind in dieser Aufgabe:
¢ die Transinformation /(X; Y) fiir Px(0) = py = 0.4 und Px(1) = p; = 0.6. Es gilt allgemein:
I(X:Y) = HX)- H(X|Y).
I(X:Y) = HY)- H(Y |X).
I(X:Y) = HX)+ H(Y)- HXY).
¢ die Kanalkapazitit:

C'=max I(X;Y).
P X))

Hinweis: Die Aufgabe beschreibt einen Teilaspekt von Kapitel 3.3. In der Aufgabe A3.13 sollen die
hier gefundenen Ergebnisse im Vergleich zum BSC—Kanal interpretiert werden.
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Fragebogen zu "'73.10: Extrem unsymmetrischer Kanal"

a) Berechnen Sie die Quellenentropie aligemein und fiir p = 0.4.

po=04: HX) = bit

b) Berechnen Sie die Sinkenentropie allgemein und fiir p, = 0.4.

po=04: H(Y) = bit

¢) Berechnen Sie die Verbundentropie allgemein und fiir p, = 0.4.

po=04: HXY) = bit

d) Berechnen Sie die Transinformation allgemein und fiir py = 0.4.

po=04: IX;Y) = bit

e) Welche Wahrscheinlichkeit p, fiihrt zur Kanalkapazitit C?

Maximierung: p, =

f) Wie groB ist die Kanalkapazitdt des vorliegenden Kanals?

C = bit

g) Wie grof3 sind die bedingten Entropien?
po gemiB (e): H(X]Y) = bit
H(Y|X) = bit
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A3.11: Streng symmetrische Kanile

Vorgegebener Kanal:
Die obere Grafik zeigt zwei streng symmetrische KamalA = C, y _,
Teilkandle A und B. Fin streng symmetrischer Kanal Pa T, 1-g--- —C}
(englisch: Strongly Symmetric Channel) ist dabei X=0 a L
J.U_-'i L 1—g - g O
e gleichmiBig dispersiv (uniformly dispersive) = 7 : ¥,=1
jedes Eingangssymbol u hat die gleiche Menge an PEPY.... 1 -
Ubergangswahrscheinlichkeiten:
[Pyiplylu): welU},

e zudem gleichmiBig fokussierend (uniformly
focusing) = jedes Ausgangssymbol y hat die

gleiche Ubergangswahrscheinlichkeitsmenge:
[Pyiolylu): yeY}.

Die Zufallsgrole U = {0, 1} tritt dabei direkt an den
Eingingen der Teilkandle A und B auf.

Die Kanalkaparzitdt eines streng symmetrischen Kanals
lasst sich sehr viel einfacher berechnen als im unsymmetrischen Fall. Hierauf wird jedoch in dieser
Aufgabe nicht ndher eingegangen.

Fiir die Kapazitit des Gesamtkanals gilt

C'=pa-Ca+pp-Ch.
Hierbei bezeichnet p, die Wahrscheinlichkeit, dass der Teilkanal A ausgewdhlt wird und C, dessen
Kapazitit. Entsprechendes gilt fiir den Teilkanal B.

Anschlieend soll auch die Kanalkapazitit des Binary Symmetric Error & Erasure Channel (BSEC)
nach der unteren Skizze (grau hinterlegt) ermittelt werden, indem der Zusammenhang hergeleitet wird
zwischen

® den Parametern p 4, pg und g des oben dargestelltern Teilkanalmodells, und
® den Parametern A und € des BSEC—Modells.

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 3.3. Entsprechend der Aufgabe 73.9 gilt
flir die Kanalkapazitit des BSC—Modells mit der Verfilschungswahrscheinlichkeit ¢:

Chsc = 1 — Hpinl=) .
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Fragebogen zu '"A3.11: Streng symmetrische Kanile"

a) Welche Kapazitit C 5 besitzt der Teikanal A?
™ Ca=1-Hyin(@)
" Ca=pa - [1-Hyin(@]

|_ CAZO.

b) Welche Kapazitit Cg besitzt der Teilkanal B?
I~ Cp=1-Hpin(9).
I~ Cg=pg-[1-Hpin(@]

|_ CB=0'

¢) Welche Kaparzitdt C besitzt der Gesamtkanal?
™ C=1-Hp(g).
" C=pa - [1-Hyn(@]

I~ C=0.

d) Wie gelangt man vom betrachteten Teilkanalmodell zum BSEC? Mit

I~ pA=A4,
I_ pAzl_/la
C pa=s

I~ pa=e(1-2)

e) Wie gelangt man vom betrachteten Teilkanalmodell zum BSEC? Mit

I~ g=4

I~ g=1-2,
I g=¢

™ g=¢-1)?

f) Berechnen Sie die BSEC—Kanalkapazitit fiir e = 0.08 und 1 = 0.2.

£=0.08,1=0.2: Cpgpc = bit

g) Wie grof3 ist die Kanalkapazitit des BSC—Kanals fiir € = 0.08?
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£=0.08: CBSC = bit
h) Wie grof3 ist die Kanalkapazitit des BEC—Kanals fiir 1 = 0.2?
A=10.2: CBFC = bit
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A3.12: Coderate und Zuverlissigkeit

Das Kanalcodierungstheorem von Shannon besagt unter
anderem, dass {iber einen Kanal mit beliebig Kkleiner
Blockfehlerwahrscheinlichkeit iibertragen werden kann, so
lange die Coderate R nicht grof3er ist als die Kanalkapazitat
C. Dieses Ergebnis erreicht man mit Kanalcodierung
(englisch: Channel Coding) bei sehr grolen Blocklingen: n
— oo, was mit einem beliebig groBen Aufwand verbunden
ist.

Diese Aussage basiert auf informationstheoretischen
Gesetzmifligkeiten, die Shannon selbst aufgestellt hat.
Shannon sagt nicht, wie diese ,,unendlich gute” Kanalcodierung aussehen muss, er beweist nur, dass es
sie gibt.

Der Umkehrschluss des Kanalcodierungstheorems sagt aus, dass mit einer Rate R > C keine fehlerfreie
Ubertragung moglich ist. Es gibt kein Codiersystem mit verschwindend kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit,
auch wenn die Codierung noch so aufwédndig und ausgekliigelt wire.

Vielmehr lassen sich fiir den Fall R > C zwei Schranken angeben:

e Ubertriigt man iiber einen diskreten gediichtnislosen Kanal (DMC) mit einer Rate R groBer als
die Kanalkapazitdt C, so gibt es eine Schranke fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

Pr = Hh_n]: (1 — %) = (),
]

e Soll die Bitfehlerwahrscheinlichkeit nach bestmoglicher Decodierung den Wert pg nicht

iberschreiten, so darf die Coderate einen vorgegebenen Grenzwert nicht unterschreiten:

'
R
1 - Hhiu [1“]5'-:)
In dieser Aufgabe sollen diese Gleichungen unter Verwendung der biniren Entropiefunktion
1 1
Hyin(p) = p-log, 7 + (1 —p) -logy 7—.

numerisch ausgewertet werden. Diese ist oben skizziert. Wegen 0 < pg < 1 und 0 < C/R <1 liegt das
Argument der Funktion H},;,(+) und deren Umkehrfunktion Hbin’l(-) stets zwischen 0 und 1.

Hinweis: Die vorliegende Aufgabe behandelt einen Teilaspekt von Kapitel 3.3. Die Werte der biniren
Entropiefunktion werden zum Beispiel durch das folgende Flashmodul bereitgestellt:

Entropien von Nachrichtenquellen
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Fragebogen zu '"A3.12: Coderate und Zuverlassigkeit"

a) Wie lautet die untere Bitfehlerwahrscheinlichkeitsschranke fiir R/C = 4?

RIC=4: pgmin =

b) Mit welcher Rate kann man iber einen Kanal mit der Kanalkapazitdt
C = 0.5 (bit) bei gegebener Grenz—Fehlerwahrscheinlichkeit tibertragen?

pp=0.1: R, .« =

pp=0.05: R ., =

c) Welche Relation besteht zwischen Hjy;,(p) und der Nédherung p - log, 1/p?
I~ Es gilt Hyin(p) <p - log, 1/p.
I~ Es gilt Hy,iy(p) > p - log, 1/p.

™ Hpin(p) —p - logy 1/p wird um so kleiner, je kleiner p ist.

d) Welche der folgenden Gleichungen sind obere Schranken fiir die Rate?

M RC < [1-Hypppl L,

™ RIC < [1+pg-log, pp)],

" R'/C < 1-pg-log (pp),

™ R"C < 1+i pg/lg2) fir pg=10"
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A3.13: Kanalcodierungstheorem

Shannons Kanalcodierungstheorem besagt, dass iiber
einen diskreten geddchtnislosen Kanal (DMC) mit der
Coderate R fehlerfrei {ibertragen werden kann, so lange R
nicht grof3er ist als die Kanalkapazitit

C'=max I{X:Y).

Py XY}

Das Kanalcodierungstheorem soll in dieser Aufgabe
numerisch ausgewertet werden, wobei zwei typische
Kanalmodelle zu betrachten sind:

e das BSC-Modell (Binary Symmetric Channel)

mit Verfilschungswahrscheinlichkeit € = 0.25 und !

der Kanalkapazitit C = 1 — Hy,(¢),

e das sog. EUC-Modell (Extremely Unsymmetric
Channel) entsprechend der Aufgabe 73.10 (diese
Bezeichnung ist nicht allgemein iiblich).

Hinweis: Diese Aufgabe gehdrt zum Themengebiet von
Kapitel 3.3. Die Grafiken zeigen die numerischen Werte
der informationstheoretischen Grofen fir die beiden
Kanile ,,.BSC” und ,,EUC™:

der Quellenentropie H(X),
der Aquivokation H(X]Y),
der Transinformation /(X; Y),
der Irrelevanz H(Y1X), und

e der Sinkenentropie H(Y).

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
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X=1

H(X)

HXIEI(X; ) H(YX)

0.7216
0.7895
0.8113
0.7895
0.7216

0.30
0.40
0.50
0.60
0.70

0.8813
0.9710
1.0000
0.9710
0.8813

0.1597
0.1815
0.1887
0.1815
0.1597

0.8113
0.8113
0.8113
0.8113
0.8113

H AnFaben { Dl

X=10
o

Kanalmodell , . ETIC*

X=1

H(X)

H(XIE)I(X; )| H(YX)

0.6472
0.6897
0.6887
0.6490
0.5715

0.8813
0.9710
1.0000
0.9928
0.9710

0.30
0.40
0.50
0.60
0.70

0.2341
0.2813
0.3113
0.3219
0.20938

0.7000
0.6000
0.5000
0.4000
0.3000

Der Parameter in diesen Tabellen ist py = Pr(X = 0) im Bereich von 0.3 bis 0.7. Entsprechend gilt fiir die

Wahrscheinlichkeit des Quellensymbols ,,1”: p; =1 — py.

Die (mittlere) Bitfehlerwahrscheinlichkeit wird in den Fragen mit pg bezeichnet.
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Fragebogen zu "' A3.13: Kanalcodierungstheorem"

a) Welche Aussagen gelten fiir uncodierte Ubertragung (R = 1), wenn man von
Po =p1 = 0.5 ausgeht?

I~ Mit BSC ergibt sich eine kleinere Bitfehlerwahrscheinlichkeit.

™ Mit EUC ergibt sich eine kleinere Bitfehlerwahrscheinlichkeit.

™ Beide Modelle fiihren zur gleichen Bitfehlerwahrscheinlichkeit.

b) Lasst sich bei R =1 durch andere p, p; das Ergebnis (formal) verbessern?

[~ Beibeiden Kanilen.
[~ Beim BSC—Modell.
[~ Beim EUC—Modell.

[~ Beikeinem Modell.

c¢) Uber welchen Kanal Esst sich mit der Rate R = 0.16 fehlerfrei iibertragen?
I Beibeiden Kanilen.
[~ Beim BSC-Modell
" Beim EUC-Modell.

[T Beikeinem Modell.

d) Uber welchen Kanal sst sich mit der Rate R = 0.32 fehlerfrei iibertragen?
I Beibeiden Kanilen.
™ Beim BSC-Modell
" Beim EUC-Modell.

[T Beikeinem Modell.

e) Uber welchen Kanal Esst sich mit der Rate R = 0.48 fehlerftei ibertragen?
I Beibeiden Kanilen.
[~ Beim BSC-Modell
™ Beim EUC-Modell.

[~ Beikeinem Modell.
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A3.14: Data Processing Theorem
Wir betrachten die folgende Datenverarbeitungskette:

¢ Bindre Fingangsdaten X werden durch den Prozessor 1
verarbeitet, der durch bedingte Wahrscheinlichkeiten
(Pyx) beschreibbar ist. Dessen Ausgangsgrofie ist Y.

¢ Ein zweiter Prozessor mit der Zufallsgrole ¥ am Eingang
und der Zufallsgrofe Z am Ausgang ist durch Py

gegeben. Z hingt allein von Y ab (entweder deterministisch
oder stochastisch) und ist unabhingig von X:

Pyxv(z|r.y) = Pzv(zl|y).
Hierbei wurde folgende Nomenklatur benutzt:
reX={01}., yel¥Y={01}., ze24={01}.

Die Verbund—Wahrscheinlichkeitsfunktion (englisch: Joint Probability Mass Function) lautet:
Pxyz(x,y,2) = Px(x) - Pyix(ylx) - Pzy(z]y).

Das bedeutet auch: X - Y — Z bilden eine Markovkette. Fiir eine solche gilt das Data Processing
Theorem mit folgender Konsequenz:

I(X:Z) < [X:Y).
I(X:Z2) <= I[Y: Z).
Das Theorem besagt somit:

e Man kann durch Manipulation (Processing) der Daten Y keine zusétzliche Information iiber den
Eingang X gewinnen.

e Datenverarbeitung (durch den Prozessor 2) dient nur dem Zweck, die Information tiber X besser
sichtbar zu machen.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 3.3.
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Fragebogen zu '"A3.14: Data Processing Theorem"

a) Wie Iisst sich das Ergebnis /(X; Y) = 1 — Hy;,(p) herleiten?

I~ Uber die Eigenschaften eines streng symmetrischen Kanals.

I~ Weil Hy;,(p) eine konkave Funktion ist.

[~ Das Ergebnis gilt fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion P y(X).

b) Welche Transinformation ergibt sich fiir den Prozessor 1 mit p = 0.1?
p=01: I(X;Y) = (bit)

¢) Welche Transinformation ergibt sich flir den Prozessor 2 mit g = 0.2?

q=0.2: I(Y;2) = (bit)

d) Welche Transinformation ergibt sich flir das Gesamtsystem?

p=01,4=02: IX;2Z) = (bit)

e) Erfiillt dieses Beispiel das Data Processing Theorem?
C Ja.

€  Nein.
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