Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

A4.1: WDF, VTF und Wahrscheinlichkeit

Zur Wiederholung einiger wichtiger Grundlagen aus dem Buch
Stochastische Signaltheorie beschiftigen wir uns mit P T

¢ der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF), 0.7 ==~ T

¢ der Verteilungsfunktion (VTF). 03----- ®
Die obere Darstellung zeigt die Verteilungsfunktion /' y(x) einer 0.1 '— !
wertdiskreten ZufallsgroBe X. Die zugehorige WDF fy(x) ist in -
der Teilaufgabe (a) zu bestimmen. Die Gleichung Jr0),
Pr(A < X < B) = Fx(B) — Fx(A) = A

B4

= lim /.f}.;(.r} dx

Ly | |
Ads

stellt zwei Moglichkeiten dar, um die Wahrscheinlichkeit fiir das _a _’1 + 1 +:1 =1_.
Ereignis ,,.Die Zufallsgrof3e X liegt in einem Intervall” aus der VTF
bzw. der WDF zu berechnen.

Die untere Grafik zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

foly) = 1/2 cos?(mfd-y)  fir |yl <2
i) = 0 fiir y < —-2undy > 42

einer wertkontinuierlichen Zufallsgro3e Y, die auf den Bereich |Y] < 2 begrenzt ist.

Prinzipiell besteht bei der kontinuierlichen Zufallsgréfle Y der gleiche Zusammenhang zwischen WDF,
VTF und Wahrscheinlichkeiten wie bei einer diskreten ZufallsgroBe. Sie werden trotzdem einige
Detailunterschiede feststellen. Beispielsweise kann bei der kontinuierlichen Zufallsgréfle Y in obiger
Gleichung auf den Grenziibergang verzichtet werden, und man erhilt vereinfacht:

B
PriA <Y < B) = Fv(B) — Fv(4) = fyrly) dy.

o A

Hinweis: Die Aufgabe dient zur Vorbereitung der in Kapitel 4.1 dargelegten Thematik. Niitzliche
Hinweise zur Losung dieser Aufgabe und weitere Informationen zu den wertkontinuierlichen
ZufallsgrofBen finden Sie im Kapitel 3 des Buches ,,Stochastische Signaltheorie”.

Gegeben ist zudem das folgende unbstimmte Integral:

[ cos®(An) dn =

—
——

1
—_ . sin(?
+ 11 sin(2An).

(]|
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Fragebogen zu ""A4.1: WDF, VTF und Wahrscheinlichkeit"

a) Bestimmen Sie die WDF fy(x) der wertdiskreten ZufallsgroBe X. Welche der
folgenden Aussagen sind zutreffend?

[T Die WDF setzt sich aus fiinf Diracfunktionen zusammen.
" Esgilt Pr(X=0)= 0.4 und Pr(X=1)=0.2.

[T Esgilt Pr(X=2)=0.4.

b) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
Pr(X>0) =
Pr(X|<1) =
c) Welche Werte ergeben sich fiir die Verteilungsfunktion Fy(y) = Pr(¥Y <y) der

wertkontinuierlichen Zufallsgrof3e Y, insbesondere:

Fyly=0) =
Fyy=1) =
Fyy=2) =

d) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Y= 0 ist?

Pr(Y=0) =

e) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
™ Das Ergebnis Y= 0 ist unmdglich.

I Das Ergebnis Y = 3 ist unmdglich.

f) Wie groB sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten?

Pr(Y>0) =
Pr(Y] <1)
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie

Z4.1: Momentenberechnung

Die Grafik zeigt oben die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
(WDF) der Exponentialverteilung:

Ax -exp(—A-x) firz > 0.
fxlx) = Ay /2 fiir x = 0,
(0 fiir o < 0.

Darunter gezeichnet ist die WDF der Laplaceverteilung, die fiir
alle y—Werte wie folgt angegeben werden kann:

friy) = Ay - exp(=A-Jy]).

Die zwei wertkontinuierlichen Zufallsgroen X und Y sollen
hinsichtlich der folgenden Kenngrof3en verglichen werden:

¢ dem linearen Mittelwert 7, (Moment erster Ordnung),
® dem Moment zweiter Ordnung = m,,
e der Varianz o® = m, — m;? (Satz von Steiner), und

e der Streuung o.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Exponential-
verteilung:

Jx(x)

Laplace-
verteilung:

L

1/i ¥

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Kapitel 4.1 des vorliegenden Buches. Sie fasst gleichzeitig die
erforderlichen Vorkenntnisse von Kapitel 3 des Buches ,Stochastische Signaltheorie” zusammen.

Gegeben sind aulerdem die beiden unbestimmten Integrale:

_M.m 1 et 2 3\
I[.r-v E'I:(—}L}fl[_ x—1).

2 Az L, X 2r 2
T~ -.e dr = e N el A
[ (_A A2 }l.i)
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Fragebogen zu ''74.1: M omentenberechnung"

a) Wie grof3 ist der Maximalwert A y der WDF f(x)?
I_ AX = /1/2,
I AX = /13

b) Wie groB ist der Maximalwert Ay der WDF f(y)?
I~ Ay=2172,
I_ AY= /19

I_ AY: 1//1

c) Gibt es ein Argument z, so dass f(z) = fy(z) gilt?
C Ja.

C  Nein.

d) Welche Aussagen gelten fiir die Kenngréfen der Exponentialverteilung?

[~ Der lineare Mittelwert ist m; = 1/1.
™ Der quadratische Mittelwert ist m, = 2/A%.

" Die Varianz ist o2 = 1/12.

e) Welche Aussagen gelten flir die Kenngrof3en der Laplaceverteilung?

I~ Der lineare Mittelwert ist m; = 1/A.
™ Der quadratische Mittelwert ist 71, = 2/12.

I Die Varianz ist 0% = 1/A2.

f) Mit welcher Wahrscheinlichkeiten unterscheidet sich die Zufallsgrofe (X bzw. Y)
vom Mittelwert m betragsmif3ig um mehr als die Streuung g?

Exponential: Pr(lX — my|>oy) =

Laplace: Pr(|Y-—my|>oy) =
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie
A4.2: Dreieckformige WDF e
X
Betrachtet werden zwei Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (kurz 4
WDF) mit dreieckformigem Verlauf: L R
e Die Zufallsgrofle X ist auf den Wertebereich von 0 und 1
begrenzt, und es gilt flir die WDF (obere Skizze)
. 20 tar0<xr <1 .
fxlx) = { () sonst ' 0 1 X
e Die ZufallsgroBe Y besitzt gemidB der unteren Skizze die f)
folgende WDF: 1
. 1=y furfyl =1
frly) = { 0 sonst r . —>
-1 0 1 }
® Der Zusammenhang zwischen den zwei Zufallsgroflen ist

durch die Gleichung X = || gegeben.

Fiir beide Zufallsgroen soll jeweils die differentielle Entropie ermittelt werden. Beispielsweise lautet
die entsprechende Gleichung fiir die Zufallsgrof3e X:

h(X)= — / fx(x) log [fx(x)] de mit  supp(fx) = {z: fx(z) > 0}.
riupi:n(f_\-}
Verwendet man den natiirlichen Logarithmus, so ist die Pseudo—Einheit ,;nat” anzufligen. Ist das Ergebnis

dagegen in ,bit” gefragt, so ist der Logarithmus dualis = ,log,” zu verwenden.

In der Teilaufgabe (d) wird die neue Zufallsgrofle Z = A - Y betrachtet. Der WDF—Parameter A ist so zu
bestimmen, dass die differentielle Entropie der neuen Zufallsgrof3e Z genau 1 bit ergibt:

hZ)=h(A-Y) =h(Y) +log, (A) = 1bit.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1. Vorgegeben ist das folgende
unbestimmte Integral:

f:, n(¢)de = ¢ [1"2““} - ﬂ -
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Fragebogen zu "' A4.2: Dreieckformige WDF"

a) Berechnen Sie die differentielle Entropie der Zufallsgrof3e X in ,,nat”.

hX) = nat
b) Welches Ergebnis erhédlt man mit der Pseudoeinheit ,bit”?

hX) = bit
¢) Berechnen Sie die differentielle Entropie der Zufallsgrof3e Y.

h() = bit

d) Bestimmen Sie den WDF—Parameter A, so dass #(Z) = h(A - Y) = 1 bit gilt.

h(Z)=1bit: A =
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

74.2: Gemischte Zufallsgro8en

Man spricht von einer gemischten Zufallsgrdfe, wenn die 1

Jx(x)
sl s
Zufallsgrée neben einem kontinuierlichen Anteil auch noch

diskrete Anteile beinhaltet.
Die Zufallsgrofle Y mit der Verteilungsfunktion Fy(y)

gemdll der unteren Skizze besitzt beispielsweise sowohl

einen kontinuierlichen als auch einen diskreten Anteil. Die 025
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion /y(y) erhdlt man aus
Fy(y) durch Differentiation. Aus dem Sprung beiy = 1 in ,
der Verteilungsfunktion (VTF) wird somit ein ,,Dirac” in der
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF).

In der Teilaufgabe (d) soll die differentielle Entropie 4(Y) der 1{--—--

Zufallsgrofle Y ermittelt werden (in bit), wobei von folgender
Gleichung auszugehen ist:

hY) = - [ frrly) -logy [fy(y)] dy.

supp( fy)

In der Teilaufgabe (b) ist die differentielle Entropie 4(X) der : :
ZufallsgroBe X zu berechnen, deren WDF fy(x) oben +1 +2

2=
B in

th h

L 2

skizziert ist. Fiihrt man einen geeigneten Grenziibergang
durch, so wird auch aus der Zufallsgro3e X eine gemischte Zufallsgrof3e.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Kapitel 4.1 des vorliegenden Buches. Weitere Informationen zu
gemischten ZufallsgroBBen finden Sie im Kapitel 3.2 des Buches ,,Stochastische Signaltheorie”.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Fragebogen zu ''74.2: Gemischte ZufallsgroBen"

a) Wie grof3 ist die WDF-Hohe A von fy(x) um X = 1?

7 A=0.5/,
7 A=0.5/e+0.25,

I A=1/

b) Berechnen Sie die differentielle Entropie flir verschiedene e-~Werte.

e=0.1: h(X) = bit
e=0.01: A(X) = bit
=0.001: A(X) = bit

c) Welches Ergebnis liefert der Grenzwert ¢ —» 0?

[~ fx() hat nun einen kontinuierlichen und einen diskreten Anteil.

I Die differentielle Energie /(X) ist negativ.

™ Der Betrag |k(X)| ist unendlich groR.

d) Welche Aussagen treffen fiir die Zufallsgrofe Y zu?
[T Der VIF-Wert an der Stelle y = 1 ist 0.5.
[T Ybeinhaltet einen diskreten und einen kontinuierlichen Anteil.
™ Der diskrete Anteil Y= 1 tritt mit 10% Wahrscheinlichkeit auf.
I Der kontinuierliche Anteil von Y ist gleichverteilt.

[ Die differentiellen Entropien von X und Y sind gleich.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

A4.3: WDF- leich beziiglich
2 RiETsleic be gshe h(X) WDF | Differentielle Entropie i1(.X)
Nebenstehende Tabelle zeigt das Vergleichsergebnis v PR
hinsichtlich der differentiellen Entropie 2(X) fiir /) og (Iy-A) %2 -log (I -0
¢ die Gleichverteilung = fy(x) =/f1(x): J1(x) I, =12 I, =12
oy [ 1/24) fire] < A | r—er | s
filz) = { (0 sonst J1) = L
e die Dreieckverteilung = fy(x) =/>(x): J3(x) — I}, =2¢?
- AL |al/A] firld <4 |fieo | L=2e2 | =77
,Ff['r} = ' [_} ' . ; s - 5
sonst - -

¢ die Laplaceverteilung = fy(x) =/5(x):
falz) = A/2 - exp[—A- |z]].
Die Werte fiir die GauBlverteilung = fy(x) = f4(x)

fale) = \/'}l——g cexp[—*/(207)]

)

sind hier noch nicht eingetragen. Diese sollen in den Teilaufgaben (a) bis (c) ermittelt werden.
Alle hier betrachteten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen sind
e symmetrischumx =0 = fy(—x)=/fy(x)
¢ und damit mittelwertfrei = m;=0.
In allen hier betrachteten Fallen kann die differentielle Entropie wie folgt dargestellt werden:
e Unter der Nebenbedingung | X| < A = Spitzenwertbegrenzung:
h(X) =log (I A).

e Unter der Nebenbedingung E[IX]Z] <g® = Leistungsbegrenzung:
h(X) =1/2-log (I1. - 7).
Je grofer die jeweilige KenngroBe I’y bzw. I ist, desto giinstiger ist bei der vereinbarten

Nebenbedingung die vorliegende WDF hinsichtlich der differentiellen Entropie.
Hinweis: Die Aufgabe gehtrt z7um Themengebiet von Kapitel 4.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt:

Fragebogen zu ""A4.3: WDF-Vergleich beziglich A(X)"

4.1 Differentielle Entropie

a) Welche Gleichung gilt fiir den Logarithmus der Gau3—WDF?

I )] =hA-x¥Q20% mit A=Ffx=0),

I~ m[fx)]=A-h¥? mt A=fyx=0).

b) Welche Gleichung gilt fiir die differentielle Entropie der Gau3—WDEF?
- hX)=1/2-In (277e02) mit Pseudoeinheit ,,nat”.

™ h(X)=1/2 - log, (2red?) mit Pseudoeinheit , bit”.

c) Erginzen Sie den fehlenden Eintrag (Gauf3) in obiger Tabelle.

FL:

d) Welche Werte erhdlt man fiir die GauB—WDF mit Gleichanteil m; = o = 1?

Plo® =
h(X) = bit

e) Welche der Aussagen stimmen fiir die differentielle Entropie #(X) unter der
Nebenbedingung ,,Leistungsbegrenzung’”?

™ Die GauBverteilung fiihrt zum maximalen /£(X).
™ Die Gleichverteilung fiihrt z7um maximalen A(X).

™ Die Dreieck—WDF ist sehr ungiinstig, da spitzenwertbegrenzt.

f) Welche der Aussagen stimmen bei ,Spitzenwertbegrenzung” auf den Bereich
|X] < A? Die maximale differentielle Entropie A(X) ergibt sich fiir

[T eine GauB—~WDF mit anschlieBender Begrenzung = |X| < A,
" die Gleichverteilung,

[ die Dreieckverteilung,
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie

74 .3: Exponential- und Laplaceverteilung

Wir betrachten hier die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
(WDF) zweier wertkontinuierlicher Zufallsgrof3en:

® X ist exponentialverteilt (sieche obere Darstellung): Fiir
x <0 ist fy(x) = 0, und fiir positive x—Werte gilt:

frle) = N e

e Dagegen gilt fir die laplaceverteilte ZufallsgroBle ¥ im
gesamten Bereich —oo < y < +oo (untere Skizze):

friy)=A/2. e Wl

Zu berechnen sind die differentiellen Entropien £(X) und A(Y)
abhdngig vom WDF-Parameter 1. Zum Beispiel gilt:

h(X) = —/ fxlx) -log, [fx(z)] d.

x Esupplfy)

Bei Verwendung von ,Jog,” ist die Pseudo—Einheit ,bit” anzufiigen.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Exponential-
verteilung:

Jx(x)

Laplace-
verteilung:

In den Teilaufgaben (b) und (d) ist die differentielle Entropie in folgender Form anzugeben:
h(X)=1/2-log(IL-a%) baw. h(Y)=1/2-log (L -07).

Zu ermitteln ist, durch welche Faktoren/} die Exponentialverteiung und die Laplaceverteilung

charakterisiert werden.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Themengebiet von Kapitel 4.1. Fiir die Varianzen der
beiden betrachteten Zufallsgroen gilt, wie in Aufgabe Z4.1 hergeleitet:

e Exponentialverteiing = ZufallsgroBe X: o2 = 1/12,
e Laplaceverteiung = Zufallsgrofle Y: 0% =2/12.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 11/34

Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

Fragebogen zu "'74.3: Exponential- und Laplaceverteilung"

a) Berechnen Sie die differentielle Entropie der Exponentialverteilung.
A=1: h(X) = bit

b) Welche KenngroBe ergbt sich fiir die Form 4(X) = 1/2 - log, (/7. - a)?

Exponentialverteilung: I7 =

¢) Berechnen Sie die differentielle Entropie der Laplaceverteilung.
A=1: hY) = bit

d) Welche Kenngrofe ergibt sich fiir die Form A(Y) = 1/2 - log, (17, - 02)?

Laplaceverteilung: I =
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

A4.4: Zusammenhang h(X) und H(Z)

Wir betrachten die zwei wertkontinuierlichen ZufallsgrofSen X
und ¥ mit den Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f(x) und

fy(v). Fiir diese Zufallsgré3en kann man

£

e die herkommlichen Entropien H(X), H(Y) nicht angeben,

® jedoch aber die differentiellen Entropien A(X) und A(Y). 12 x

Wir betrachten auerdem zwei wertdiskrete Zufallsgroen: 'ﬁ(v]u

L 4

-—1/2

® Zy ) ergbt sich durch (geeignete) Quantisierung der

L )

Zufallsgrofe X mit der Quantisierungsstufenzahl M = = |
Quantisierungsintervallbreite A = 0.5/M.

* Die ZufallsgroBe Zy , ergibt sich nach Quantisierung der wertkontinuierlichen Zufallsgrofle ¥ mit
der Quantisierungsstufenzahl M = Quantisierungsintervallbreite A = 2/M.

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen dieser diskreten Zufallsgroen setzen sich jeweils aus M
Diracfunktionen zusammen, deren Impulsgewichte durch die Intervallfichen der zugehdrigen
wertkontinuierlichen Zufallsgroflen gegeben sind. Daraus lassen sich die Entropien H(Zx ) und H(Zy )

in herkommlicher Weise (entsprechend Kapitel 3) bestimmen.
Im Theorieteil wurde auch eine Niherung angegeben. Beispielsweise gilt:
H(Zx ) = —log, (4) + h(X),
Sie werden im Laufe der Aufgabe feststellen, dass bei rechteckformiger WDF = Gleichverteilung diese
,Naherung” genau das gleiche Ergebnis liefert wie die direkte Berechnung,

Aber im allgemeinen Fall — zum Beispiel bei dreieckformiger WDF — stellt obige Gleichung tatsichlich
nur eine Nidherung dar, die erst im GrenzfalA — 0 mit der tatséchlichen Entropie H(Zy )

tbereinstimmt.

Hinweis: Die Aufgabe gehtrt z7um Themengebiet von Kapitel 4.1.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie

Fragebogen zu "' A4.4: Zusammenhang h(X) und H(Z)"

Abschnitt: 4.1 Differentielle Entropie

a) Berechnen Sie die differentielle Entropie A(X).

h(X) = bit
b) Berechnen Sie die differentielle Entropie A(Y).
h(Y) = bit
¢) Berechnen Sie die Entropie der wertdiskreten ZufallsgroBen Zy 37— 4.
direkte Berechnung: H(Zx pr-4) = bit
mit Naherung: H(Zx pr-4) = bit
d) Berechnen Sie die Entropie der wertdiskreten Zufallsgroe Zy 3/ 4.
mit Naherung: H(Zy, pr—4) = bit
e) Berechnen Sie die Entropie der wertdiskreten Zufallsgrofie Zy 5, g.
mit Naherung: H(Zy;s-g) = bit

f) Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?
™ Die Entropie einer diskreten Zufallsgrof3e Z ist stets H(Z) > 0.

Die differentielle Entropie einer kontinuierlichen Zufallsgrofle X ist
stets h(X) > 0.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

A4.5: I(X; Y) aus fyy(x,y) .
Vorgegeben sind hier die drei unterschiedlichen 2D—-Gebiete
JSxy(x,y), die in der Aufgabe nach ihren Fiillfarben mit

I

¢ rote Verbund—WDF, = fxrly)=C

e blaue Verbund—WDF,
e griine Verbund—WDF

L J

(3
o

bezeichnet werden. In den dargestellten Gebieten gelte jeweils
JSxy(x,y) = C = const.

Die Transinformation zwischen den wertkontinuierlichen
ZufallsgroBen X und Y kann unter anderem nach folgender Sxr(ow) =C
Gleichung berechnet werden: 2 4 x

HX:Y) = h(X)+ A(Y) - h(XY). 1 frerle,¥)=C

Fir die hier verwendeten differentiellen Entropien gelten die

folgenden Gleichungen:

AX) = — [ fxla) Tog [fx(0)] dr,

xcsupp( fx)

h(Y) =— f fy(y) - log [fy(y)] dy.

g = suppl fv)

hXY)= — f fxv(z.y) - log [fxy (z.y)] dr dy.

() € suppl fxv)

Fiir die beiden Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen gilt dabei:
fxlx) = f fxviry)dy,  frly) = f fxv (e y) dr.
g £ suppi fvd x £ suppi fad

Hinweis: Die Aufgabe gehtrt zum Themengebiet von Kapitel 4.2. Gegeben seien zudem folgende
differentielle Entropien:

o [st X dreieckverteilt zwischen x ;, und X, SO gilt:
h[-f} = lﬂg [\/F [-Eum_\c - -Emiu}l.":?]-
o [st Y gleichverteilt zwischen y i, und V.5, SO gilt:

h[y} = LUg [Hmﬁ.\c - ymiu]-

o Alle Ergebnisse sollen in ,bit” angegeben werden. Dies erreicht man mit ,Jog” = ,log,”.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Fragebogen zu "A4.5: I(X; Y) aus fxy(x, )"

a) Wie grof3 ist die Transinformation der roten Verbund—WDEF?

rote Verbund-WDF: I(X;Y) = bit

b) Wie grof ist die Transinformation der blauen Verbund—WDEF?

blaue Verbund-WDF: I(X;Y) = bit

c) Wie groB ist die Transinformation der griinen Verbund—WDEF?

griine Verbund-WDF: I(X;Y) = bit

d) Welche Voraussetzungen miissen die Zufallsgrolen X und Y gleichzeitig erfiillen,
damit allgemein /(X; Y) = 1/2 - log (e) gilt:

I~ Die Verbund—WDF fyy(x, y) ergbt ein Parallelogramm.

I Eine der ZufallsgroBen (X oder Y) ist gleichverteilt.

[T Die andere ZufallsgroBe (Y oder X) ist dreieckverteilt.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Z4.5: Nochmals Transinformation Verbund_WDF- ¥

Die Grafik zeigt oben die in dieser Aufgabe zu
betrachtende Verbund—-WDF fyy(x, y), die identisch

ist mit der ,,griinen” Konstellation in Aufgabe A4.5.
Die Skizze ist in der y—Richtung um den Faktor 3

vergroflert. Im griin hinterlegten Definitionsgebiet ist die
Verbund—WDF konstant gleich C = 1/F, wobei F' die
Fliache des Parallelogramms angibt.
In der Aufgabe A4.5 wurden folgende differentielle h(X]Y) h(Y)
Entropien berechnet: XY |I(X;Y)
h(X) = log(A).
h(Y) = log (B - e).
h(XY) =log(F)=1log(A-B).

In dieser Aufgabe sind nun die speziellen Parameterwerte A = ¢ 2 und B = e¥° zu verwenden.
AuBBerdem ist zu beachten:

e Bei Verwendung des natiirlichen Logarithmus ,Jn” ist die Pseudo—FEinheit ,,nat” anzufligen.

¢ Verwendet man den Logarithmus dualis = ,Jog,”, so ergeben sich alle Grof3en in , bit”.
Entsprechend dem obigen Schaubild sollen nun auch die bedingten differentiellen Entropien A(Y]X) und
h(X]Y) ermittelt und deren Bezug zur Transinformation /(X;Y) angegeben werden.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Fragebogen zu ''74.5: Nochmals Transinformation'

a) Geben Sie die folgenden informationstheoretischen Gréf3en in ,,nat” an:
hX) = nat
h() = nat
h(XY) = nat
IX;Y) = nat
b) Wie lauten die gleichen Gréf3en mit der Pseudo—Einheit ,,bit”?
hX) = bit
h() = bit
h(XY) = bit
IX;Y) = bit
c) Berechnen Sie die bedingte differentielle Entropie A(Y|.X).
h(YX) = nat
h(Y|X) = bit
d) Berechnen Sie die bedingte differentielle Entropie 4(X]Y).
hX]Y) = nat
hx1Y) = bit
e) Welche der folgenden Grofen sind niemals negativ?
™ Sowohl H(X) als auch H(Y) im wertdiskreten Fall.
[ Die Transinformation I(X; Y) im wertdiskreten Fall
[ Die Transinformation /(X; Y) im wertkontinuierlichen Fall.
[~ Sowohl i(X) als auch A(Y) im wertkontinuierlichen Fall.
[~ Sowohl 2(X]Y) als auch #(Y|X) im wertkontinuierlichen Fall.
[T Die Verbundentropie 4(XY) im wertkontinuierlichen Fall.
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie

Lemntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

A4.6: Zur AWGN-Kanalkapazitat
Wir gehen vom AWGN—-Kanalmodell aus:

e X kennzeichnet den Eingang (Sender).

e N steht fiir eine gaullverteilte Stérung.

e Y =X + N beschreibt den Ausgang (Empfinger) bei
additiver Storung.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Storung gelte:
. 1 :
faln) = " XD [— © } .

Da die ZufallsgroBe N mittelwertfreiist = mj = 0, kann man die

Varianz o, mit der Leistung Py gleichsetzen. In diesem Fall ist
die differentielle Entropie der Zufallsgrof3e N wie folgt angebbar

h(X]¥)

h(X)

I(X; Y)

h(Y]X)

h(Y)

(mit Pseudo—FEinheit ,bit”):

h(N)=1/2-log, (2me- Px) .

In dieser Aufgabe wird Py, = 1 mW vorgegeben. Dabei ist zu beachten:

Die Leistung Py, in obiger Gleichung muss wie die Varianz a2 dimensionslos sein.

Um mit dieser Gleichung arbeiten zu kdnnen, muss die physikalische Grofle Py geeignet normiert

werden, zum Beispiel entsprechend Py =1 mW = P’y = 1.

Bei anderer Normierung, beispielsweise Py = 1 mW = P’y = 0.001 ergdbe sich fiir #(N) ein

vollig anderer Zahlenwert.

Weiter konnen Sie bei der Losung dieser Aufgabe berticksichtigen:

Die Kanalkapazitit ist definiert als die maximale Transinformation zwischen Eingang X und
Ausgang Y bei bestmoglicher Eingangsverteilung:

C'= max [I(X:Y).
FxiE[X2<Py

Die Kanalkapazitit des AWGN-Kanals lautet:

. o Px , P
Cawan = 1/2 - log, (1 + P_:) =1/2 . log, (1 + P;) .

Daraus ist ersichtlich, dass die die Kanalkapazitdt C und auch die Transinformation /(X; Y) im
Gegensatz zu den differentiellen Entropien unabhédngig von obiger Normierung ist.

Bei gauBformiger Stor—WDF fy(n) fuihrt eine ebenfalls gauBformige Eingangs—WDF fy(x) zur

maximalen Transinformation und damit zur Kanalkapazitit.

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 4.2.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Fragebogen zu " A4.6: Zur AWGN-Kanalkapazitit"

a) Welche Sendeleistung ist fiir C = 2 bit erforderlich?

C =2 bit: PX: mW

b) Unter welchen Voraussetzungen ist /(X; Y) = 2 bit iiberhaupt erreichbar?

[~ Py ist wie unter (a) ermittelt oder grofer.

T Die ZufallsgroBe X ist gauBverteil.
[T Die ZufallsgroBe X ist mittelwertfrei.
[T Die ZufallsgroBen X und N sind unkorreliert.

™ Die ZufallsgroBen X und Y sind unkorreliert.

¢) Berechnen Sie die differentiellen Entropien der ZufallsgroSen N, X und Y bei
geeigneter Normierung, zum Beispiel Py, =1 mW = P’y =1.

h(N) = bit,
h(x) = bit,
h() = bit.
d) Wie lauten die weiteren informationstheoretischen BeschreibungsgrofSen?
h(Y|X) = bit
hX]y) = bit
h(XY) = bit

e) Welche GroBen ergdben sich bei gleichem Py im Grenzfall P’ — 07

h(X) = bit

h(Y) = bit
h(YIX) = bit
hX1Y) = bit
IX;Y) = bit

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 20/34 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie

A4.7: K parallele Gau3kanile
Die Kanalkapazitit des AWGN—Kanals = Y =X + N wurde im
Theorieteil wie folgt angegeben (mit Zusatz—Einheit ,,bit”) :

; ' P
Cawen(Px) = 1/2 - log, (1 n _\.) |
' Py

Die verwendeten Gro3en haben folgende Bedeutung:

e Py istdie Sendeleistung = Varianz der Zufallsgrofie X,

e P, ist die Storleistung = Varianz der Zufallsgrofie N.
Werden K identische Gaufkandle parallel genutzt, so gilt fir die
Gesamtkapazitit:

Cr(Px) = K - Cawan(Px [K).

Hierbei ist berticksichtigt, dass

¢ injedem Kanal die gleiche Storleistung P, vorliegt,

¢ somit jeder Kanal die gleiche Sendeleistung erhilt,

¢ die Gesamtleistung genau wie im Fall K = 1 gleich Py ist.
In nebenstehender Grafik sind die Signalraumpunkte flir einige digitale
Modulationsverfahren angegeben:

e Amplitude Shift Keying (ASK)

¢ Binary Phase Shift Keying (BPSK)

¢ Quadratur—Amplitudenmodulation (hier: 4-QAM)

¢ Phase Shift Keying (hier: 8-PSK = DVB-2)

¢ Kombinierte ASK/PSK—M odulation (hier: 16—ASK/PSK)

Zu Beginn dieser Aufgabe ist zu priifen, welcher K—Parameter fiir die
einzelnen Verfahren giiltig ist.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.2.

Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Im
Ee
ASK
Im
——
Ee
BPSK
Im
~ =
J'I rRe
-
4-0QAM
Im
= .‘l
5 Re
-
8-PSK
Im
Re
»
16-ASK/PSK
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Fragebogen zu "' A4.7: K parallele Gau3kanéle"

a) Welche Parameter K gelten fiir die folgenden Modulationsverfahren?
ASK: K =
BPSK: K =
4-QAM: K =
8-PSK: K =
16-ASK/PSK: K =

b) Welche Kanalkapazitit C ergibt sich fiir K gleich gute Kandle (jeweils mit der
Storleistung Py und der Sendeleistung P y/K)?

™ Cx=1/2"log, [1 + Py/Py)].

c) Welche Kapazititen ergeben sich fiir P /Py = 15?

PX/PN=15’ K=1: CK = bit
K=2: Cg = bit
K=4: CK = bit

d) Gibt es beziiglich der Kanalzahl K ein (theoretisches) Optimum?
[T Ja: Die grofite Kanalkapazitit ergibt sich fir K = 2.
[T Ja: Die grofte Kanalkapazitit ergibt sich fir K = 4.

[T Nein: Je groBer K, desto grofer ist die Kanalkapazitit.

[~ Der Grenzwert fiir K — oo (in bit) ist Ci = Py/Pp/2/In(2).
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Z4.7: Zum Water-Filling—Algorithmus

Leistung
Wir betrachten K parallele GauBsche Kanile (AWGN) mit 4 Py=0
unterschiedlichen Storleistungen 0k2 (1 <k <K), wie in der | H —!—i i—! H
nebenstehenden Grafik am Beispiel K = 4 verdeutlicht ist. Die Py i Py i i Py i
Sendeleistung in den einzelnen Kanélen wird mit Pj. bezeichnet, i i I i
deren Summe den vorgegebenen Wert Py nicht tiberschreiten i i i i
darf g | i
K 2 a2l 2l
9 ) iy [T | ] i
F]+---+-PI{=ZE[~YE]ER‘{- ! ; 23 45 >
k=1 k=l:k=lik=35k=4: Kanal

Sind die Zufallsgrofen Xj, ..., Xj gauBisch, so kann fiir die
(gesamte) Transinformation zwischen dem Fingang X und dem Ausgang Y geschrieben werden:

K
Xy, o X YY) =172 Z log, (1 4+ %} Ergebnis in bit.
k

k=1
Das Maximum hierfiir ist die Kanalkapazitit des Gesamtsystems, wobei sich die Maximierung auf die

Aufteilung der Gesamtleistung Py auf die einzelnen Kanéle bezieht.

ColPx) = p, i B,y F0 s s Vi Vi)

Diese Maximierung kann mit dem Water—Filling—Algorithmus geschehen, der in obiger Grafk fir K = 4
dargestellt ist. Eine genaue Beschreibung finden Sie im Theorieteil.

In der vorliegenden Aufgabe soll dieser Algorithmus angewendet werden, wobei von folgenden
Voraussetzungen auszugehen ist:

e Zweiparallele GauBkandle = K =2,
e Normierte Storleistungen 012 = 1 und 0,% = 4,

e Normierte Sendeleistungen Py = 10 bzw. Py = 3.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Themengebiet von Kapitel 4.2.

Lehrstuhl fuer Nachrichtentechnik (LNT) 23/34 Technische Universitaet Muenchen



Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.2 AWGN-Kanalkapazitit bei wertkontinuierlichem Eingang

Fragebogen zu ''74.7: Zum Water-Filling—Algorithmus"

a) Welche Strategien der Leistungszuteilung sind sinnvoll?

- Einem stark gestorten Kanal k& (mit grofer Storleistung okz) sollte

eine grofe Nutzleistung P;. zugewiesen werden.

Einem stark gestorten Kanal & (mit grofer Storleistung okz) sollte

nur eine kleine Nutzleistung P zugewiesen werden.

BeiK gleich guten Kanilen = 042 = ... = gx> = 0,” sollte die

m
Leistung gleichmaBig verteilt werden.

b) Welche Transinformation / = I(Xy, Xy; Y;, ¥,) ergbt sich, wenn man die
Sendeleistung Py = 10 gleichmiiBig auf beide Kandle verteilt?

P1=P2=5: I = bit

c) Es gelte weiter Py = 10. Welche optimale Leistungsaufteilung ergibt sich nach
dem Water—Filling—Algorithmus?

Py=10: P, =

PZZ

d) Wie grof3 ist die Kanalkapazitit fiir K = 2 und Py = 10?

Co(Px =10) = bit

e) Welche Ergebnisse erhilt man mit K = 2 und Py = 3?
P1=P2=1.52 I= bit

C(Px=3) = bit
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Buch: Einfithrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

A4.8: Kurvenverlauf C(ER/Ny) - -
Fir die Kanalkapazitit C des AWGN-Kanals als obere

Schranke filir die Coderate R bei Digitalsignaliibertragung gibt ']"]E' —® 0.000
es zwei verschiedene Gleichungen : 0.25 —6.02 dB 0.292
Kanalk it C in Abhineickei E/N 0.50 —3.01dB 0.500
analkapaztat C mm ngigkeit von Eg//V: 0.75 125 dB 0.661
. 1 2. Eg 1.00 0.00dB 0.792
C(Es/No) = 5 -logy (1 + —=). 1.25 0.97dB | 0.904
Hierbei sind folgende Abkiirzungen verwendet: 1'3? 1.76 dB l.ﬂl}lf
1.75 2.43dB 1.085
e FEq:die Energie pro Symbol des Digitalsignals, 200 31.01 dB 1161

* Ny: die AWGN—-Rauschleistungsdichte.

Kanalkapazitat C in Abhiingigkeit von Eg/N:

. 1 2-R.FK
C[_E];,-"ﬁu} = = log, (1+ —H)

' 2 Ny
Berticksichtigt ist der Zusammenhang Fg =R - Ep, wobeiR die Coderate der bestmoglichen
Kanalcodierung angibt. Eine fehlerfreie Ubertragung (unter Beriicksichtigung dieses optimalen Codes) ist
fiir das gegebene Ep/N moglich, so lange R< C gilt = Kanalcodierungstheorem von Shannon.
Durch die Tabelle vorgegeben ist der Kurvenverlauf C(Eg/N)). Im Mittelpunkt dieser Aufgabe steht die

numerische Auswertung der zweiten Gleichung,

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 4.3.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

Fragebogen zu " A4.8: Kurvenverlauf C(Eg/Ng) "

a) Welche Gleichungen beschreiben den Zusammenhang zwischen E/N,) und der
Rate R beim AWGN-Kanal exakt?

[ R=1/210g2 (1+2REB/N0),
™ 22R=1+2-R- Eg/N,,

™ Ep/Ny=(*R-1)/(2R).

b) Geben Sie den kleinstmdglichen Wert fiir Eg/N, an, mit dem man iiber den
AWGN-Kanal noch fehlerfrei ibertragen kann.

MiIl [EB/N0] =

¢) Welche Ergebnis erhilt man in dB?

Min[10 -Ig (Ep/No)] = dB
d) Geben Sie die AWGN—-Kanalkapazitit fiir 10 - Ig (Eg/Ny) =0 dB an.
10 -1g (Eg/Ng)=0dB: C = bit/Kana]zugriﬂI

e) Geben Sie das erforderliche Eg/N, fiir fehlerfreie Ubertragung mit R = 1 an.
Hinweis: Die Losung findet man in der Tabelle auf der Angabenseite.

R=1: Min[Eg/N,] =

f) Wie kann ein Punkt der C(Eg/Ny)-Kurve einfacher ermittelt werden?
[~ Berechnung der Kanalkapazitit C fiir das vorgegebene Eg/N|,.

[~ Berechnung des erforderlichen Ex/N) fiir das vorgegebene C.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

74.8: Was sagt C(ER/Ny) aus?

Wir betrachten wie in Aufgabe A4.8 die Kanalkapazitit des
AWGN-Kanals:

2.R.Fy

Coane(Er /No) = N ).

badi| =

og, (14

¢ Die Kurve ist rechts bei logarithmischer Achse zwischen
—2 dB und +6 dB dargestell.

® Der Zusatz ,Gau3” weist darauf hin, dass fiir diese
Kurve am AWGN-Eingang eine Gauf3verteilung
vorausgesetzt wurde.

[ ]
[ O .

—2 0
10 -Ig (Eg/Ny) in dB —»

il

Cm““ {in ,,bit/Kanalzugrift*) ——

Eingezeichnet sind in obiger Grafik drei Systemvarianten:
e SystemX: 10 -Ig(Ep/Ny)=4dB,R=1,
e SystemY: 10 -Ig(Ep/Ny)=0dB,R=2,
e SystemZ: 10 -lg(Eg/Ny)=6dB, R=1.5.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.3. In den Fragen zu dieser Aufgabe verwenden
wir noch folgende Begriffe:

¢ Digitalsystem: Symbolumfang My = |X| beliebig,
¢ Bindrsystem: Symbolumfang My = 2,
¢ Quaterndrsystem: Symbolumfang My = 4.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

Fragebogen zu ""74.8: Was sagt C(Eg/N,) aus?"

a) Welche Aussage liefert der Punkt X fiir die Digitalsignaliibertragung?

- Fir 10 - Ig (Eg/Ny) = 4 dB ist ein Digitalsystem mit der Rate R = 1
und der Fehlerwahrscheinlichkeit O vorstellbar.

[ Einsolches System kommt ohne Kanalcodierung aus.
[ Einsolches System verwendet einen unendlich langen Code.

™ Auch ein Bindrsystem kann die Voraussetzungen erflillen.

b) Welche Aussage liefert der Punkt Y fiir die Digitalsignaliibertragung?

Fiir 10 - Ig (Eg/Ny) = 0 dB ist ein Digitalsystem mit der Rate R = 2
und der Fehlerwahrscheinlichkeit O vorstellbar.

[~ Fir 10 - Ig (Eg/Ny) = 0 dB wire R = 0.5 ausreichend.

[~ Fir die Rate R= 2 wiirde 10 - Ig (Eg/N;) = 5 dB geniigen.

c) Welche Aussage liefert der Punkt Z fiir die Bindriibertragung?
" Ein Bindrsystem erfiillt die Anforderungen aufkeinen Fall.

[~ Die Kurve Cg,,5(Eg/Ny) reicht fiir diese Bewertung nicht aus.

d) Welche Aussage liefert der Punkt Z fiir die Quaterndriibertragung?
[ Ein Quaternirsystem erfiillt die Anforderungen auf keinen Fall.

[~ Die Kurve Cgyp(ER/Ny) reicht fiir diese Bewertung nicht aus.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie

A4.9: Hoherstufige Modulation
Die Grafik zeigt AWGN—-Kanalkapazititskurven iiber

der Abszisse 10 - Ig (Eg/Ny):

® Cgaups: Shannonsche Grenzkurve,

L4 CBPSK: gllltlgﬁ]I'BPSK

Die beiden weiteren Kurvenverliufe C.,; und Cyraun

sollen in den Teilaufgaben (c) und (d) analysiert und
moglichen Modulationsverfahren zugeordnet werden.

Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

C (in ,bit/Kanalzugrift™) —

th - 4-
=
=
=
tn
(5
=

-

10 -Ig (Eg/N,) in dB —»

tn

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Kapitel 4.3. Die hier genannten Modulationsverfahren werden
anhand ihrer Signalraumkonstellation beschrieben:

Im Im
Ee Ee
4—ASK 5—ASK

Im

]
|

EPSK (oder: 2—ASK)

Ee

Hinweis:

Diese 2-ASK" unterscheidet
sich von der (ASE"™. wie wir
sie im Lemtutonal LNTwww
verwenden.

n N
'\l.‘ J‘_
Re

ASK (nach LNTwww)

4 PSK (QPSK)

8-PSK

In der Literatur wird manchmal die BPSK auch mit 2-ASK bezeichnet = x € X = (+1, —1). Dagegen
verstehen wir im LN Twww als ASK den unipolaren Fall x € X = (0, 1). Nach unserer Nomenklatur gilt

deshalb: CASK < CBPSK'

Dieser Sachverhalt hat aber keinen Einfluss auf die Losung der vorliegenden Aufgabe.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

Fragebogen zu ''A4.9: Hoherstufige M odulation"

a) Welche Gleichung liegt der Shannon-Grenzkurve Cg,, 5 zugrunde?
[ Es git Cauup = Cy = 12 - logy (1 + Eg/Np),
r Es gﬂt CGauB = C2 =1/2- 10g2 (1 + 2E5/N0),

I~ Esgilt Coayp = C3=logy (1 + Eg/Ny).

b) Welche Aussagen treffen fiir die grine Kurve Cgpgg zu?
[~ Cgpsk kann nicht in geschlossener Form angegeben werden.
[~ Cgpsk ist groBler als 0, wenn Eg/N() > 0 vorausgesetzt wird.
[~ Fir E¢/Ny<In(2) ist Cgpgk = 0.

[~ Imgesamten Bereich gilt Cgpsk < Caug-

c) Welche Aussagen treffen fiir die rote Kurve zu?

[~ Fir die zugehdrige Zufallsgrofe X gilt My = |X] = 2.
[~ Fiir die zugehdrige Zufallsgrofe X gilt My = |X] = 4.
[T Cot ist gleichzeitig die Kanalkapazitdt der 4-ASK.
[T C,ot ist gleichzeitig die Kanalkapazitit der 4-QAM.

[~ Firalle E¢/Ny> 0 liegt C, zwischen ,griin” und ,,braun”.

d) Welche Aussagen treffen fiir die braune Kurve zu?
[~ Fir die zugehorige ZufallsgroBe gilt My = |X] = 8.
™ Cpraun ist gleichzeitig die Kanalkapazitdt der 8—ASK.
™ Cpraun ist gleichzeitig die Kanalkapazitdt der 8—PSK.
™ pp=0istmit 8~ASK, R= 2.5 und (Eg/Ny)4g = 10 dB moglich.

[~ pp=0ist mit 8-ASK, R=2 und (Eg/Np)4p = 10 dB méglich.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

74.9: Ist Cgpsk = 1 moglich?

Gauliverteilung |
Wir gehen hier von einem bindren bipolaren Quellensignal ()
=X = (+1, —1) aus. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (2no?)"® —s
(WDF) der Quelle lautet somit:
fxlz) =172 6(x — 1) +1/2 . 8z + 1), ! .
T .
Die Transinformation zwischen der Quelle X und der Sinke Y ’ ’
kann gemal der folgenden Gleichung berechnet werden: Gleichverteilung |
HX:Y)=h(Y)—h(N). Sr(n)
.. 1/(24) > T
wobei gilt: ‘
® h(Y) bezeichnet die differentielle Sinkenentropie:
—4 +4 "n

h() = = [ friw) loma [iv(y)] dy,

supp( fy )
mit  fy(y) = 1/2- [frix(y|X = —1) + frx(y|X = +1)] .
® h(N) gbt die differentielle Storentropie an, berechenbar aus der WDF fy/(n):

h(N) = —f fain) - log, [fa(n)] dn.

supp( fi)
Nimmt man fiir die Stérung N eine GauB3verteilung /(1) entsprechend der oberen Skizze an, so ergbt
sich die gewtinschte Kanalkapazitit Cgpgix = I(X; Y), die im Theorieteil abhéingig von 10 - Ig (Eg/N)
dargestellt ist.
Beantwortet werden soll in dieser Aufgabe die Frage, ob es einen endlichen Ep/Ny—Wert git, fiir den
Cppsk(E/Ny) = 1 bit/Kanalzugriff méglich ist = Teilaufgabe (e).

In den Teilaufgaben (a), ... , (d) werden Vorarbeiten zur Beantwortung dieser Frage geleistet. Dabei wird
stets von einer gleichverteilten Stor—WDF fj/(n) ausgegangen (siehe untere Skizze):

[ 1/(24) fir |n| < A
f—-‘-’[”j'_{ 0 fiir |n|> A

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Seite 5b im Kapitel 4.3.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

Fragebogen zu ""74.9: Ist Cgpgk = 1 moglich?"

a) Wie grof3 ist die differentielle Entropie A(N) bei gleichverteilter Storung?
Gleichverteilung, A = 1/8: h(N) = bit

b) Wie grof3 ist die differentielle Entropie der Sinke?

Gleichverteilung, A =1/8: h(Y) = bit

c) Wie groB3 ist die Transinformation zwischen Quelle und Sinke?

IX;Y) = bit/Symbol

d) Unter welchen Bedingungen dndert sich am Ergebnis (c) nichts?
[ Fiir jedes A < 1 bei der vorgegebenen Gleichverteilung.

[~ Fir jede andere WDF fy(n), wenn [NV < 1 gilt.

I~ Wenn sich fy|y(v|-1) und fy|x(v|+1) nicht tiberlappen.

e) Beantworten Sie nun die entscheidende Frage.
Hinweis: Der Quotient Eg/Ny wird als endlich vorausgesetzt.

I~ Cgpsk(ER/Nyp) = 1 bit/Symbol ist mit GauB—WDF méglich.

[~ Beiendlichem Eg/N gilt stets Cgpgg(Ep/Ng) < 1 bit/Symbol.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang
A4.10: QPSK—-Kanalkapazitat _ _
Maximale Coderate R, Kapazitit C
Gegeben sind AWGN-Kanalkapazititskurven T T
fir die beiden Modulationsverfahren CQPSI{
2.00 — 2.00
¢ Binary Phase Shift Keying (BPSK), /
¢ Quaternary Phase Shift Keying 1.50 g ‘ 1.50
(4-PSK oder auch QPSK). 1.00 CUgrsk 100
Das obere Diagramm zeigt die Abhdngigkeit von / /"f
10 - Ig (ER/Ny) in dB, wobei E die ,,Energie pro 0.50 ,V’ 0.50
Informationsbit” angibt. Fiir groBe Eg/Ny—Werte
. . . . -2 0 2 o o 5 10
liefert die BPSK—Kurve die maximale Coderate Ay
R ~ 1, wihrend fir die QPSK—Kurve R ~ 2 10-Ig (Eg/Ng) in dB ’
abgelesen werden kann. Maximale Coderate R, Kapazitit C
Die Kapazititskurven fiir digitalen FEingang T . T
(jeweils mit der Einheit ,,bit/Symbol”), 2.00 H___,_.QPSR 2.00
° grijne Kurve CBPSK(EB/NO) und 1.50 J/’ 1.50
e blaue Kurve Cypsi(Ep/No) / Capsxc
1.00 e w— —1 1.00
sollen in der Teilaufgabe (c) in Bezug gesetzt ﬁf‘"’
werden zu zwei Shannon-Grenzkurven, die | 0.50 0.50
jeweils fir eine GauBsche Eingangsverteilung
giiltig sind: 2 0 2 4 6 8 10
. 1 2R E 10 -lg(E/Ny) indB —»
Ci(En/No) = 5 - log, (1 4+ —5—)
Ng
- RE
Cﬂ( E.."I-'""ﬂ} = ]'Ug'-_] [1 + W\ E}
No

Die beiden Kurven geben gleichzeitig die maximale Coderate R an, mit der durch lange Kanalcodes eine
fehlerfreie Ubertragung entsprechend dem Kanalcodierungstheorem moglich ist. Natiirlich gelten fiir
C1(ER/Ny) bzw. CH(ER/N,y) unterschiedliche Randbedingungen. Welche, sollen Sie herausfinden.

Die Abszisse im unteren Diagramm ist dagegen 10 - Ig (Eg/N,)) mit der ,,Energie pro Symbol” (Eg). Die
beiden Endwerte bleiben gegeniiber oben unverdandert.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.3.
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Buch: Einfiihrung in die Informationstheorie Lerntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Wertkontinuierliche Informationstheorie Abschnitt: 4.3 AWGN-Kanalkapazitit bei wertdiskretem Eingang

Fragebogen zu "' A4.10: QPSK—Kanalkapazitat"

a) Unterscheiden sich QPSK und 4-QAM aus informationstechnischer Sicht?
C Ja.

€  Nein.

b) Wie lisst sich Cqpsk(Ep/No) aus Cppsk(£p/Ng) konstruieren?
I~ Durch Verdopplung: Cqpsk(ER/Ny) = 2 - Cepsk(Ep/No).
[T Zusitzlich durch eine Verschiebung nach rechts.

[ Zusitzlich durch eine Verschiebung nach links.

I Caqpsk(£p/Np) kann man aus Cgps(Ep/Ny) nicht konstruieren.

c) Welcher Zusammenhang besteht zu den Shannon—Grenzkurven?
I Es gilt Cgpsk(Ep/No) < C1(Ep/Ny).
I~ Es gilt Cppsk(Ep/No) < Co(E/Ny).
" Es git Copsk(Ep/No) < C1(Ep/Ny).

I~ Esgilt Cqpsk(Ep/No) < Co(E/Ny).

d) Wie ldsst sich Cqpsk(Es/Ny) aus Cgpsk(Es/Np) konstruieren?
[~ Durch Verdopplung: Cqpsk (Es/Ng) = 2 - Cpsk(Es/No)-

[T Zusitzich durch eine Verschiebung nach rechts.

[T Zusitzich durch eine Verschiebung nach links.

™ Cqpsk(Es/Np) kann man aus Cgps(Es/Ny) nicht konstruieren.
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