Buch: Einfiithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra
A2.1: Gruppe, Ring, Korper Tabelle A3: Tabelle Ad
Im Theorieteil zu diesem Kapitel 2.1 wurden verschiedene || 4| g 1 2 +|0 12 3
algebraische Begriffe definiert. Fiir das Folgende setzen wir olo 1 2 0olo 1 2 3
voraus, dass alle Mengen aus jeweils g Elementen bestehen, 111 2 o 111 2 3 0
wobei hier entweder g = 3 oder g = 4 gelten soll. Danngilt: (| 9 (2 o 1 212 301
e FEine algebraische Gruppe ist eine endliche Menge 3|3 012
G =10, 1, ..,g-1} zusammen mit einer zwischen | Tahelle 13- Tabelle M4
allen Elementen definierten Verkniipfungsvorschrift. .lo 1 2 -lo 12 3
Eine additive Gruppe wird mit (G, +) bezeichnet, olo o o oloooo
eine multiplikative mit (G, ). 110 1 2 110 1 2 3
¢ Ein algebraischer Ring kennzeichnet eine Menge || 2 [0 2 1 2|10 2 0 2
R = {0, 1, ... ,g-1} zusammen mit zwei darin P — 3|03 21

definierten Rechenoperationen, nimlich der Addition
(,,+7) und der Muttiplikation (,,”).

¢ FEin algebraischer Korper ist ein Ring, bei dem zusitzlich die Division erlaubt ist und stets das
Kommutativgesetz erfiillt wird.

Da wir hier ausschlieSlich endliche Mengen betrachten, ist ein Korper (englisch: Field) gleichzeitig ein
Galoisfeld GF(q) der Ordnung g.

Eine wesentliche Eigenschaft des Galoisfeldes
GF(q) = { z0, 21, ..., Zg-1}
ist, dass es mindestens ein primitives Element besitzt. Ein Element z; # 0 bezeichnet man als primitiv,

wenn die folgende Bedingung erfiillt ist (k ganzzahlig).

¥ mod q= { 71 fir 1< k<q-—1 z: 18t ein primitives Element.

~3

1 fiir k=g—1

Nur bei einem primitiven Element z; ergeben sich durch die Rechenoperation zik (mit k=1, 2,3, ...)alle
Elemente des Galoisfeldes mit Ausnahme des Nullelementes z; = 0.
Hinweis: Die Aufgabe behandelt das Themengebiet von Kapitel 2.1. Beachten Sie, dass bei Gruppe,

Ring und Korper mit jeweils g Elementen die Rechenoperationen ,+” und ,,;” jeweils modulo g zu
verstehen sind.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Fragebogen zu " A2.1: Gruppe, Ring, Korper"

a) Welche der angegebenen Tabellen beschreiben eine Gruppe?
[T Tabelle A3,
[T Tabelle M3,
[T Tabelle A3 und Tabelle M3 gemeinsam,

[T Tabelle A4 und Tabelle M4 gemeinsam.

b) Welche der angegebenen Tabellen beschreiben einen Ring?
[T Tabelle A3,
[T Tabelle M3,
[T Tabelle A3 und Tabelle M3 gemeinsam,
[T Tabelle A4 und Tabelle M4 gemeinsam,

[T Tabelle A3 und Tabelle M4 gemeinsam.

c) Welche der Tabellen beschreiben einen Korper bzw. ein Galoisfeld?
[T Tabelle A3,
[T Tabelle M3,
[T Tabelle A3 und Tabelle M3 gemeinsam,

[T Tabelle A4 und Tabelle M4 gemeinsam.

d) Welche Elemente der Menge {0, 1, 2} = ¢ = 3 sind primitiv?

M z=0,
N z=1,
| 22:2.

e) Welche Elemente der Menge {0, 1, 2, 3} = g =4 sind primitiv?

I z=0,
N z=1,
M z=2,
M z3=3.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Z2.1: Welche Tabellen beschreiben Gruppen?
In dieser Aufgabe betrachten wir Mengen mit jeweils drei Elementen, allgemein +|012
bezeichnet mit {z, z{, zp}. Die Elemente konnen dabei sein: 0012
1|12 0
e Zahlen, beispielsweise zp = 0, z; = 1, z, = 2, 212 0 1
e algebraische Ausdriicke wie zg=A, z; = B, z, = C,
¢ irgendwas, beispielsweise z, = ,,Apfel’, z; =, Birne”, z, = ,,Citrone”. t|IABC
A/BCA
Eine Gruppe (G, ,,+”) hinsichtlich der Addition ergibt sich dann, wenn durch eine Ble a B
Tabelle die ,,+"—Verkniipfung zwischen je zwei Elementen so definiert wurde, dass cla B o
folgende Bedingungen erfiillt sind (die Laufvariablen i, j, & kdnnen dabei jeweils
die Werte 0, 1, 2 annehmen): +lab c
* Firallez; € Gundz; € G gilt (z; +z) € G = Closure—Kriterium. Die ajlabc
Bedingung muss auch fiir i = j erfiillt sein. blcab
o Firalle z;, z;, z gilt (z; + 2)) + zx = z; + (z;+ zx) = Assoziativgesetz. clbca
e Es gibt ein hinsichtlich Addition neutrales Element Ny € G, so dass | = 2 v LiTunrirds

ﬁirallezl- € GgiltZZi+NA =z
e Fiir alle z; € G gibt es ein hinsichtlich Addition inverses Element Invy(z;) € G, so dass fiir

die Summe z; + Inv (z;) = N gilt.

Wird zudem fiir alle z; € G und z; € G zusdtzlich noch das Kommutativgesetz = z; +z; =z; +z;

erflillt, so spricht man von einer kommutativen Gruppe oder — nach dem norwegischen Mathematiker
Niels Hendrik Abel — von einer abelschen Gruppe.

Die Zahlenmenge {0, 1, 2} ist eine abelsche (kommutative) Gruppe. Entsprechend der griin umrandeten

Additionstabelle in obiger Grafik ist hier die Addition modulo 3 zu verstehen. Somit ist auch die Summe

stets 0, 1 oder 2. Das neutrale Element ist Ny = 0 und das zu z; inverse Element Inv (z;) = — z;:
Inva(0) = 0. Inva(l) =(—1) mod 3 =2, Inva(2) =(—2) mod 3 =1.

In dieser Aufgabe sollen Sie {iberpriifen, ob auch die beiden weiteren in der obigen Grafik dargestellten

Additionstabellen jeweils zu einer algebraischen Gruppe gehdren.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite Algebraische Gruppe und Beispiele im Kapitel 2.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Fragebogen zu ''72.1: Welche Tabellen beschreiben Gruppen?"

a) Welche Aussagen ergeben sich aus der rot umrandeten Additionstabelle?

[~ Das neutrale Element ist Ny = C.
[~ Die Inversen sind Inv, (A) = B, Inva (B) = A, Inv, (C) = C.

[ Es handelt sich hier um eine additive Gruppe (G, +).

™ Auch die Bedingung einer abelschen Gruppe wird erfiill.

b) Andert sich etwas gegeniiber Teilaufgabe a), wenn die Elemente A, B, C nun fiir
,Apfel”, , Birne” und ,,Citrone” stehen?

C Ja.

€ Nein.

c) Welche Aussagen ergeben sich aus der blau umrandeten Additionstabelle?

[~ Das neutrale Element ist Ny = a.
[~ Die additiven Inversen sind Inv (a) = a, Inv, (b) = b, Inv, (c) = c.

[ Es handelt sich um eine abelsche Gruppe.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

A2.2: Eigenschaften von Galoisfeldern

Operationen fin ¢ =

Wir betrachten hier die Zahlenmengen +lo12 3 a
.Z5={0,1,2,3,4}=>q=5, 0lo 1 2 3 A04
® 7,=10,1,2,3,4,5} = g=6. 112 3 424,
. . 2|12 34084,

In nebenstehender Grafik sind die (teiweise unvollstindigen) Additions— 31324012
und Multiplikationstabellen fiir ¢ = 5 und fiir ¢ = 6 angegeben, wobei ala o1 2 Aﬂ
sowohl die Addition (,,+”) als auch die Multiplikation (,,”) modulo g zu =

verstehen sind. 1012 3 4
Zu iberpriifen ist, ob die Zahlenmengen Zs und Zg alle Bedingungen | | 0|0 O O O M,
eines Galoisfeldes GF(5) bzw. GF(6) erfiillen. Im Theorieteil werden ;' g ;' i i M,
insgesamt acht Bedingungen genannt, die alle erfiillt sein miissen. Von M
ihnen tiberpriift werden sollen nur zwei dieser Bedingungen: i g i ;' : E“
44

(D) Fiir alle Elemente gibt es eine additive Inverse (Inverse for ,;+”):

¥ 2z € GF(g). 3 Inva(z;) € GF(g) :

Operationen i ¢ =6

zi +Invalzi) =0 = Invalz) = —z. +012345
0012 3 45
(E) Alle Elemente haben eine multiplikative Inverse (Inverse for ,,”): 1/1 2 343201
¥z € GF(g). z # 0. 3 Invy(z;) € GF(q) : 21234012
3134012 3

o T =) — T SV
zi-Invy(zi) =1 = Invglz) =271 P R
Die weiteren Bedingungen fiir ein Galoisfeld, nimlich 554012 3
" Closwe, 0123465

e Existenz von Null- und Einselement,
o Giiltigkeit von Kommutativ—, Assoziativ— und Distributivgesetz 0000000
11012 3 465
werden sowohl von Zs als auch von Z erftillt. 2102 402 a
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.1. 3|]/030303
4 04204 2
5054 321
@ 2013 warwr LN Twrarr. de
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Fragebogen zu " A2.2: Eigenschaften von Galoisfeldern"

a) Erginzen Sie die Additionstabelle fiir ¢ = 5. Geben Sie folgende Werte ein:

Agg =

c) Erfiillt die Menge Z5 die Bedingungen eines Galoisfeldes?

™ Ja.
[T Nein, es gibt nicht fiir alle Elemente (0 — 4) eine additive Inverse.

[T Nein, die Elemente 1-4 haben nicht alle eine multiplikative Inverse.

d) Erfiillt die Menge Zg die Bedingungen eines Galoisfeldes?

I~ Ja.
[T Nein, es gibt nicht fiir alle Elemente (0 — 5) eine additive Inverse.

™ Nein, die Elemente 1-5 haben nicht alle eine multiplikative Inverse.

e) Die Zahlenmengen Z,, Z3, Zs und Z; ergeben ein Galoisfeld, die Mengen Zy, Zg,

Zg, Zg dagegen nicht. Was folgern Sie daraus?
I Z1p=10,1,2,3,4,5,6,7,8, 9} ist ein Galoisfeld?
I~ 7Z1=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} ist ein Galoisfeld?

™ Z1,=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11} ist ein Galoisfeld?
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

72.2: Galoisfeld GF(5)

Wie in Aufgabe A2.2 betrachten wir einen endlichen Korper der Ordnung tlabcde
g = 5 und damit das Galoisfeld ajcdeab
) bdeabc
GF(5) = {a.b.c.d,e}. cleabed
Uber die Flemente werden weiter keine Aussagen getroffen. Es konnen dijabcde
sowohl ganze Zahlen sein oder irgendwelche mathematische Ausdriicke. elbcdea
Das Galoisfeld wird ausschlief3lich bestimmt durch © 2013 wrorer LH Twrarer. de
e cine Additionstabelle modulo 5, -labecde
¢ eine Multiplikationstabelle modulo 5. alecadb
Die wichtigsten Eigenschaften eines Galoisfeldes sind auf Theorieseite 1 blc E b g a
zusammengestellt. In dieser Aufgabe wird Bezug genommen auf < a c e
diddddd
¢ das Kommutativ— und das Distributivgesetz, elbaede

¢ die neutralen Elemente von Addition und Multiplikation,

¢ die inversen Elemente von Addition und Multiplikation, sowie
¢ die Bestimmung primitiver Elemente.

Im vorliegenden Beispiel wére f ein primitives Element, wenn B2 3 und g* (allgemein: ,Bq_l) die tibrigen
Elemente des Galoisfeldes GF(5) mit Ausnahme des Nullelementes ergeben.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Themengebiet von Kapitel 2.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Fragebogen zu "'72.2: Galoisfeld GF(5)"

a) Bestimmen Sie das neutrale Element der Addition.

[T Np=aq
T Na=b,
M Na=c
T Na=d,
[T Nj=e

b) Bestimmen Sie das neutrale Element der Multiplikation.

M Nu=aqa,
™ Num=b,
r Nu=c¢
I~ Nuy=d,
[ Ny=e

c) Ist das Kommutativgesetz erfiillt,
[ hinsichtlich Addition, zB.a+b=b+a,..,d+e=e+d,

™ hinsichtlich Multiplikation, zB. a-b=b-a,..,d-e=e-d.

d) Fiir welche Ausdriicke ist das Distributivgesetz erftillt?
M a-(b+tco)=a-b+a-c,
T d-b+tco)=d-b+d-c,

T e-(a+b)y=e-ate-b.

e) Ersetzen Sie a, b, ¢, d, e durch Elemente der Zahlenmenge {0, 1, 2, 3, 4}, so
dass sich gleiche Operationstabellen ergeben.

a
b =

o
|

f) Welche Aussagen gelten hinsichtlich der inversen Elemente?
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[~ Firalez; € {0, 1, 2, 3, 4} gibt es eine additive Inverse.

[T Nurfiirz; € {1, 2, 3, 4} git es eine additive Inverse.

[~ Firalez; € {0, 1, 2, 3, 4} gibt es eine multiplikative Inverse.

[T Nurfiirz; € {1, 2, 3, 4} gt es eine multiplikative Inverse.

g) Welche der Elemente sind primitiv?

M a=3,
I~ b=2,
M e=4.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

A2.3: Reduzible und irreduzible Polynome N
thlx) =x=+x
Wichtige Voraussetzungen fiir das Verstindnis der Kanalcodierung | #2=2 ay(x) =x2+1

sind Kenntnisse der Polynomeigenschaften. Wir betrachten in dieser

x) =x3
Aufgabe Polynome der Form Zi{x y=x3+1
3 = (| — 3
alx) =ag+ay - +ag -1+ o+ gy - 2™ m=3 | alx)=x’+x
ot (x) =xi+x+1
wobei fiir die Koeflizienten a; € GF(2) = {0, 1} gilt (0 <i<m) und ar(x) =x3+x* +1
der hochste Koeflizient stets zua,, = 1 vorausgesetzt wird. Man g (x) =xt+1

m=4 ag{x}=x4+x3+l

bezeichnet m als den Grad des Polynoms. Nebenstehend sind zehn o
apglx) =x*+x*+1

Polynome angegeben, wobei der Polynomgrad entwederm = 2
(rote Schrift), m = 3 (blaue Schrift) oder m = 4 (griine Schrift) ist.

2013 swnanar LI Trapanar de

Ein Polynom a(x) bezeichnet man als reduzibel, wenn es als Produkt zweier Polynome p(x) und g(x)
mit jeweils niedrigerem Grad dargestellt werden kann:

a(x) = plz) - qlr)
Ist dies nicht moglich, das hei3t, wenn fiir das Polynom
alx) = plx) - g(x) +7(x)

mit einem Restpolynom r(x) # 0 gilt, so nennt man das Polynom als irreduzibel. Solche irreduziblen
Polynome sind fiir die Beschreibung von Fehlerkorrekturverfahren von besonderer Bedeutung,.

Der Nachweis, dass ein Polynom a(x) vom Grad m irreduzibel ist, erfordert mehrere Polynomdivisionen
a(x)/q(x), wobei der Grad des jeweiligen Divisorpolynoms g(x) stets kleiner ist als m. Nur wenn alle
diese Modulo—2—Divisionen stets einen Rest 7(x) # 0 liefern, ist nachgewiesen, dass a(x) ein irreduzibles
Polynom beschreibt.

Dieser exakte Nachweis ist sehr aufwandig. Notwendige Voraussetzungen dafiir, dass a(x) iiberhaupt
ein irreduzibles Polynom sein kdnnte, sind die beiden Bedingungen (bei nichtbindrer Betrachtungsweise
wire ,= 1” durch ,;# 0” zu ersetzen):

e a(x=0)=1,
® gx=1)=1.

Ansonsten konnte man fiir das zu untersuchende Polynom schreiben:
alr) =qlx) .- x baw. alr)=glx). (r+1).

Die oben genannten Voraussetzungen sind zwar notwendig, jedoch nicht hinreichend, wie das folgende
Beispiel zeigt:

alr)=x"+2'+1 = alr=0)=1. alr=1)=1.
Trotzdem ist dieses Polynom reduzibel:
alr) = (2" + x4+ 1)z + 1 +1).

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 2.2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu ""A2.3: Reduzible und irreduzible Polynome"

m=2:ND =
m=3: Ny =
m=4: Ny =

a) Wieviele Polynomdivisionen (Np) sind erforderlich, um exakt nachzuweisen,

dass ein GF(2)-Polynom a(x) vom Grad m irreduzibel ist?

b) Welche der Grad—2—Polynome sind irreduzibel?
™ a;(x)=x*+x,

M a(x)=x?+x+1,

c) Welche der Grad—3—Polynome sind irreduzibel?
M ax)= x3,
M ay)=x3+1,
M as()=x3+x,
M ag)=x3+x+1,

M a)=x>+x2+1.

d) Welche der Grad—4—Polynome sind irreduzibel?
M aglr)=x*+1,
M agx)=x*+x3+1,

r alo(X) =x4 +X2 + 1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

72 .3: Polynomdivision
In dieser Aufgabe beschiftigen wir uns mit der Multiplikation und
insbesondere der Division von Polynomen im Galoisfeld GF(2). In der
Abbildung ist jeweils die Vorgehensweise an einem einfachen und
selbsterklirenden Beispiel verdeutlicht:

e Die Multiplikation der beiden Polynome x2 + 1 und x + 1 liefert

das Ergebnis a(x) = O+ x2+x+1.
¢ Die Division des Polynoms a(x) = x3 durch px) =x + 1 liefert

den Quotienten g(x) = x2+ x und den Rest r(x) =x.
e Man kann das letztere Ergebnis wie folgt tiberpriifen:

a(x) = plx) - glx) +r(x) =
= [lz+1)- (z*+2)] +2 =
N e R

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 2.2.

Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

alx) = (x*+1) - (c+1)

x? +x
x  +1

alx) = ¥ +xi+x+1

20 2012 sananar, LI Trapanar, de

glx)=x3(x+1)=x+=x
3

x
x3 +x?
x:
xi+x

x | Rest #x)

B 012 vananar LW Trananar de
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu "'72.3: Polynomdivision"

) Welches Ergebnis liefert a(x) = (x3 +x+1)- (x2 +1)?
- a(x)=x5+x3+x2+ 1,
r a(x)=x5+x2+x+ 1,

r a(x)=x6+x3+x2+l.

b) Welche der Polynomdivisionen ergeben keinen Rest 7(x)?
T o +x2+x+1)/3+x + 1),
7 O +x2+x+ DI+ 1),
T @O +x2+x+ 1)),

T @S +x2+x)/2+1).

©) Es sei alx) = x0 + x>+ 1 und px) = x3 + x2 +1. Bestimmen Sie q(x) und 7(x)
entsprechend der Beschreibungsgleichung a(x) = p(x) - g(x) + r(x).

™ g =x>+x2+1, rx)=0,
Mg =x+1, r9=0,

r g)=x3+1, rix)=x2
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper
A24: GF(22)—Darste]lungsformen {A) Polynomdarstellung: &, -a+4&,
Nebenstehend sehen Sie fiir den Erweiterungskorper || 4 | % & 2 & I T B
N - o S 01 ol+x 01 ol+x
GF(24) die Additions— sowie die Multiplikationstabelle 00 1l gl+al| 0|0 0 0 O
in drei verschiedenen Varianten: 1|1 0l+aa 10 1 ol+a
o | al+ac D 1 a0 al+axl

e die Polynomdarstellung, 1 1 0 01+al
l+a)l+a a oy U 4al o

e die Koeffizientenvektordarstellung,

e die Exponentendarstelluung. (B) Koeffizientenvelktordarstellung
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.2. | [ 1 | & & & & I I W
oo 01 10 11 00 01 10 11
Alle notwendigen Informationen zu GF(22) finden Sie 00| 00 0L 10 11| | oo| oo 00 0O 0O
auf der Seite 1 dieses Kapitels. olloloo11 10! |01 o001 10 11

10| 10 11 Do o1 10| 00 10 11 O1
11| 11 10 01 0O 11| 00 11 01 10

() Exponentendarstellung 0, & 0<i<2)

L 4O L L .
0 of o! gf

Z;
0

0|0 ool o 0|00 0O
0
0
0

o (o 0 o ol o
ol o o 0 of || af
o | g ol gf O e

= 213 wnanar L Trapanar de
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu ""A2.4: GF(2%)-Darstellungsformen "

a) Welche Charakteristika erkennt man aus der Polynomdarstellung?
" Die Elemente a und 1+« sind weder 0 noch 1.
[T Die Rechenoperationen erfolgen modulo 2.

[T Die Rechenoperationen erfolgen modulo 4.
" Man erkennt ,02 + o + 1 = 0” aus der Additionstabelle.

I Man erkennt ,02 + o + 1 = 0” aus der Multtiplikationstabelle.

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Koeflizientenvektor— und der
Polynomdarstellung? Es gelte ky € {0, 1} und k; € {0, 1}.

[~ (ko k) bezieht sich auf das Element k; - a + k.
[~ (kq k) bezieht sich auf das Element k; - a + k.

[™ Zwischen beiden Darstellungen besteht keinerlei Zusammenhang.

¢) Wie hingen Polynom- und Exponentendarstellung zusammen?
[ Es sind keine Zusammenhinge erkennbar.

[T Die Elemente 0, 1 und & sind in beiden Darstellungen gleich.
I Das Element 1+« lautet in der Exponentendarstelung o,

I Das Element o der Exponentendarstellung steht fiir o - (1+c).

d) Berechnen Sie die Ausdriicke A und B nach diesen drei Darstellungsformen.
Welche Aussagen treffen zu?

[ ESgﬂtA:Zz'Zz+Zz'Z3+Z3'Z3:Zo,
N ESgﬂtB=(Zo+Zl+Zz)'(Zo+Zl+Z3)=Zl,
[ ESgiltA=Zz'Zz+Zz'Z3+Z3'Z3=Zz,

[T EsgitB=(zyg+2z1+t2) (zg+21+23) =2z
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

72 .4: Endliche und unendliche Korper

In der Mathematik unterscheidet man verschiedene Zahlenmengen:

¢ die Menge der natiirlichen Zahlen: N = {0, 1, 2, ...},

e die Menge der ganzen Zahlen: Z = {..., -1, 0, +1, ...},

e die Menge der rationalen Zahlen: Q = {m/n} mitm € Z, n € Z\ {0},

e die Menge R der reellen Zahlen,

e die Menge der komplexen Zahlen: C = {a +j - b} mita € R, b €R
und der imagindren Einheit j.

Eine solche Menge (englisch: Sef) bezeichnet man dann (und nur dann) als Gﬂ;‘;?ﬁ}‘“_‘igg;"“

einen Korper (englisch: Field) im algebraischen Sinne, wenn in ihr die vier

Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division erlaubt
und die Ergebnisse im gleichen Korper darstellbar sind. Einige diesbeziigliche
Definitionen finden Sie im Theorieteil. Soviel vorneweg: Nicht alle der oben
aufgelisteten Mengen sind Korper.

Daneben gibt es auch noch endliche Kérper (englisch: Finite Fields), die in
unserem Lerntutorial als Galoisfeld GF(P™) bezeichnet werden, wobei

e P € N eine Primzahl angibt,

e und m € N eine natiirliche Zahl bezeichnet. Rafael Bambelli
(1526 — 1572)

Ist der Exponentm > 2, so spricht man von einem Erweiterungskorper
(englisch: Extension Field). In dieser Aufgabe beschrinken wir uns auf
Erweiterungskorper zur Basis P = 2.

Die beiden ersten Teilaufgaben beziehen sich auf die Klassifizierung von
Polynomen. Ein Grad—m—Polynom nennt man reduzibel im Korper K, wenn
es in der Form

LI

plr) = H[,r —r)=(r—xy)-(r —x) .- [z — 1)

i=1

Evariste Galoi
darstellbar ist und fiir alle Nullstellenx; € K gilt. Ist dies nicht moglich, so E;ﬁ i 1332?.5

spricht man von einem irre duziblen Polynom.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Thematik von Kapitel 2.2. Oben sehen Sie Abbildungen der
italienischen Mathematiker Gerolamo Cardano sowie Rafael Bombelli, die erstmals imagindre Zahlen
zur Losung algebraischer Gleichungen einfiihrten, sowie von Evariste Galois, der schon in sehr jungen
Jahren die Grundlagen der endlichen Korper geschaffen hat.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu "'72.4: Endliche und unendliche Koérper"

a) Welche Polynome sind irreduzibel im reellen Krper?
M pi)=x2+1,
M p)=x*—1,
M ps)=x2+x+1,

M pyx)=x>+x-2.

b) Welche Polynome sind irreduzibel in GF(2)?
™ p)=x%+1,
™ pyx)=x>-1,
™ ps)=x2+x+1,

M pax)=x>+x-2.

c) Beiwelchen Mengen handelt es sich im algebraischen Sinne um Korper?
[T die Menge N der natiirlichen Zahlen,
[ die Menge Z der ganzen Zahlen,
[ die Menge Q der rationalen Zahlen,
[T die Menge R der reellen Zahlen,

" die Menge C der komplexen Zahlen.

d) Welche Korper sind Teilmenge (Unterraum) eines anderen Korpers?
M QCC,

T CCR
" GF(2) C GF(2?),

™ GF(23) C GF(23).

e) Zwischen welchen Korpern bestehen gewisse Analogien?
I Menge Q der rationalen Zahlen und GF(22),

r Menge C der komplexen Zahlen und GF(22),
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r Menge C der komplexen Zahlen und GE(23).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

A2.5: Drei Varianten von GF (24)

Irreduzible und primitive Polynome haben grofle Bedeutung fiir
die Beschrebung von Verfahren zur Fehlerkorrektur. In
[LN97] findet man zum Beispiel die folgenden irreduziblen
Polynome vom Grad m = 4:

© p)=xt+x+tl,
* p)=xt+r0+1,
. p(x)=x4+x3+x2+x+ 1.
Die beiden ersten Polynome sind auch primitiv. Dies erkennt

man aus den Potenztabellen, die rechts angegeben sind — die
untere Tabelle (B) allerdings nicht ganz vollstindig. Aus beiden

Tabellen erkennt man, dass alle Potenzen ¢ fir 1 <i< 14 in
der Polynomdarstellung ungleich 1 sind. Erst fiir i = 15 ergibt
sich

o =a’=1 = Koeffizientenvektor 0001 .
Nicht angegeben wird, ob sich die rot hinterlegte Tabelle (A)

aus dem Polynomx4 +x + 1 oder ausx* +x3 + 1 ergibt.
Diese Zuordnungen sollen Sie in den Teilaufgaben (a) und (b)
treffen. In der Teilaufgabe (c) sollen Sie zudem die fehlenden

Potenzen o, o, o’ und &8 in der Tabelle (B) ergdnzen.

Die Teilaufgabe (d) bezieht sich auf das ebenfalls irreduzible

Polynom p(x) = x* + x3 + x% + x + 1. Entsprechend den oben
genannten Kriterien sollen Sie entscheiden, ob dieses Polynom
primitiv ist oder nicht.

Hinweis: Die Aufgabe gehort ebenfalls z7um Themengebiet
von Kapitel 2.2.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Tabelle (4) 2 2013 woanar L Twmanar da
Potenz Polymom Vekior der
VON ix in o Eoeffizienten
e ®=00 | 0| __0o000 |
=1 1 oool
ol o golan
ol et o100
x| a? 1000
ot -+l ooll
Frd ol + oo o110
af | a4+ ot 1100
x| a? +ax+l 1011
ot o +1 0101
o | ol + & 1010
axl? o+ e+l 0111
a! |+t a 1110
al?! o+t o+ atl 1111
al? | o+ ol +1 1101
|t e 1) 1001 |
oels 1 oool
Tabelle (E)
Potenz Polymom Vektor der
VO ik in @ Koeffizienten
a =0 ] ogoon
al=1 1 oool
ol o oolan
ol o 0100
o | a? 1000
ot | ol +1 1001
o T TT?
o TR Tr?
@’ 7777 7777
ot TT? TT?
o’ o +1 0101
al! | of + 1010
ol | o+ ool +1 1101
al? ax+1 o011l
xl? ol + 0110
|t ettt | 1100 |
axl® 1 oool
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu ""A2.5: Drei Varianten von GF(2%)"

a) Welches Polynom liegt der Tabelle (A) zugrunde?
C po)=xt+x+1,

c p(x)=x4+x3+ 1.

b) Welches Polynom liegt der Tabelle (B) zugrunde?
C p)=x*+x+1,

c p(x)=x4+x3+ 1.

c) Berechnen Sie die in der Tabelle (B) fehlenden Eintrage. Welche der folgenden
Angaben sind richtig?

M = +a+1 = Koeflizientenvektor ,1011”,
7 o®=a2+1 = Koeffizientenvektor , 0111,
I o= +a2+a+1 = Koeflizientenvektor , 1111,

7 B=0®+a?+a = Koeflizientenvektor ,11107.

d) Ist px) = xt+x3+x2+x+1en primitives Polynom? Kldren Sie diese Frage

anhand der Potenzen ! (i soweit erforderlich).
C Ja

€ Nein.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper
Z2.5: Einige Berechnungen iiber GF(23) Elemente von GF(23) als
Wir betrachten nun den Erweiterungskorper (englisch: Extension | Foienzen | Polynome | Velclaren der
Field) mit den acht Elementen = GF(23) entsprechend der | @™==0 | 0| 000 |
nebenstehenden Tabelle. Da das zugrunde liegende Polynom aﬂ; 1 o 1 g 2 é
. 3 . ol ax? 100
plr) =" +x+1 a2 a+l | 011
. o . ot ol +o 110
sowohl irreduzibel als auch primitiv ist, kann das vorliegende o al +a+l 111
Galoisfeld in folgender Form angegeben werden: ~ [___. al | S N 101
: . . o’ 1| 001
GF(2)={0.1, a, o, o', o' o, o'}, & 2115 veorer LI Tvemorr de

Das Element ¢ ergibt sich dabei als Losung der Gleichung p() = 0 im Galoisfeld GF(2). Damit erhilt
man folgende Nebenbedingung:
tat+l=0 = a*=a+l.

Fiir die weiteren Elemente gelten folgende Berechnungen:

. ,
ot = a0 =a-(a+1)=a+a.
5

: 3 : 3 3
o' =a-al=a-(e®+a)=a*+at =0+ a+1,

G

o =a.a"=a-(a*+a+l)=c’+a’+ta=a+l+a’ +ta=0a"+1,
In dieser Aufgabe sollen Sie einige algebraische Umformungen in diesem Galoisfeld GF(23) vornehmen.
Unter anderem ist gefragt nach der multiplikativen Inversen des Elementes ¢*. Dann muss gelten:

ot Invyg(a®) =1.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.2 und ist als Ergdnzung zur etwas schwierigeren
Aufgabe A2.5 gedacht.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu ""72.5: Einige Berechnungen iiber GF(23)"

r a7=1,
I o¥=a,
M oaB=e?+1,

[T gi=gimod7

a) Welche der Aussagen treffen fiir die hoheren Potenzen von a zu (i > 7)?

M A=1,
M A=a,
M A=d?
M A=d,
M A=ot

b) Welche Umformung ist fiir A = o + o® — o2 + 1 zuliissig?

r B=1,
T B=a,
I~ B=d2
™ B=d,
™ B=d*

©) Welche Umformung ist fiir B = alo—gl2. 3 zuldssig?

N Cc=1,
M C=aq,
I c=d
O c=d,
I c=o*

d) Welche Umformung ist fiir C = B+ a zuldssig?

I D=1,

€) Welche Umformung ist fiir D = o* + o zuliissig?
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T D=a,

M D=d?
r D=a3,
" D=o*

f) Welche Umformung ist fiir £ = A - B - C/D zuldssig?

r E=1,
I E=a,
M E=d?
M E=d,
M E=ot

8 Welche Aussagen gelten fiir die multiplikative Inverse zu o+ o

I Invy(a®+a)=1,
I Ivy@®+oa)=a+1,
™ Invy(e?+ o) = o,

I Invy(e?+ o) = a*.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

A2.6: GF(P™). Welches P, welches m?

Es soll ein Galoisfeld GF(g) mit ¢ = P™ Elementen analysiert
werden, das durch die nebenstehenden Tabellen flir Addition
(gekennzeichnet mit ,+”) und Multiplikation (gekennzeichnet
mit ,,-”) vorgegeben ist. Dieses Galoisfeld

GF(g) = { 20, 21, ...y Zg-1}

erfiillt alle Anforderungen an einen endlichen Korper, die im
Kapitel 2.1 aufgefiihrt sind. Kommutativ—, Assoziativ— und
Distributivgesetz werden erfiillt. Weiterhin gibt es

¢ ein neutrales Element hinsichtlich Addition = Ny :
i+ 25 = zi

= z;=Np ="0" (Nullelement).

dz; e GF(g): zi-2z; = 2
= z; = Ny ="1" (Einselement).

e fiir alle Elemente z; eine additive Inverse = Invy (z)):

¥ z; € GF(q) 3 Inva(z;) € GF(q) :

i+ Invalzi) = Na="0" = kurz:Inva(z) = —

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

p N fp fp &y I5 I I oI
v o0 01 02 10 11 12 200 21 22
00 |00 O1 02 10 11 12 200 21 22
01 |01 02 00 11 12 10 21 22 20
02 | 02 OO O1 12 10 11 22 20 21
10 { 10 11 12 20 21 22 gop 01 02
11 {11 12 10 21 22 20 01 O2 OO0
12 (12 100 11 22 20 21 02 00 01
20 | 20 21 22 00 O1 02 10 11 12
21 | 21 22 20 01 02 00 11 12 10
22 | 22 20 21 02 00 01 12 10 11

2 2013 vananar LY Toananar de

P - 5 T+ T N T

o0 01 02 10 11 12 200 21 22
00 | OD OO OD OO OO OO OO OO OO
01 | 0D O1 O2 10 11 12 200 21 22
02 | 0D 02 D01 20 22 21 100 12 11
10 | OO 10 20 11 21 01 22 D2 12
11 (00 11 22 21 02 10 12 20 0O1
12 ( OO 12 21 01 10 22 02 11 20
20 | 00 200 10 22 12 02 11 01 21
21 |00 21 12 02 20 11 O1 22 10
22 | 00 22 11 12 01 20 21 10 O2

2
= Invy(z)):

e fiir alle Elemente z; mit Ausnahme des Nullelements eine multiplikative Inverse

¥ z € GF(q). zi # Na 3 Invu(z) € GF(g) :

ziInvy(z) = Ny =717

= kurz: Invyelz) = 27

s

1

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.2. In den Tabellen sind die Elemente z, ... , zg als

Koeffizientenvektoren bezeichnet. So steht zum Beispiel ,,21” fiir die ausfiihrliche Schreibweise 2 - o + 1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Fragebogen zu "A2.6: GF(P™). Welches P, welches m?"

a) Geben Sie die Parameter des hier betrachteten Galoisfeldes an.
P =
m =

q:

b) Wie lautet das neutrale Element fiir die Addition?

[~ Das neutrale Element der Addition ist Ny =,,00”,

[~ Das neutrale Element der Addition ist Ny =,,017,

¢) Wie lautet das neutrale Element fiir die Multiplikation?

[~ Das neutrale Element der Multiplikation ist Ny; = ,,00”,

[~ Das neutrale Element der Multipliaktion ist Ny = ,,017,

d) Welche Aussagen gelten hinsichtlich der additiven Inversen?
[~ EsgiltInv, (,027)=,01"
[T Esgitlnvy, (,117)=,22"

™ EsgitInv, (,227) =,00.

e) Welche der folgenden Aussagen treffen fiir die Multiplikation zu?
™ Die Multiplikation erfolgt modulo p(a) = o2+ 2.

" Die Multiplikation erfolgt modulo p(a) = o2+ 20+ 2.

f) Welche Aussagen gelten hinsichtlich der multiplikativen Inversen?
[ Es gibt fiir alle Elemente z; € GF(P™) eine multiplikative Inverse.
I~ Esgilt Invy(,,127) = ,,10™.

™ Es gilt Invy;(,217) = ,,12”

g) Gllt (”20” + ”]-2”) ’ (”12” = ”20” ’ ”12” + ”12” : ”12”?
C Ja,

€ Nein.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

A2.7: Reed-Solomon—Code (7, 3, 5)g Potenzen | Polynome | Veloron
. . . vona | ina | kykky
Der hier betrachtete Reed—Solomon—Code mit der Bezeichnung 000

% | @==0 0

RSC (7,3, 5)g 5 | a'=1 1| oo1
e codiert einen Informationsblock u = (ug, uy, up) vonk=3 | % ol o 010
I ot ol 100
Symbolen, wobei u, 1y, uy € GE(23) gilt, Iy a’ a+l| 011
. _ N _ I ot al + o 110
e erzeugt ein Codewort ¢ = (¢, ¢y, ..., Cg) der Linge n = 7 % o5 loteag+1| 111
mit Codesymbolen c; ebenfalls aus GF(23), n| a |af +1] 101

® besitzt die freie Distanz d,;,, =n — k + 1 =5, so dass bis zu & A3 o LT rirer e

e = 4 Symbolfehler erkannt und bis zu = 2 Symbolfehler korrigiert werden kdnnen.
Die Elemente des zugrunde liegenden Galoisfeldes lauten:

GF(2)={0.1,a, a0, o', o' a7, o'},
Diese Elemente lassen sich entsprechend der Grafik auch als Polynome oder als Koeffizientenvektoren
darstellen. Man erkennt aus obiger Tabelle, dass alle u; € GF(23) und alle ¢; € GF(2%) auch durch
m = 3 Bit charakterisiert werden kdnnen, zum Beispiel o durch ,1107.
Sie sollen in dieser Aufgabe fiir die bindre Eingangsfolge

110001 011 000 000 000 111...
den Codiervorgang nachvollziehen. Beachten Sie dabei:

® Der Reed—Solomon-Coder arbeitet blockweise. Im ersten Codierschritt werden aus den drei
ersten Informationssymbolen die Codesymbole ¢, ... , ¢ erzeugt, im zweiten Schritt dann aus

dem Informationsblock u = (u3, uy, us) die Symbole (¢, ..., ¢;3) des zweiten Codewortes, usw.

e Man beschreibt den Informationsblock 1 durch das Polynom u(x) = uy + 1y * X + 1y - x> vom

Grad 2. Allgemein ergibt sich fiir das Galoisfeld GF(2™) der Grad des Polynoms zum — 1.

e Die Codesymbole ¢, ..., ¢ erhdlt man, indem in das Polynom u(x) fiir x alle Elemente von
GF(23) mit Ausnahme des Nullelementes eingesetzt werden:
GF(2')\ {0} ={a". o', o, a?, o', o’ o' }.

Formal lasst sich der RSC (7, 3, 5)g wie folgt beschreiben:

Crs = ‘{L= (u(a”), ula'), u(a®) )| ulr) = Z_: weT . u € GF(E:E}} |

=0

Hinweis: Die vorliegende Aufgabe behandelt die Thematik von Kapitel 2.3. Die Aufgabe A2.8 ist
dhnlich strukturiert wie diese. Zur Generierung eines Codewortes ¢ soll dann aber die Generatormatrix G
herangezogen werden.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 26 /60 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu "A2.7: Reed-Solomon—Code (7, 3, 5)g"

r Upin = (110)3
g = (110001011),

™ up, = (1100010).

a) Wie lautet der bindre Informationsblock im ersten Codierschritt?

M up=od?,
I~ up=0,
M uy =,
~ u=d,
r u2=a3,
M uy=ad%

b) Wie lauten die Informationssymbole im ersten Codierschritt?

r u(x)=or3-x+x2+a4-x3,
r u(x)=or3+x+a4~x2,

r u(x)=a4+x+a3-x2.

¢) Wie lautet der Informationsblock als Polynom u(x)?

Moo=
r c1=oc3,
O ¢;=d3,
I =1,
O ¢u=22
O cs=d?,
™ ce=1

d) Wie lauten die Codesymbole c, ..., ¢g flir den ersten Codierschritt.
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e) Wie lautet das bindre Codewort? Genau ein Vorschlag ist richtig.

€ Chin = 100011011001110100001,
€ Cpin = 011011001110100,001100,

€ cpiy = 1001110.

f) Welche Aussagen gelten fiir den zweiten Codierschritt?
[~ Esgiltuy=u; =uy;=0.
[ Esgilt u(x)=1.
I Das Codewort ¢ € GF(23) besteht aus sieben Nullsymbolen.

[T Das bindre Codewort besteht aus 21 Nullen.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Z2.7: Reed—Solomon—Code (15,5,11)16 [Foem| Polynom ehior don
TOH & in Koeffizienten

Die vorliegende Aufgabenstellung ist dhnlich wie diejenige bei 0000
der Aufgabe A2.7. Wir beziehen uns hier aber nun auf das 'E:En‘;_‘l‘u ------------- 'i! ool ]

Galoisfeld GF(2%), dessen Elemente nebenstehend sowohl in ﬁ o o g'}ég

Exponenten— und Polynomdarstellung als auch durch den | o* |a? 1000

ot +1 o011l

Koeffizientenvektor angegeben sind. Weiter gilt in GE(2%Y: b ot + z 0110

16 i 17 2 18 3 at | a2+l 1100

ol =0, ol =a". ot =a, .. a | o +a+l 1011

at a? +1 0101

Zur Codierung des Informationsblockes der Linge k = 5, a2 | ol + o 1010

alt al+a+l 0111

= (1. g, g, 3. Uy). ol B+ atta 1110

al? o+ e+l 1111

bilden wir das Polynom a¥ |af+a?  +1| 1101
| |a®  +1] 1001 |

H[£}=uﬂ+u]'I‘I‘HE'IE‘I‘Lﬁ:i'fi‘I‘Hl'I‘ axl® 1 0oool

mit U, ... , Uy € GF(2%). Die n = 15 Codeworte ergeben sich
dann, wenn man in u(x) die Elemente von GF(2%)\ {0} einsetzt:
co =ula”). e =ula'), ca=uln?. ... e5=ula).

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.3.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu "72.7: Reed-Solomon—Code (15, 5, 11);4"

a) Wieviele Symbolfehler konnen korrigiert werden?

t:

b) Wie lautet das Polynom u(x) fiir u = (a3, 0, 0, 1, alo)?
r u(x) = o +x+al® x2
r u(x) = B +x3+al0 x4

3

r u(x)=1+x+x2+x3+x4.

¢) Wie lautet das Symbol ¢y des zugehorigen Codewortes c?

M c=1,
M co=or,
O cy=all,
r co=a14.

d) Wie lautet das Symbol ¢ des zugehorigen Codewortes c?

0O a=1,
O ¢ =0,
r cl=an,
r c1=a14.

e) Wie lautet das Symbol c;3 des zugehorigen Codewortes c?

M c3=1,
O cp3=¢,
(I c13=an,
r cl3=a14.

f) Wie lautet das letzte Symbol des zugehdrigen Codewortes c?

I_ C15= 1’
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I- ("14: 1,

— 7
r Ciu=0a’,

_ 14
I_ Cluy=a .

g) Welche Aussagen treffen zu?
[~ Das Codesymbol,,0” ist beim RSC (15, 5, 11)¢ nicht moglich.
[T Ein Codesymbole ,,0” ergibt sich nur fiir u = (0, 0, 0, 0, 0).

™ Auchfiir u # (0, 0, 0, 0, 0) kann es Codesymbole ,,0” geben.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes
A2.8: RS—Generatorpolynome
o (1000 10 1)
In der Aufgabe A2.7 sollten Sie die Codeworte des RSC 0100111
(7, 3, 5)g iber ein Polynom ermitteln. Man kann aber das M " = 0010110
Codewort ¢ auch aus dem Informationswort z und der \0 0 0 1 01 1)
Generatormatrix G gemd3 der folgenden Gleichung 111111 13
bestimmen:
}B =11 a o? of of o of
c=u-G. \1 o? ot of o allgll)
Zwei der vorgegebenen Generatormatrizen beschreiben /111111 1)
den RSC (7, 3, 5)g. In der Teilaufgabe (a) ist explizit o= 1 el o2 et b

T
gefragt, welche. Eine weitere Generatormatrix gehort zum & \1 oot of ol of o )/

RSC (7, 5, 3)g, der in der Teilaufgabe (c) betrachtet wird. /111111 1)

1 ol o2 o of o g
}D =11 oot af ol o of
1 of of of of of of
\ 1 o* ol o o2 of o)

Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Themengebiet von Kapitel 2.3. Wichtige Informationen zu den
Reed—Solomon—Codes finden Sie auch in der Angabe zur Aufgabe A2.7.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu " A2.8: RS—Generatorpolynome"

a) Welche der Generatorpolynome beschreiben den RSC (7, 3, 5)g?
I~ Ga,
I_ GBa
I~ Ge

 Gp.

b) Die Informationsfolge beginnt mita4, 1, a3, 0, o°. Bestimmen Sie das erste
Codewort fiir den RSC (7, 3, 5)g.

™ Es gilt cg=o?,
™ Esgitc,=a,
M ESgﬂtC6:O.

c) Wie lautet bei gleicher Informationsfolge das Codewort fiir den RSC (7, 5, 3)g?

I~ Esgitco=1,
I~ Esgitc =0,
I~ Esgilt cg = 0®.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

72.8: ,,PlllS” und ,,Mal” in GF(23) 01 al!o? o3 ot o of
- A N (0 |A |1 alio?iadat ofl of)000
Die Grafik zeigt die Additions— und Multiplikationstabelle 1 1[A]od o8l dl :rf‘:s-:rfﬁ-‘t-i-'?f- 001
fiir den endlichen Kérper GF(23). Die Tabellen sind nicht | o! | ol o3| A €| 1! a?: «f o®|010
vollstandig. Einige Felder sollen Sie erganzen. (o} lo? oS ClA|ef ol od 1100
(o’ ladioll 1io®|Ale®|D]e? 011
Die Elemente sind sowohl in der Exponentendarstellung [ 4| 41 o5 2 o1 o6 [ A | 1 ' 3| 110
(mit roter Beschriftung, links und oben) als auch in der :cE,-’E ::{I:ca::[:ﬂ:‘:::ﬂ D1/ A |B :1:1:1:
Koeffizientendarstellung (graue Schrift, rechts und unten) | ¢8| o o®io®i 1 0% o3| B [A | 101

angegeben. Aus dieser Zuordnung erkennt man bereits -DDD'DM'MD' 100: 014 110; 111:101

das zugrunde liegende irreduzible Polynom p(«). —

011 ol o?iad ot of o8
Additionen (und Subtraktionen) flihrt man am besten in (0 [00'0 0 000 0000
der Koeffizientendarstellung (oder mit den damit fest | 1 | 0 i 1 [[|Fll| o ! o3 | o HEH G 001
verkniipften Polynomen) durch. Fiir Multiplikationen ist __fE«;_ 0 "H:I ‘3‘"&_5_‘_‘3 ot EREGH 1010
dagegen die Exponentendarstellung giinstiger. :f;:‘i :g:;: i?:i_.}fi I{% e ? ||1H| "E[ _&'::'::
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Thematik von | a*| 0 ! ot G 1Rl e? o310
Kapitel 2.2 und Kapitel 2.3. (0% 0 EG] 1 |F ot e? ot 111
0 (& 1 [TFle? ! o® ! ot FEH 101

ﬁﬁ

000! 001010 100: 011 110:111: 101
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu ""72.8: ,,Plus” und ,,Mal” in GF(23)"

a) Fiir welches Element steht ,,A” in der Additionstabelle?

I A=0,
I A=1,
I A=dl

b) Fiir welches Element steht ,B” in der Additionstabelle?

[ B=0,
N B=1,
I~ B=ql.

c) Fiir welches Element steht ,,C” in der Additionstabelle?

I c=d
I c=d,
I c=a*

d) Fiir welches Element steht ,,D” in der Additionstabelle?

" D=d
" D=4,
I D=o*

e) Welche Zuordnungen gelten in der Multiplikationstabelle?

M E=0o,
r anl,
I G=db

f) Welches irreduzible Polynom liegt diesen Tabellen zugrunde?
I p@=a?+a+1,
r p(a)=a3+a2+ 1,

™ ploy=a®+a+1,
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

A2.9: Reed—Solomon—Parameter RSC (15,11 %), ] RSC 60,44, 5),

Nebenstehend finden Sie eine unvollstindige Liste moglicher | RSC (15, 9, 7, | R&C (00,36, 7),
Reed—-Solomon—Codes, die bekanntlich auf einem Galoisfeld RSC (15 7. 9), | RSC (00,28, 9),

ESC (15, 5 11), | RSC (@0, 20, 11},

GF(q) = GF(2™) basieren. Der Parameter m gibt an, mit wie | pgc 15, 3, 13), | RSC (@0,12,13),
vielen Bit ein RS—Codesymbol dargestellt wird. Es gilt: RSC (31,27, 5); | RSC (155,135, 5),
e m =4 (rote Schrif), RSC (31,23, 9); | RSC (155,115, 9),

B , RSC (31,19, 13); | RSC (155, 95,13),
© m=5 (blf‘_ue SChrfﬁ)’ RSC (31,17, 15), | RSC (155, 85,15),
® m =6 (grine Schrift). RSC (31, 15,17, | RSC (155, 75,17),
Ein Reed—Solomon—Code wird wie folgt bezeichnet: RSC 03,55, 9); | RSC (378, 330, 9),
RSC (63,51, 13), | RSC (378, 306, 13),
RSC(m, k; dyin)g RSC (63,47, 17), | RSC (378, 182,17),

(' 63,45, 10 (' {(378.270. 19
Die Parameter haben folgende Bedeutung; Rh{__ {'f 3,45, 19), Rh{: (378,270, 19),
RSC (63,43, 21); | RSC (378, 258, 21),

e 1 gibt die Anzahl der Symbole eines Codewortes ¢ an
= Liange des Codes,

e  gibt die Anzahl der Symbole eines Informationsblocks # an = Dimension des Codes,

® d.i, kennzeichnet die minimale Distanz zwischen zwei Codeworten (stets gleich n—k+1),

10 2013 wananar LI Trananar de

¢ ¢ gibt einen Hinweis auf die Verwendung des Galoisfeldes GF(q).

Rechts daneben ist die Bindrreprasentation des gleichen Codes angegeben. Bei dieser Realisierung eines
RS—Codes wird jedes Informations— und Codesymbol durch m Bit dargestellt. Beispielsweise erkennt
man aus der ersten Zeile, dass die minimale Distanz hinsichtlich der Bits ebenfalls d,;, = 5 ist, wenn die

minimale Distanz in GF(2™) d;, = 5 betrdgt. Damit konnen bis zu ¢ = 2 Bitfehler (oder Symbolfehler)
korrigiert und bis zu e = 4 Bitfehler (oder Symbolfehler) erkannt werden.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Kapitel 2.3.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu " A2.9: Reed-Solomon—Parameter"

a) Es gelte ¢; € GF(2™). Welche RS—Codeparameter 7 ergeben sich?

m=4: n =
m=5. n =
m=6: n =

b) Im Folgenden werden zwei spezielle RS—Codes (RSC 1, RSC 2) betrachtet. Mit
welchem RS—Parameter £ lassen sich genau # Symbolfehler korrigieren?

RSC1(m=4,t=4): k =
RSC1(m=5,t=8): k =

¢) Welche Bezeichnungen sind flir RSC 1 bzw. RSC 2 richtig?

[~ RSC 1 nennt man auch RSC (15, 7, 9)4.
[~ RSC 1 nennt man auch RSC (15, 7, 4),.
[~ RSC 2 nennt man auch RSC (31, 17, 15)3,.

[~ RSC 2 nennt man auch RSC (31, 15, 17)3,.

d) Wieviele Symbolfehler konnen hochstens erkannt werden?
mit RSC1: e =
mit RSC2: e =

e) Wie lauten die betrachteten Codes in Bindrschreibweise?

[~ RSC 1 entspricht dem Code RSC (60, 28, 36),.
[~ RSC 1 entspricht dem Code RSC (60, 28, 9),.
[~ RSC 2 entspricht dem Code RSC (155, 75, 17),.

[~ RSC 2 entspricht dem Code RSC (124, 60, 17),.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

A2.10: Fehlererkennung bei RSC

Bei einem linearen Blockcode konnen bis zu e = djy, — 1
Fehler erkannt werden. Bei allen Reed—Solomon—Codes
betrigt dabei die minimale Distanz

Aoin =71 — b+ 1.
Man muss folgende Félle unterscheiden:

® Treten nicht mehr als e =n — k Symbolfehler auf]
so wird der Block als fehlerhaft erkannt.

¢ Die Fehlererkennung kann auch bei mehr als n — k
Symbolfehlern noch funktionieren, und zwar dann,
wenn das Empfangswort kein giiltiges Codewort
des Reed—Solomon—Codes ist:

Y& COrs={Cps s Cip i Gy |-

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

W,
P RSC (7,3, 5),
W, W, Wy B
l [
0 1 2 3 4 5 6 7 @
RSC (7,5, 3)
A% AN
s \‘1:3-- \ﬁuﬁ
ﬁ"}'--
-\.I‘_ﬂ'
1 Wy T
1 .
01 2 3 4 5 a6 7 B
2 20173 wanarar L Tananar de

e st aber das verfilschte Empfangswort (v # ¢) ein giiltiges Codewort = y, so bleibt bei der
Decodierung der fehlerhafte Block unentdeckt. Wir definieren als Blockfehlerwahrscheinlichkeit:

Pr(Blockfehler) = Pr(y # c).

In dieser Aufgabe soll diese Wahrscheinlichkeit flir folgende Codes ermittelt werden:

® Reed-Solomon—-Code (7, 3,5)3 = dy, =5,
® Reed-Solomon-Code (7, 5,3)s = dyy, = 3.

Weiterhin soll gelten:

e Jedes Symbol wird mit der Wahrscheinlichkeit eg = 0.1 in ein anderes Symbol verfilscht und mit

der Wahrscheinlichkeit 1 — eg = 0.9 richtig tibertragen.

¢ Fiir das Distanzspektrum eines Reed—Solomon—-Codes der Linge n gilt mit d = d;,:

i—d

- () £ () e

_.I.=”

Daneben sollen zwei Schranken fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit betrachtet und bewertet werden:

e Jst allein die minimale Distanz bekannt, so kann man daraus eine obere Schranke ableiten. Die

Gewichtsfaktoren W; sind dabei so zu wéhlen, dass sicher (= bei allen Konstellationen) gilt:

Pr(Obere Schranke) > Pr(Blockfehler) .

e Eine untere Schranke erfordert zusitzlich die Kenntnis der Gewichtsfunktion W; fiir i = dy,.

Damit kann folgende Bedingung erfiillt werden:
Pr(Untere Schranke) < Pr(Blockfehler).

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 2.3. Zu berechnen sind die in der obigen Grafik rot markierten

Gewichte W;.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu "' A2.10: Fehlererkennung bei RSC"

a) Berechnen Sie das Distanzspektrum fiir den RSC (7, 3, 5)g.

RSC (7,3,5): W3 =

b) Wie lautet das in der Grafik fehlende Gewicht des RSC (7, 5, 3)g?

RSC (7,5,3): W; =

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleibt ein fehlerhafter Block unerkannt? Die
Verfilschungswahrscheinlichkeit eines Symbols seie = 0.1.

RSC (7,3, 5): Pr(Blockfehler) =
RSC (7, 5, 3): Pr(Blockfehler)

d) Berechnen und bewerten Sie fiir beide Codes die in der Angabe vorgeschlagene
obere Schranke ppe, = Pr(Obere Schranke).

RSC (7,3,5): Poben =

RSC (7,5, 3): Poben =

e) Berechnen und bewerten Sie fiir beide Codes die in der Angabe vorgeschlagene
untere Schranke p,n¢en, = Pr(Untere Schranke).

RSC (7,3,5): Punten =

RSC (7a 59 3): Punten —
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

72.10: Coderate und minimale Distanz

Die von Irving Stoy Reed und Gustave Solomon Anfang der 1960er |
Jahre entwickelten Codes werden in diesem Tutorial wie folgt bezeichnet:

RSC (n, k, dmin)q :
Die Codeparameter haben folgende Bedeutungen:

e ¢ =2"ist ein Hinweis auf die GroBe des Galoisfeldes = GF(g),

e n=q— 1 ist die Codelinge (Symbolanzahl eines Codewortes),

® [ gibt die Dimension an (Symbolanzahl eines Informationsblocks),

® d.i, bezeichnet die minimale Distanz zwischen zwei Codeworten.

Bei RS—Codes erreicht d,;, = n — k + 1 seinen groBten Wert.
Hinweis: Die Aufgabe gehtrt zum Kapitel 2.3. Die fiir diese Aufgabe

relevanten Informationen finden Sie am Ende des Theorieteils, nimlich auf
der Seite Codebezeichnung und Coderate.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Fragebogen zu "'72.10: Coderate und minimale Distanz"

a) Geben Sie die KenngroBen des RSC (255, 223, dyyy), an.
q =
R =
e =

t:

b) Geben Sie die Kenngroflen des RSC (2040, 1784, d,.,;,), an.
R =

dmin

c) Wieviele Bitfehler darf ein Empfangswort y maximal aufweisen, damit es mit
Sicherheit richtig decodiert wird?

y sicher decodierbar: Ngjifenter =

d) Wieviele Bitfehler darf ein Empfangswort y im giinstigsten Fall aufweisen, damit
es noch richtig decodiert werden konnte.

v evtl. decodierbar: Ng;ifenter =
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.4 Reed—Solomon—Decodierung beim Ausléschungskanal

. 3 bb)
A2.11: RS—Decodierung nach ,,Erasures Potenzon | Polymome | Velioren
Wir betrachten hier ein Codier— und Decodiersystem entsprechend der | Y*" & m & Ry B ey
Grafik im Theorieteil zu diesem Kapitel. Anzumerken ist: ﬂ;nm= 0 0 g g 'i
=1 1
® Der Reed—Solomon—Code ist durch die Generatormatrix G und ol o 010
die Priifmatrix H vorgegeben, wobei alle Elemente aus dem a? a? 100
: 3 ) ad a+1| 011
Galoisfeld GF(2°) \ {0} stammen: o |atea 110
11 1 1 1 1 1 o |a+ax+l| 111
G 1 a' a? o a' o af af |at  +1| 101
|1 a? at af al o’ ot | @ 2013 wrarer LN Trarr. de
1 a* a% a? o o' ot
1 a' a? o a' o af
H= |1 a% a* a% a' o? o°
1 a* a% a? o o' ot

e Alle Codesymbole ¢; € {0, 1, o, o2, o3, o o, d®} werden durch m = 3 Bit dargestellt und iiber

den griin hinterlegten Ausldéschungskanal (m—BEC) iibertragen. Ein Codesymbol wird bereits dann
als Ausloschung (Erasure) E markiert, wenn eines der drei zugehorigen Bit unsicher ist.

e Der Codewortfinder (CWF) hat die Aufgabe, aus dem teilweise ausgeloschten Empfangswort
v das regenerierte Codewort z zu erzeugen. Dabei muss sicher gestellt sein, dass das Ergebnis z
tatsichlich ein giiltiges Reed—Solomon—-Codewort ist.

e Beinhaltet das Empfangswort y zu viele Ausloschungen, so gibt der Decoder eine Meldung der Art
,,Symbol ist nicht decodierbar” aus. Es wird also nicht versucht, das Codewort zu schitzen. Wird
z ausgegeben, so ist dieses auch richtig: z = c.

e Das gesuchte Informationswort v = u ergbt sich durch die inverse Coderfunktionv = enc ().
Mit der Generatormatrix G lasst sich diese wie folgt realisieren:
c=enclu) =u- G = z=ewclpy)=uv-G
= v =enc(z)=2-GT.
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.4. Hinsichtlich des Codewortfinders verweisen

wir insbesondere auf die Seiten Vorgehensweise und Losung der M atrixgleichungen.

Alle Berechnungen sind in GF(23) durchzufiihren. Die obere Grafik beschreibt deren g = 8 Elemente in
Potenz—, Polynom- und Koeflizientenvektordarstellung,
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.4 Reed—Solomon—Decodierung beim Ausléschungskanal

Fragebogen zu ""A2.11: RS-Decodierung nach ,,Erasures”"

a) Geben Sie die Codeparameter des vorliegenden Reed—Solomon—Codes an.

n =

dmin

b) Kann der Empfangsvektor v = (0, 0, 0, 0, 0, 0, E) decodiert werden?
c JA.

€ NEIN.

¢) Kann der Empfangsvektor y=(E, E, 1, 1, 1, 1, 1) decodiert werden?
c JA

€ NEIN.

d) Welches Ergebnis liefert die Decodierung vony = (E, E, E, 0, 1, o, 0)?
O zp=a,z =0 2=0.
O zp=a,z =03 2=2.
O z=1,2,=0,z=0’.

" Die Decodierung fiihrt zu keinem Ergebnis.

e) Welches Ergebnis liefert die Decodierung vony = (E, E, E, 0, 1, o, E)?
r Zoza,21=a3,22=0,z6= 1.
O zp=a,z1=023=03, z5=1.
M zp=1,2z,=0,zy=0, z5=1.

[ Die Decodierung fiihrt zu keinem Ergebnis.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.4 Reed—Solomon—Decodierung beim Ausléschungskanal

Z2.11: Erasure—Kanal fiir Symbole

Das Kanalmodell Binary Erasure Channel (BEC)
beschreibt einen Ausloschungskanal auf Bitebene. Ein
Bindrsymbol 0 bzw. 1 wird mit der Wahrscheinlichkeit
1 — A richtig tibertragen und mit der Wahrscheinlichkeit
A als Ausloschung E (Erasure) markiert. Im Gegensatz

= 1: BEC-Nodell

J.—.ﬂ. “?:1

zum BSC kann es hier nicht zu Verfilschungen (0 — 1,

1 » 0) kommen.
Ein Reed—Solomon—Code basiert auf einem Galoisfeld

GF(2™) mit ganzzahligem m. Jedes Codesymbol ¢ lisst
sich somit durchm Bit darstellen. Will man hier das Gy = 11

m=2: 2-BEC—Modell

1-4

=0 4rhi.l'l = 11
Yhin = 10
y=E

BEC—-Modell anwenden, so muss man dieses zum m—
BEC-Modell modifizieren, wie es in der unteren
Grafik fiir m = 2 gezeigt ist:

Alle Codesymbole — in bindrer Darstellung 00, 01, 10 | Cpin = 01 1 >0 Jyin = 01
und 11 — werden mit der Wahrscheinlichkeit 1 — 1, Gy = 00 /

richtig tibertragen. Damit betragt die Wahrscheinlichkeit
fir ein ausgeldoschtes SymbolA,. Zu beachten ist, dass

bereits ein einziges ausgeloschtes Bit zum ausgeloschten Empfangssymbol y = E fiihrt.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 2.4. Bei einem auf GF(2") basierenden Code ist das skizzierte
2-BEC—Modell z7um m—BEC zu erweitern. Die Ausloschungswahrscheinlichkeit dieses Modell wird
dann mit 1,,, bezeichnet.

Firr die Teilaufgaben (a), (b) und (c) gelte fiir die Ausloschungswahrscheinlichkeit des Grundmodells
gemidl} der oberen Grafik stets 1 = 0.2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.4 Reed—Solomon—Decodierung beim Ausléschungskanal

Fragebogen zu "'72.11: Erasure—Kanal fiir Symbole"

a) Es gelte 1 =0.2. Mit welchen Wahrscheinlichkeiten treten beim BEC—Modell die
mdglichen Empfangswerte auf?

1-BEC: Pr(y=0) =
Pry = E) =
Pry=1) =
b) Wie grof} ist die Ausloschungswahrscheinlichkeit A, auf Symbolebene, wenn der

Reed—Solomon—Code auf GF(22) basiert (1 = 0.2)?

2-BEC: /12 =

c) Wie grof3 ist die Ausloschungswahrscheinlichkeit 4,,, wenn das m—BEC—-Modell
an den RSC (255, 223, 33),54 angepasst wird (1 = 0.2)?

m-BEC: A, =

d) Wie grof3 darf die Ausloschungswahrscheinlichkeit A beim Grundmodell (BEC)
maximal sein, damit 1,,, < 0.2 gilt?

Ap < 0.2: Max[A] =

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird damit das ,,Nullsymbol” empfangen?

Ay =02: Pr(yy, = 00000000) =

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 45/ 60 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

A2.12: Decodierung beim RSC(7, 4, 4)g

Wir analysieren den Peterson—Algorithmus, der im Theorieteil
zu Kapitel 2.5 ausfiihrlich dargelegt ist. Vorausgesetzt wird der
Reed—Solomon-Code mit den Parameternn = 7, k = 4 und

dmin = 4, wobei alle Codesymbole aus GF(23) stammen und

alle Rechenoperationen in GF(23) durchzufiihren sind.
Die Priifmatrix dieses Codes lautet:

a? ot ol
H=|1 ol ol

1 o’ a% o o
Im Schritt (A) des hier betrachteten Decodier—Algorithmuses
muss das Syndrom s =y - HY berechnet werden. Fiir das hier
vorausgesetzte Empfangswort y = ((xl, 0,020, 1,a, 0) ergibt
sich das Syndrom zus = (%, o2, o), wie in Aufgabe 72.12
noch gezeigt wird.

Danach miissen die ELP—Koeffizientenvektoren gemif3 der
nebenstehenden Abbildung aufgestellt und ausgewertet werden,
wobei die Belegung davon abhingt, ob man vonr = 1,7 = 2
oder r = 3 Symbolfehlern im Empfangswort ausgeht.

Sind flir die angenommene Symbolfehlerzahl » alle Gleichungen
A §T = 0 erfiillt, so weist das Empfangswort y tatsdchlich
genau 7 Symbolfehler auf.
Die weiteren Schritte konnen Sie dem Theorieteil entnehmen:

e Schritt (C): Lokalisierung der Fehlerpositionen,

e Schritt (D): Ermittlung der Fehlerwerte.
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.5.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

r=1
Llofofo]----|o]o
0|10 fo]----|o]o
ofo{i|Llo]----|o]o
ofo{ofofo|----|o]o
ofojofofo|----|1]0
ofojofofo] |41
rtrtrrt T
1 2 3 4 5 »n-k-l1un-k
r=2
Aol a1 ]0]0|----[0]0
04| 4|1[0]----|o]o
0[0[3|4)1]----|o]0
ofojofofof----|1]0
ofojofofo|----|31
trtrt t1
1 2 3 4 5 nkl1uek
r=3
AfA|L0]----[0]0
09| Ay 4|1 ]---- |00
O[04 |4 -|o]o
ofofofofof---- |41
Tt ()
1 2 3 4 5 »n-k-l1un-k
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Fragebogen zu "A2.12: Decodierung beim RSC(7, 4, 4)g"

a) Welche Belegungsschemata sind fiir diese Aufgabe relevant?
" Das blau hinterlegte Schema (r = 1).
[ Das rot hinterlegte Schema (r = 2).

[ Das griin hinterlegte Schema (r = 3).

b) Wie lang sind die ELP—Koeffizientenvektoren A;?

L =

c) Wie viele solcher Vektoren A; mit Index /=1, ... , [, gt es?

Imax

d) Das Syndrom ergibt sich zu s = (oc4, o, a6). Ist die Decodierung erfolgreich?
c JA.

C NEIN.

e) Welche Symbole wurden verfdlscht?
[T Symbol 0,
[T Symboll,
[T Symbol6.

f) Geben Sie den Wert des verfélschten Symbols e; # 0 an.

r €l‘=0!2,
l- €l':(,¥3,
- €l':1.

8 Das Syndrom sei mn s = (o2, o, o). Ist damit die Decodierung erfolgreich?
C JA.

€ NEIN.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Z2.12: Reed—Solomon—Syndromberechnung
Wie in der Aufgabe A2.12 betrachten wir den Reed—Solomon—-Code

(7, 4, 4)g, der auf dem Galoisfeld GF(g) mitg = 8 =23 basiert. Die
Grafik zeigt die zugehorige Umrechnungstabelle.

Gegeben sind die moglichen Codesymbole in Exponentendarstellung
(Potenzen von &) sowie in Polynom- und Koeflizientendarstellung.

Vorgegeben ist das Empfangswort y = (a, 0, o, 0, 1, a, 0). Anhand

Potenzen | Polynmome |Yekioren
VON X in o ky I Ky
ax~"=0 o 000
al=1 1| 001
al Fid 010
ol ol 100
at x+1| 011
ot o + o 110
at al+a+1| 111
ot fr +1| 101

des Syndroms
5 = 50, 51. 53} =4 HT

E 20173 wananar LI Tranarar de

soll {iberpriift werden, ob einzelne Symbole des Empfangsvektors y bei der Ubertragung verfilscht
wurden. Gegeben ist hierzu die Priifmatrix H des betrachteten Codes und deren Transponierte:

2
k-

b af a? ot

H=|1 a2 a! a% a! a® o*|]. H'=|o* af
: : v 0x
S

\a" «a

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die Seite 4 von Kapitel 2.5.

/11
ot

T
[=L T I

L
flj

I.'lﬁ

9
e
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Fragebogen zu "'72.12: Reed-Solomon—Syndromberechnung"

a) Empfangen wurde y = (e, 0, 0@, 0, 1, a, 0). Geben Sie das erste Element des
Syndroms s = (s, S;, Sp) an.

O sy=at
O sp=a,
O sy=0b,

C 5=0,1, o, o oder o3

b) Wie lautet bei gleichem Empfangswort das zweite Syndromelement?

O s;=a*
O s =a
O s=do,

C s5=0,1, a, o oder o3

c) Wie lautet bei gleichem Empfangswort das dritte Syndromelement?

O s,=a*
C s5= o,
C sy= o,

C s5=0,1, a, o oder o

d) Bekannt ist, dass das vorliegende Empfangswort y decodiert werden kann.
Wieviele Symbolfehler beinhaltet das Empfangswort?

r =
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung

A2.13: Nun RSC (7, 3, 5)g—Decodierung

In der Aufgabe A2.12 haben wir den so genannten Petersen—
Algorithmus zur Fehlerkorrektur bzw. zur Decodierung des
Reed—Solomon—Codes (7, 4, 4)g angewendet, der aufgrund
der Minimaldistanz d,,;, = 4 nur einen Symbolfehler korrigieren
kann (z = 1).

In dieser Aufgabe betrachten wir nun den RSC(7, 3, 5)g =
dpin =5 = t =2, dessen Priifmatrix wie folgt lautet:

a’ af

a’ o’

a' ol

“Ii I.’l:}

33
a? ot o
b o

o o? n

L o n

o]
9
o o
fl:i
ot

[ =) (= k. L=

s
Il
= e

it

Fiir das betrachtete Empfangswort v = (¢, o2, a, o, a*, o2, 1)
ergibt sich hier das Syndromzus =y - HY = (0, 1, o, 0?) .

Die weitere Vorgehensweise bei der Decodierung geschieht
entsprechend den folgenden Theorieseiten:

e Schritt (B): Bestimmung der Symbolfehleranzahl,
e Schritt (C): Lokalisierung der Fehlerpositionen,
e Schritt (D): Ermittlung der Fehlerwerte.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Kapitel 2.5. In obiger
Grafik sehen Sie die Belegungen der ELP-Koeffizienten A,

unter der Annahme, dass es im Empfangswort r = 1 ,» = 2
bzw. r = 3 Symbolfehler gibt.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

r=1
Ay Al1jo]ojol----|o]o
Ay |0[4g1]o]o]----]o]o
Az jofo(%[1 |0 0|0
A, s lofofofofol ---|ofo
A, sfofojojofo|----|1]0
A, g lofjojojofo]|- |21
et (I}
1 2 3 4 5 »n-k-l1un-k

=2
Ay (24|10 |0 0|0
Ay |02 0 0|0
Az || 041 0|0
A slojojofojo] |10
A, slofojojojo|----|3]1
et (I
1 2 3 4 5 nkl1uk

r=3
Ay Ao | &L ]0]---[0 0
Ay [0 2 4|21 [0 0
Ay 0] 0] 2] - [0]0
A slojofofofo] |41
PRI
1 2 3 4 5 »n-k-l1un-k
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Fragebogen zu "A2.13: Nun RSC (7, 3, 5)g—Decodierung"

a) Welche Belegungsschemata konnten fiir diese Aufgabe relevant sein?
" Das blau hinterlegte Schema (r = 1).
[ Das rot hinterlegte Schema (r = 2).

™ Das griin hinterlegte Schema (r = 3).

b) Kann das Syndroms = (0, 1, &, az) durch einen Symbolfehler entstanden sein?
c JA.

€ NEIN.

¢) Kann das Syndrom s = (0, 1, &>, &) durch zwei Symbolfehler entstanden sein?
c JA.

C NEIN.

d) Welche Symbole des Codewortes wurden also verfilscht?
[T Symbol0,
[T Symboll,
[T Symbol 2,
[T Symbol 3,
[T Symbol4,
™ Symbol5,
[T Symbol 6.

e) Wie lautet der Fehlervektor e? Geben Sie auch das Decodierergebnis z an.
7 e=(1,0,0,0,0,0, a0,
7 e=(%0,0,0,0,0, 1),
7 e=(0,0,1,4°%0,0,0),

" e=(0,0,a51,0,0,0).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

A2.14: Petersen—Algorithmus r _ :
Im Theorieteil zu Kapitel 2.5 haben wir die |_ A :';;:1!”“; k!
Decodierung von Reed-Solomon-Codes mit Rt Al J
dem Petersen—Algorithmus behandelt. -
e Dessen Vorteil ist, dass die einzelnen D= 8+ i‘c'.” "8i i W
Schritte nachvollziehbar sind. -_L-I_L neln r
e Sehr von Nachteil ist aber der immens Lf_b_'“'m — Oz} — A, 2% BY) (=] [E'E‘_{_{} et ()
hohe Decodieraufwand. ! h
Schon seit der Erfindung der Reed—Solomon-— | | = lj g
Codierung im Jahre 1960 beschiftigten sich { PR oy
viele Wissenschaftler und Ingenieure mit der | 3 :'lll t J [+ = 9]
Entwicklung mdglichst schneller Algorithmen R e TRt o e o vy )
zur Reed—Solomon—Decodierung, und auch Ei; ! J
heute ist die Algebraische Decodierung noch g
ein hochaktuelles Forschungsgebiet. 2ol ENDE

In dieser Aufgabe sollen einige diesbeziigliche Begriffe erklirt werden. Auf eine genaue Erklirung dieser
Verfahren wurde in LN Twww verzichtet.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 2.5. Die obige Grafik aus [Bos98] zeigt das
Flussdiagramm eines der bekanntesten Verfahren zur Decodierung von Reed—Solomon—Codes. Um
welchen Algorithmus es sich dabei handelt, wird in der Musterlosung zu dieser Aufgabe genannt.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Fragebogen zu "' A2.14: Petersen—Algorithmus"

a) Beiwelchen Codes wird die Syndromdecodierung eingesetzt? Bei den
[~ bindren Blockcodes,
[T Reed-Solomon-Codes,

[ Faltungscodes.

b) Was ist beim Petersen—Algorithmus am aufwindigsten?
I~ Uberpriifung, ob iiberhaupt (ein oder mehrere) Fehler vorliegen,
[ die Lokalisierung der Fehler,

[ die Fehlerwertbestimmung.

c) Welche Begriffe beziehen sich auf die Reed—Solomon—Decodierung?
[ Der Berlekamp—Massey—Algorithmus,
™ der BCJR-Algorithmus,
" der Euklidische Algorithmus,
[ Frequenzbereichsverfahren, basierend auf der DFT,

" der Viterbi-Algorithmus.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

A2.15: Pr(Q * E) VS. EB/N() B/, BSC |3-BSC

1) Pll:g ¥+ Q
Am Beispiel des RSC (7, 3, 5)g mit den Parametern log lin. & &

OdE | 1000 | 0176 | 0441 0.666
1dB | 1250 | 0.149 | 0334 0545
2dB | 1585 | 0123 | 0325 0470

e n =7 (Anzahl der Codesymbole),

® k=3 (Anzahl der Informationssymbole),

e (=2 (Korrekturfihigkeit)
soll die Berechnung der Blockfehlerwahrscheinlichkeit
beim Bounded Distance Decoding (BDD) gezeigt
werden. Die entsprechende Gleichung lautet: SdB | 3.161 | 00305 ) 777 m

=102
Pr(Blockfehler) = bbb || o PR || eIl ]| st edl

3dB | 1905 | 0095 | 0250 0.263
4dB | 2512 | 0071 | =02 0.148

" 7dB | 5012 |00192 | 00565 | 530 - 107
=) (F) egl (1 —eg)" . SdB | 6310 | 0Dl |mo03 | 777

freet 277 | 277 | 777 | wo01|340-10%

Die Berechnung erfolgt fir den AWGN—-Kanal, der

durch den Parameter Eg/Ny gekennzeichnet ist. Dieser

10 dB |10.000 | 00017 |s000S| 777
77 | 17? 777 |x0001| 349108
12 dB | 15.849 |0.00012}0.00035 1.63 - 10°

Quotient Iasst sich tiber die Beziehung

[3 R - Eq
s — -7 =
“Q(‘v N

in das BSC—Modell iiberfiihren, wobei R die Coderate bezeichnet (hier: R = 3/7) und Q(x) das
komplementire Gauflsche Fehlerintegral angibt. Da aber beim betrachteten Code die Symbole aus

GF(23) entstammen, muss das BSC—Modell mit Parameter ¢ ebenfalls noch an die Aufgabenstellung
adaptiert werden. Fiir die Verfialschungswahrscheinlichkeit des m—BSC—Modells gilt:

gg=1—(1—g)",
wobei hier m = 3 zu setzen ist (3 Bit pro Codesymbol).
Fiir einige Eg/Ny—Werte sind alle Ergebnisse bereits in obiger Tabelle eingetragen. Die gelb hinterlegten
Zeilen werden hier kurz erliutert.
e Fiir 10 - Ig Eg/Ny = 4 dB ergbt sich ¢ * Q(1.47) = 0.071 und &g ~ 0.2. Der einfachste Weg zur
Berechnung der Blockfehlerwahrscheinlichkeit flihrt hier iiber das Komplement:

Pr(Blockfehler) = 1 — [([“}) 0.8 + G) 0.2.0.8+ (:}) 0.22.0.87] = 0.148.

e Fiir 10 - Ig E/Ny = 12 dB erhilt mane ~ 1.2 - 1074 und &g ~ 3.5 - 10~%. Mit dieser sehr kleinen
Verfalschungswahrscheinlichkeit dominiert der /= 3—Term und man erhalt

i

Pr(Blockfehler) = (“

) (3510747 . (1—3.5.107Y)* =~ 1.63. 1077,

In dieser Aufgabe sollen Sie fiir die rot hinterlegten Zeilen (10 - Ig Eg/Ny =5 dB, 8 dB und 10 dB) die
Blockfehlerwahrscheinlichkeiten berechnen.
Die blau hinterlegten Zeilen zeigen einige Ergebnisse der Zusatzaufgabe 72.15. Dort wird Pr(v # u) fiir
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&g = 10%, 1% und 0.1% berechnet. In den Teilaufgaben (d) und (e) sollen Sie den Zusammenhang
zwischen dieser Grofle eg und dem AWGN-Parameter Ex/Ny herstellen und somit die obige Tabelle
vervollstandigen.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Kapitel 2.6. Wir weisen Sie auf folgende Interaktionsmodule hin:
Komplementire GauB3sche Fehlerfunktionen

Wahrscheinlichkeiten der Binominalverteilung
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Fragebogen zu "A2.15: Pr(v # u) vs. Eg/N,

a) Wie grof3 ist die Blockfehlerwahrscheinlichkeit fiir 10 - Ig Eg/Ny =5 dB?

Eg/Ny=5dB: Pr(Blockfehler) =

b) Wie groB ist die Blockfehlerwahrscheinlichkeit fiir 10 - Ig Eg/Ny = 8 dB?

Eg/Ny=8dB: Pr(Blockfehler) =

c) Wie grof} ist die Blockfehlerwahrscheinlichkeit fiir 10 - Ig Eg/Ny = 10 dB?

Eg/Ny=10dB: Pr(Blockfehler) =

d) Wie hdngt eg = 0.1 mit 10 - Ig Eg/N, zusammen? Hinweis: Verwenden Sie das
angegebene Flash—Modul zur Berechnung von Q(x).

eg=0.1:10-1g Eg/N, = dB

e) Ermitteln Sie auch die Eg/Ny—Werte (in dB) fiir g = 0.01 und &g = 0.001 und

vervollstandigen Sie die Tabelle.
eg=0.01: 10-1g Eg/Ny = dB

£g =0.001: 10 - Ig ER/N,y = dB
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Z2.15: Nochmals Pr(v # u) fiir BDD Pr(f=1)

Bei Verwendung eines Reed—Solomon—Codes mit der

Korrekturfihigkeit # und Bounded Distance Decoding 0312 0312
(BDD) erhélt man mit 017
ES

¢ der Codewortlinge n und o |] - 0 IZIIIILD%[“IIl

e der Symbolverfilschungswahrscheinlichkeit &g > 0011 f
fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit: 0 1

. (n
Pr(Blockfehler) = ( ) cegf . (1 —eg)" 7.

In dieser Aufgabe soll die Blockfehlerwahrscheinlichkeit fiir den RSC (7, 3, 5)g und verschiedene
eg—Werte berechnet und angendhert werden. Obige Gleichung erinnert an die Binominalverteilung. Die
Grafik zeigt die Wahrscheinlichkeiten der Binominalverteilung fiir die Parameter n = 7 (Codewortlinge)
und &g = 0.25 (Symbolverfilschungswahrscheinlichkeit).

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Kapitel 2.6. Zur Kontrolle konnen Sie das folgende interaktive
Flash-Modul nutzen:

Wahrscheinlichkeiten der Binominalverteilung
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Fragebogen zu "'72.15: Nochmals Pr(v # u) fir BDD"

a) Welche Blockfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich fiir eg = 0.1?

eg=0.1: Pr(Blockfehler) =

b) Welche Blockfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich fiir eg = 0.01?

£g =0.01: Pr(Blockfehler) =

c) Welches Ergebnis erhdlt man, wenn man nur den Term f = ¢ + 1 berticksichtigt?

Niaherung: Pr(Blockfehler) =

d) Welches Ergebnis erhdlt man ndherungsweise fiir eg = 10737

£g=1073: Pr(Blockfehler) =

€) Welches eg bendtigt man fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit 10102

Pr(Blockfehler) =10710: ¢ =
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

A2.16: BDD—Entscheidungskriterien

Wir gehen von einem Blockcode der Linge n mit Symbolen

c; € GF(2™) aus, der bis zu ¢ Symbole korrigieren kann. Jedes

Codierraumschemna A

mogliche Empfangswort y; kann dann als ein Punkt in einem

hochdimensionalen Raum angesehen werden. Geht man von der
Basis GF(2) = {0, 1} aus, so betrdgt die Dimension n - m.

Die Grafik zeigt einen solchen Raum in stark vereinfachender
2-Darstellung. Die Abbildung ist wie folgt zu interpretieren:

e Gesendet wurde der rote Punkt <. Alle rot umrandeten

Punkte y; in einer Hyperkugel um diesen Punkt ¢; mit

dem Parameter 7 als Radius kdnnen korrigiert werden.
Mit der Nomenklatur gemif3 der Grafik im Theorieteil
git dann z; = ¢; = ,Die Fehlerkorrektur ist erfolgreich”.

® Bei sehr vielen Symbolfehlern kanng; in einen blauen

(oder weilblauen) Punkty; verfilscht werden, der zur
Hyperkugel eines anderen Codewortes cj; gehort. In

diesem Fall trifft der Decoder eine falsche Entscheidung
= ,,Das Empfangswort y; wird falsch decodiert” .

e SchlieBlich kann es wie in der unteren Skizze auch noch
gelbe Punkte geben, die zu keiner Hyperkugel gehdren
= Das Empfangswort Y ist nicht decodierbar”.

In dieser Aufgabe sollen Sie entscheiden, welches der beiden

Coderaumschemata geeignet ist zur Beschreibung der ® Cesendetes Codewort

e BDD-Decodierung von Hamming—Codes bzw. ® Anderes Codewort

e BDD-Decodierung von Reed-Solomon—Codes. O Richtige Korrektur

. . . . . . O Falsche Kovektur
Hinweis: Die Aufgabe erginzt die Thematik von Kapitel 2.6 (Fehler nicht erkannt)

und soll signifikante Unterschiede bei der Decodierung von O Korrektur nicht miglich
Reed—Solomon—Codes und Hamming—Codes verdeutlichen. {Fehler erkcanmnt)
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Fragebogen zu " A2.16: BDD—Entscheidungskriterien"

a) Welches Codierraumschema trifft fiir die Hamming—Codes zu?
€ Codierraumschema A,

€ Codierraumschema B.

b) Welche Aussage gilt flir die Wahrscheinlichkeit, dass bei Hamming—Codierung
ein Empfangswort y nicht decodiert werden kann?

[T Die Wahrscheinlichkeit Pr(y ist nicht decodierbar) ist exakt 0.
[ Pr(y ist nicht decodierbar) ist ungleich 0, aber vernachlissigbar.

[ Es gilt Pr(y ist nicht decodierbar) > Pr(v wird falsch decodiert).

¢) Welches Codierraumschema trifft fiir die Reed—Solomon—Codes zu?
[T Codierraumschema A,

[T Codierraumschema B.

d) Welche Aussage gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Empfangswort v nach
Reed—Solomon-Codierung nicht decodiert werden kann?

[T Die Wahrscheinlichkeit Pr(y ist nicht decodierbar) ist exakt 0.
[T Pr(y ist nicht decodierbar) ist ungleich 0, aber vernachlassigbar.

[ Es gilt Pr(y ist nicht decodierbar) > Pr(v wird falsch decodiert).
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