Buch: Einfiithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft-in Soft—out Decoder

A4.1: Zum ,,Log Likelihood Ratio”

Zur Interpretation von Log—Likelihood—Verhdltnissen (kurz | x

BSC—Kanal
0 | pry=0/x=0)

ol

L—Werten) gehen wir wie im Theorieteil vo m Binary SR, 1)
=0l =
Symmetric Channel (BSC) aus. Die englische Bezeichnung @

Pr(y=1[x=0)
ist Log Likelihood Ratio (LLR). O——p .
e e . . x=1 Priy=1|x=1) v=1
Fiir die bindren Zufallsgr6en am Eingang und Ausgang gelte
re{l. 1}, y= {0, 1}. -2 auf M—Kanal®
y=mnm
Dieses Modell ist in der oberen Grafik dargestellt und wird e

im Folgenden als Modell A bezeichnet. Fiir die bedingten
Wabhrscheinlichkeiten in Vorwdrtsrichtung gilt:
Priy=1|z =0) =Pr(y=0|z=1) =¢.
Pr(y =0z =0) =Pr(y=1|lz=1)=1—=¢.
Die Verfilschungswahrscheinlichkeit € ist der entscheidende
Parameter des BSC—Modells.

Beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung am Fingang ist es
zweckmidBig, anstelle der Wahrscheinlichkeiten Pr(x = 0) und
Pr(x = 1) das Log Likelihood Ratio (LLR) zu betrachten.

Fiir dieses gilt bei der hier verwendeten unipolaren Betrachtungsweise per Definition:

La(r) =1n % .
wobei der Index ,,A” auf die Apriori-Wahrscheinlichkeit hinweist.

Beispielsweise ergibt sich flir Pr(x = 0) = 0.2 = Pr(x = 1) = 0.8 das Apriori-LLR L (x) =—1.382.
Aus dem BSC-Modell ldsst sich zudem der L-Wert der bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr(y|x) in
Vorwirtsrichtung ermitteln, der in der vorliegenden Aufgabe auch mit L+/(y) bezeichnet wird:

Ly(y) = Lly|) =1n W1Z=0) { in[(1 ~e)je]  fiiry -

Beispielsweise ergibt sich fiir e = 0.1:

Lyv(y=0) =+2.197, Ly(y=1)=—-2.197.
Von besonderer Bedeutung flir die Codierungstheorie sind die Riickschlusswahrscheinlichkeiten Pr(x[y),
die mit den Vorwdartswahrscheinlichkeiten Pr(y|x) sowie den Eingangswahrscheinlichkeiten Pr(x = 0) und

Pr(x = 1) tiber den Satz von Bayes in Zusammenhang stehen. Der entsprechende L—Wert wird in dieser
Aufgabe mit Li(y) bezeichnet:

Pr(z =0)]y)
Priz =1)|y)

Lu(y) = L{x|y) = In

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die ersten Seiten von Kapitel 4.1. In den letzten Teilaufgaben ist
zu kliren, ob die gefundenen Zusammenhdnge zwischen L4, Ly und Ly auch auf den unten skizzierten
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,,2—auf-M-Kanal” iibertragen werden kénnen. Hierzu wéhlen wir fiir die Eingangssymbole eine bipolare
Betrachtungsweise: ,0” - ,+1” sowie ,1” - 1"
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu " A4.1: Zum ,,L.og Likelihood Ratio”"

a) Wie hingen die bedingten Wahrscheinlichkeiten zweier ZufallsgroBen A und B
zusammen?

[~ Pr(A | B)=Pr(B| A),
[ Pr(A | B)=Pr(B| A) - Pr(B) / Pr(A),

7 Pr(A|B)=Pr(B|A)- Pr(4)/ Px(B).

b) Welche Gleichung gilt fiir den Bindrkanal mit den Wahrscheinlichkeiten Pr(A) =
Pr(xx = 0) und Pr(B) = Pr(y = 0)?

T Pr(x=0|y=0)=Pr(y=0]|x=0) - Pr(x=0)/Pr(y =0),

[T Pr(x=0|y=0)=Pr(y=0]|x=0) - Pr(y =0)/Pr(x =0),

c) Unter welchen Voraussetzungen gilt fiir das Riickschluss—LLR fiir alle mdglichen
Ausgangswerte y € {0, 1}: L(x[y) = L(y|x) bzw. Lg(y) = L\(»)?

[T Fir jede beliebige Eingangsverteilung Pr(x = 0), Pr(x = 1).

I Nur fiir die Gleichverteilung: Pr(x = 0) = Pr(x = 1) = 1/2.

d) Das Ausgangssymbol sei y = 1. Welches Riickschluss—LLR erhdlt man mit der
Verfilschungswahrscheinlichkeit € = 0.1 bei gleichwahrscheinlichen Symbolen?

e=0.1: Lriy=1)=Lixly=1) =

e) Das Ausgangssymbol sei nun y = 0. Welches Riickschluss—LLR erhdlt man filir
Pr(x =0)=0.2?

e=01: Lr(y=0)=L(xly=0) =

f) Lésst sich das unter (c) hergeleitete Ergebnis = Li = Ly, + L, auch auf den
,,2—auf-M"—Kanal iibertragen?

C Ja.

€ Nein.

g) Kann man den Zusammenhang auch auf den AWGN-Kanal iibertragen?
C Ja.

C  Nein.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Z4.1: L-Werte des BEC—Modells

Wir betrachten das so genannte BEC—Kanalmodell (Binary Erasure
Channel) mit

y=+1
»0

yv=E
e der Eingangsgrofle x € {+1, -1},
e der Ausgangsgrofle y € {+1, -1, E}, und 1—2 *0
¢ der Ausloschungswahrscheinlichkeit . x=-1 y=-1

Hierbei bedeutet y = E (Erasure), dass der Ausgangswert y weder als
,,+1” noch als ,,—1” entschieden werden konnte.

Bekannt sind zudem die Eingangswahrscheinlichkeiten
Prir =+1)=3/4, Pr(zr =—1) = 1/4.

Das Log—Likelihood-Verhiltnis (kurz: L-Wert, englisch: Log Likelihood Ratio, LLR) der bindren
ZufallsgroBe x ist bei bipolarer Betrachtungsweise wie folgt gegeben:

Pr(x = +1)

L[l‘} =In Pll:]‘—z—]_}
Entsprechend gilt fiir den bedingten L—Wert in Vorwdrtsrichtung fiir alle y € {+1, -1, E}:

Pr(y|r = +1)
Priy|r =-1)°

L(y|r) =In

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu ''74.1: L-Werte des BEC-Modells"

a) Wie lautet der L—Wert der Eingangsgrofle x?

L(x) =

b) Welcher Wahrscheinlichkeit Pr(x = —1) entspricht L(x) = —2?
Pr(x=-1) =

¢) Berechnen Sle den bedingten L-Wert L(y = E | x) in Vorwdrtsrichtung.

Ly=E|x) =

d) Welche Aussagen gelten fiir die beiden anderen bedingten Z—Werte?
[T L(y=+1]x) ist positiv unendlich.
[T L(y=-1|x) ist negativ und betragsmifig unendlich grof3.
[T EsgtL(y=+1|x)=Ly=-1|x)=0.

e) Unter welchen Voraussetzungen gelten die Ergebnisse aus (c) und (d)?
T Fir0<a<l1.
M Fir0<a<l.
M Fir0<a<l.

[T Fir0<a<l.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

A4.2: Kanal-LLR bei AWGN
Wir betrachten zwei Kanéle A und B, jeweils mit

IJ-._\_:] :_]..S J.z - '].S | I J-ll — l.']

¢ bindrem bipolaren Eingang x € {+1, -1}, und
e wertkontinuierlichem Ausgang y € R (reelle Zahl).

Die Grafik zeigt fiir beide Kanile A und B

® als blaue Kurve die Dichtefunktionen f),—+1,
e als rote Kurve die Dichtefunktionen f,,— ;.
Im Theorieteil wurde fiir diese AWGN—Konstellation der

Kanal-L—Wert (englisch: Channel Log Likelihood Ratio,
oder kurz Channel LLR) wie folgt hergeleitet:

Pr(y|r = +1)
Priy|r=—1)"

Lx(y) = L(y|x) =1In

Wertet man diese Gleichung analytisch aus, so erhilt man

mit der Proportionalititskonstanten K| = 2/0>:

Lly) = Ki-y.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu "' A4.2: Kanal-LLR bei AWGN"

a) Welche Eigenschaften weisen die in der Grafik dargestellten Kandle auf?
[T Sie beschreiben die Bindriibertragung bei Gaulischer Stérung,
[ Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ohne Codierung ist Q(1/0).

[~ Das Kanal-LLR ist als Lg(y) = K7, - y dargestellbar.

b) Welche Konstante K} kennzeichnet den Kanal A?

Kanal A: Kj =

c) Welche Informationen liefern bei Kanal A die Empfangswerte y; = 1, y, = 0.5

und y3 = —1.5 iiber die gesendeten Bindrsymbole x1, x, bzw. x3?

[~ y; = 1.0 sagt aus, dass wahrscheinlich x; = +1 gesendet wurde.
[~ vy, =0.5sagt aus, dass wahrscheinlich x, = +1 gesendet wurde.
[~ y3=-1.5 sagt aus, dass wahrscheinlich x5 = —1 gesendet wurde.
[~ Die Entscheidung ,); - x7” ist sicherer als ,y, - x,”.

[~ Die Entscheidung ,y; — x;” ist sicherer als ,y3 — x3”.

d) Welche K} kennzeichnet den Kanal B?

Kanal B: Kj =

e) Welche Informationen liefern bei Kanal B die Empfangswerte y; = 1, y, = 0.5

und y3 =—1.5 iiber die gesendeten Bindrsymbole x1, x, bzw. x3?
[~ Fiir xy, xp, x3 wird gleich entschieden wie bei Kanal A.
[~ Die Schitzung ,x, = +1” ist viermal sicherer als bei Kanal A.

Die Schitzung ,x3 = —1” bei Kanal A ist zuverlissiger als die
Schétzung ,,x, = +1” bei Kanal B.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

A4.3: Iterative Decodierung beim BSC

Wir betrachten in dieser Aufgabe zwei Codes:
¢ den Single Parity—Code = SPC (3, 2, 2):

x=((0,0,0), (0, 1,1), (1,0,1), (1,1,0)),

e den Wiederholungscode = RC (3, 1, 3):
r=((0,0,0), (1,1.1)).

Der Kanal wird auf Bitebene durch das BSC—Modell beschrieben.
Entsprechend der Grafik gilt dabei:

Pr(y; #x;) = £ =0.269,

Priy, =x;) = 1 —e =0.731.

Hierbei bezeichnet ¢ die Verfilschungswahrscheinlichkeit.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Migliche Empfangswerie:

.tl] = {I]- I]: I]) .1':1 = {1- I]: I])
.1:1 = {I]- I]: ]-) .t._-'- = (1- I]: ]-:I
II = (I]- ]-: I]] .tﬁ = (1- ]-: I])
¥3= {l]- ]-: ]-) ¥r= {1- ]-: ]-)

Bis auf die letzte Teilaufgabe wird stets von folgendem Empfangswert ausgegangen:

y=1(0,10)=y,.

Die hier gewdhlte Indizierung aller mdglichen Empfangsvektoren kann der Grafik enthommen werden.
Der meist betrachtete Vektor y, ist hierbei rot hervorgehoben. Fiir die Teilaufgabe (f) gilt dann:

y=(1L10)=y,.

Zur Decodierung sollen in der Aufgabe untersucht werden:

¢ die Syndromdecodierung, die bei den hier betrachteten Codes als Hard Decision Maximum
Likelihood Detection (HD—ML) vornimmt. Hinweis: Softwerte liegen beim BSC nicht vor.

e die symbolweise Soft-in Soft—out Decodierung (SISO) entsprechend dieses Abschnitts.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.1. Das vom Decoder ausgewdhlte Codewort wird

in den Fragen mit z bezeichnet.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu " A4.3: Iterative Decodierung beim BSC"

a) Welche Aussagen gelten fiir die Decodierung des SPC (3, 2, 2)?
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 1, 0),
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 0, 0),

[T Die HD-Syndromdecodierung versagt hier.

b) Welche Aussagen gelten fiir den RC (3, 1, 3)?
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 1, 0),
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 0, 0),

[” Die HD-Syndromdecodierung versagt hier.

c) Wie sicher ist diese Entscheidung, wenn man als Sicherheit .S den Quotienten der
Wahrscheinlichkeiten fiir eine richtige bzw. falsche Entscheidung definiert?

y=y: S =
In (S)

d) Wie lauten die intrinsischen Z—Werte fiir die iterative symbolweise Decodierung
des RC (3, 1)-Empfangswortes v, = (0, 1, 0)?

y=y: Lg() =
Lx(2) =

L) =

e) Welche Aussagen sind fiir die Decodierung des Empfangswortes v, = (0, 1, 0)
zutreffend? Gehen Sie weiterhin vom RC (3, 1, 3) aus.

[~ Ab der ersten Iteration sind alle Vorzeichen von L 5 pp(i) positiv.
[~ Bereits nach der zweiten Iteration ist Pr(xy | v,) groBer als 99%.

[~ Mit jeder Iteration werden die Betrdge L o pp(i) grofer.

f) Welche Aussagen sind fiir die Decodierung des Empfangswortes yg = (1, 1, 0)

autreffend, wenn x, = (0, 0, 0) gesendet wurde?

[” Der iterative Decoder entscheidet richtig.
[ Der iterative Decoder entscheidet falsch.

[~ Die ,Zuverlissigkeit” fiir ,,y, = X, steigt mit wachsendem /.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Z4.3: Umrechnung von L—Wert und S—Wert B —
rgumentx | y=tanh(x)
Wir gehen von einer bindren ZufallsgroBe x € {+1, —1} mit folgenden 0.0 0.0000
Wahrscheinlichkeiten aus: 0.0915 0.0912
0.1 0.0997
Prizr = +1) = p.
tle=+1) =7p 0.2 0.1974
Priz = —1) = g=1-p. 0.2450 0.2400
Die ,,Zuverlissigkeit” des Symbols x kann ausgedriickt werden 03 el
’ 0.3676 0.3519
® durch den L-Wert entsprechend der Definition 0.4 0.3799
p p 0.5 0.4621
Lix) =In = = —r 0.6 0.5370
g P 0.7 0.6044
e durch den so genannten S—Wert 0.8 0.6640
0.9 0.7163
Slx)=p—q. 1.0 0.7616
Den Begriff ,,S~Wert” haben wir kreiert, um die folgenen Fragen = 206 s LT 4

griffiger formulieren zu konnen. In der Literatur findet man hierflir manchmal die Bezeichnung ,,Soft Bit”.
Wie in Teilaufgabe (a) gezeigt werden soll, konnen Z(x) und S(x) ineinander umgerechnet werden.

AnschlieBend sollen diese Funktionen zur Berechnung der folgenden Gréfen berechnet werden, wobei
stets von der Codelidnge n = 3 ausgegangen wird:

e der extrinsische L-Wert fiir das dritte Symbol = Lg(x3),
e der Aposteriori-L—Wert fiir das dritte Symbol = L 4 pp(x3).

Die Berechnung soll fiir folgende Codes erfolgen:
¢ dem Wiederholungscode = RC (3, 1) mit der Nebenbedingung sign (x{) = sign (x,) = sign (x3),
e dem Single Parity—check Code = SPC (3, 2) mit der Nebenbedingung x - x5 - x3=+1.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1. Zur Losung bendtigen Sie den Tangens Hyperbolikus
entsprechend folgender Definition:
ot2i2 _o—zf2 ] _ a3

= tanh(r) = ; 7T '
y = tanh(x) Ry Rl

Diese Funktion ist oben in Tabellenform angegeben.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu ""74.3: Umrechnung von L—Wert und S—Wert"

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen S—Wert und Z—Wert?
[T S(x) = tanh(L(x)),
™ S(x)=tanh(L(x)/2),

™ L(x)=2 - tanh” }(S(x)).

b) Betrachtet wird der (3, 1) Repetition Code. Fiir die Apriori-L—Werte gelte
L =(+2,-1, +3). Wie groB ist der extrinsische L-Wert fiir das Symbol x3?

G, 1) RC: Lgx3) =

¢) Wie grof3 ist in diesem Fall der Aposteriori-ZL—Wert flir das Symbol x3?

(3, ) RC: Lppp(x3) =

d) Wie groB} ist der extrinsische L—Wert beim (3, 2) Single Parity—check Code?
Es gelte weiterhin L, = (+2, -1, +3).

(3,2) SPC: Lg(x3) =

e) Die Apriori-Wahrscheinlichkeiten seien nun 0.3, 0.8 und 0.9. Wie grof ist der
extrinsische Z—Wert fiir den Repetition Code?

B, 1) RC: Lgx3) =

f) Welcher extrinsische L—Wert ergibt sich bei gleichen Voraussetzungen wie in (e)
fiir den Single Parity—check Code ?

(3,2) SPC: Lg(x3) =

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 11/ 46 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

A4.4: Extrinsische L—Werte beim SPC

Wir betrachten nochmals den Single Parity—check Code. Bei
einem solchen SPC (n, n —1, 2) stammen von den n Bits eines

2 1-p; | 1-2p;,| L;
0.0 1.0 +1.0 +ao
0.1 0.9 +0.8 |+2.107

Codewortes x die ersten k = n —1 Bits von der Quellenfolge u

und es wird nur ein einziges Priifbit p hinzugefiigt, und zwar 0.2 08 | +0.6 |+1.386
derart, dass die Anzahl der Einsen im Codewort geradzahlig ist: 03 0.7 +0.4 |+0.847
= (1, T2, eors Tnots Tn ) = (Ut Uy ooes s D). 04 | 06 | +0.2 |+0.405

0.5 0.5 0 0

Die extrinsische Information tiber das i~te Codebit wird tiber
alle anderen Symbole (j # i) gebildet. Deshalb schreiben wir
fir das um ein Bit kiirzere Codewort:

0.6 04 02 | 0405
0.7 0.3 —0.4 |-0.847
0.5 02 —0.6 |-1.386

' = (T T ).
0.9 0.1 —0.85 (2197
Der extrinsische L-Wert {iber das i~te Codesymbol lautet mit 1.0 00 | 110 | —o
dem Hamming—Gewicht wy der verkiirzten Folge x(”): Anmerkungen:
T L Prix;=1)=p;, 2. Pr(x;=0)=1-p,
Pr |wyl(z' ") ist gerade N : : :
Lpli) = [ ulZ } - |E] 3. Li=In (1-p)lp; 4.tanh(Ly2)=1-2p,

~ Pr[wn(z) ist ungerade|y]

Ist die Wahrscheinlichkeit im Z&hler groBer als die im Nenner, so ist Lg(7) > 0 und damit wird auch der
Aposteriori-L-Wert L pp(1) = L (1) + Lg(7) vergroBert, das heilt tendenziell in Richtung des Symbols
x; = 0 beeinflusst. Andernfalls (bei Lg(7) < 0) spricht aus Sicht der anderen Symbole (j # i) vieles dafiir,

dass x; =1 ist.
Behandelt wird ausschlieSlich der SPC (4, 3, 4), wobei fiir die Wahrscheinlichkeiten p; = Pr(x; = 1) gilt:
=02 p=09 pi=03, ps=006.
Daraus ergeben sich die Apriori-L—Werte zu:
L@ =t | o=~ |22
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1. In der oberen Tabelle sind fiir p; = 0
bis p; = 1 mit Schrittweite 0.1 angegeben:

¢ die Wahrscheinlichkeit g; = Pr(x; = 0) =1 — p; = Spalte 2,
e die Werte fiir 1 —2p; = Spalte 3,
e die Apriori-L-Werte L; =In [(1 — p;)/p;] = LA (i) = Spalte 4.

Der Tangens Hyperbolicus (tanh) von L,/2 ist identisch mit 1 — 2p; = Spalte 3.

In der Aufgabe 74.4 wird gezeigt, dass flir den extrinsischen Z—Wert auch geschrieben werden kann:

]

_[_]_:[j}:h] 1+ﬁ. mit ﬁZH (1 _Ef}j}'

J#l
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu "' A4.4: Extrinsische L—-Werte beim SPC"

a) Es geltep; = 0.2,p, = 0.9, p3 = 0.3, p4 = 0.6. Berechnen Sie daraus die
Apriori-L—Werte des SPC (4, 3, 4) fiir Bit 1 und Bit 2.

LA(i= 1) =

Lpi=2) =

b) Wie lauten die extrinsischen Z—Werte fiir Bit 1 und Bit 2.
Lgi=1) =
Li=2) =

¢) Welche Zusammenhénge bestehen zwischen p; und L; = L (j)?
I~ Esgit p;=1/[1+exp(L)].
I~ Esgit 1-2p;=[exp(L;) 1]/ [exp(L)) +1].

[ Esgit 1- 2p;= tanh(L/2).

d) Es gelte weiter p; = 0.2, p; = 0.9, p3 = 0.3 und p4 = 0.6. Berechnen Sie die
extrinsischen Z—Werte fiir Bit 3 und Bit 4 nach verschiedenen Gleichungen.

Lii=3) =

Li=4) =

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 13 /46 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

74 .4: Erganzung zur Aufgabe A4.4

Xy | X | x| x [wg(X)]| Prx)
Der Informationstheoretiker Robert G. Gallager hat sich | o [ ¢ | o | o o |o0.0224
bereits 1963 mit folgender Fragestellung beschéftigt: 0 0 0 1 1 | o0.0336
® Gegeben ist ein Zufallsvektor x = (xq, Xy, ... , X;;) mit 0 0 1 0 1 | 0.0006
n bindren Elementen x; € {0, 1}. o |l ol 11 1 2 | 0.0144
 Bekamnt sind alle Wahrscheinlichkeitenp; =Pr(x;=1) | @ | 1 | 0 | 0] 1 ]0.2016
und g; = Pr(x; =0) =1 —p; mit Indexi=1, ..., n. 0 1 0 1 Z | 03024
) . . . . 0 1 1 0 2 ] 0.0864
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl
der Einsen in diesem Vektor geradzahlig ist. [' = . . 2 ey
1 0 0 0 1 005
e QOder ausgedriickt mit dem Hamming—Gewicht: Wie 0.0056
grof} ist die Wahrscheinlichkeit Pr{wy(x) ist gerade]? ! L L 1 = | L
1 0 1 0 2 | 0.0024
Die Grafik verdeutlicht die Aufgabenstellung fiir das Beispiel
. 1 0 1 1 3 | 0.0035
n=4sowie p; =0.2, p»=0.9, p3=0.3 und p, = 0.6.
1 1 0 0 2 | 0.0504
e Fiir die griin hinterlegte Zeile = x = (1, 0, 0, 1) gilt 1 1 0 1 1 | 0.07s6
=2und Pr(x) =py - q> g3 ps=0.0084.
wh(x) =2 und Pr(X) =p; - g2 43 P4 Aol ol ol 2 o
¢ Blaue Schrift bedeutet ein geradzahliges Hamming— | 1 1 1 1 4 | 00324

Gewicht. Rote Schrift steht ,,w(x) ist ungerade”.

¢ Die Wahrscheinlichkeit Pr{wy(x) ist gerade] ist gleich der Summe der blauen Zahlen in der letzten
Spalte. Die Summe der roten Zahlen ergibt Priwy(x) ist ungerade] = 1 — Pr{wy(x) ist gerade].
Gallager hat das Problem in analytischer Weise gelost:
Pr [u'][[i} ist gerade|] = 1/2 . [1 4 7.
Pr [wy(x) ist ungerade] = 1/2

Hierbei ist die folgende HilfsgroBe verwendet:

Die Gleichung wendet man zum Beispiel an, um die extrinsischen L—Werte eines Single Parity—check
Codes zu berechnen. Wie bereits in Aufgabe A4.4 dargelegt, lautet namlich der extrinsische Z—Wert mit

dem Hamming—Gewicht wy der verkiirzten Folge xED:

Pr [u'][[f‘”} ist gerade E]

Le(i) = In : '
],[ } Pr [“.][[ii—ﬂ-} 15t llllgt‘l'i'lfh‘ |E]

Hierbei ist beriicksichtigt, dass man fiir Lg(7) nur die anderen Symbole (j # i) heranziehen darf:

' = (i T 1),

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1 und ist als Ergédnzung zur Aufgabe A4.4 gedacht.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu "' 74.4: Erginzung zur Aufgabe A4.4"

a) Wir betrachten den Vektor x = (xq,x;) = n=2mitx; € {0, 1}. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass x eine gerade Anzahl an Einsen beinhaltet?

P1=0.2,p,=0.9: Pr[gerades wy] =

b) Berechnen Sie die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir x = (x, x, x3) = n=3.

«.yp3=0.3: Pr[gerades wy] =

c) Nungelte n =4 und p; = 0.2, p, = 0.9, p3 = 0.3, p4 = 0.6. Berechnen Sie nach
der Gallager—Gleichung folgende Grof3en:

Pr(blau) = Pr{wp(x) ist gerade]
Pr(rot) = Pr{wg(x) ist ungerade] =
Q = Pr(blau)/Pr(rot)

d) Wie grof3 ist der extrinsische L—Wert fiir das Symbol i = 5 beim SPC (5, 4, 2)
mit p; = 0.2, p,=0.9, p3=0.3, p4 = 0.6, p5 = 0.9?

Lgi=5) =

e) Wie dndert sich Lg(i = 5), wenn man stattdessen von ps = 0.1 ausgeht?
[T Lg@=5) wird grofer.
[T Lg@=5) wird kleiner.

[T Lg@=5) wird gegeniber Teilaufgabe (d) nicht verdndert.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung

Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

A4.5: Verschiedene Lg(i)-Ansitze

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

L Lok L)L LE)
Wir gehen wie im Theorieteil vom Single Parity—check 7—o |+1.0000 [+0.4000 | -1.0000
Code SPC (3, 2, 2) aus. Die moglichen Codeworte sind: B —0.1820| —04337| +0.1820
Ir- i Ir . Ir . -r-:l- .J“. ].I].it — +I]-81?1 _[I.I]SST _[I-'B].?].
L€y, &y Lo, Lo} I=11""oo0130] 03023 —0.0130
Ty = (0.0,0) hazw, =(+1.4+1.+1). 7=, | *0-8301 | 03360 | —0.8301
T, = (0, 1. 1} bz I, =(+l.—1.—1} +0.1309| —0.3110 —0.1309
xr, = (1.0 1} hzw. T, :[_]“_'_1._1} 7=1 +0.9610 | —0.6470 —0.9610
- — +0.2810 —0.4032 —02810
ry = (LLL0O) baw. zy=(-1.—1+1) -
7—q|+12420 | 210502 | 12420
In der Aufgabe verwenden wir meist die zweite (bipolare)

Darstellung der Cdesymbole: x; € {+, —1}.

Es ist nicht so, dass der SPC (3, 2, 2) von grof3em praktischen Interesse wire, da zum Beispiel bei Hard

Decision wegen d,;, = 2 nur ein Fehler erkannt und kein einziger korrigiert werden kann. Der Code ist

aber wegen des {iberschaubaren Aufwands fiir Ubungs— und Demonstrationszwecke gut geeignet.

Mit iterativer symbolweiser Decodierung kann man auch einen Fehler korrigen. Beim vorliegenden

Code miissen die extrinsischen L—Werte Lg = Lg(1), Lg(2), Lg(3) entsprechend der Gleichung

Pr [u][ (zi- } ist ﬂmarlv]

Lg(i) Pr [wy(z~") ist ungerade |

berechnet werden. Hierbei bezeichnet x(!) alle Symbole mit Ausnahme von x; und ist somit ein Vektor
der Liangen—1=2.

Als den ersten Lg(i)-Ansatz bezeichnen wir die Vorgehensweise entsprechend

Le(1) = 2. tanh [hmh (L2/2) - tanh(Ls/2)] .
Lg(2) = 2-tanh~' [tanh(L,/2) - tanh(L3/2)]
Lg(3) = 2-tanh~' [tanh(L,/2) - tanh(Ly/2)] .

Dieser erste Lg(i)-Ansatz liegt der obigen Ergebnistabelle (rote Eintrdge) zugrunde, wobei von folgenden
Aposteriori-L-Werten ausgegangen wird:
L_-'IL]J]J = I:+1U . +U-l . — 1[}}

kurz: Ly = +1.0. Ls = +0.4. Ly = —1.0.

Die extrinsischen L-Werte fiir die nullte Iteration ergeben sich zu Lg(1) = —0.1829, Lg(2) =—0.4337
und Lg(3) = +0.1829. Diese Werte werden in der Aufgabe 7Z4.5 berechnet = siche Musterlosung.

Die Aposteriori-Werte zu Beginn der ersten Iteration sind damit

LU=Y = pU=0 4 =0 (40,8171, —0.0337. —0.8171).

Daraus ergeben sich die neuen extrinsischen Werte flir die Iterationsschleife /=1 wie folgt:

Le(1) ! [tanh(—0.0337/2) - tanh(—0.8171/2)] = 0.0130 = —Lz(3).
Lu(2) ! [tanh(+0.8171/2) - tanh (—0.8171/2)] = —0.3023.

Weiter erkennt man aus der oberen Tabelle:

2 . tanh
2.

tanh
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e Eine harte Entscheidung entsprechend den Vorzeichen vor der ersten Iteration = 7 = 0 scheitert,
da (+1, +1, —1) kein giiltiges SPC (3, 2, 2)-Codewort ist.

® Schon nach/ =1 Iterationen liefert eine harte Entscheidung ein giltiges Codewort, ndmlich x, =
(+1, -1, —1). Auch in spdteren Grafiken sind erstmals richtige HD— Entscheidungen blau hinterlegt.
e Harte Entscheidungen nach weiteren Iterationen (/ > 2) fiihren jeweils zum gleichen Codewort x.
Diese Aussage gilt nicht nur flir dieses Beispiel, sondern ganz allgemein.
Daneben betrachten wir hier einen zweiten Lg(i)-Ansatz, der hier am Beispiel fiir das erste Symbol (i =
1) angegeben wird:
sign[Lg(1)] = sign[Lg(2)] - sign[Le(3)]
|Lg(1)| = Min (|Lg(2)], [Le(3)]) .
Dieser Ansatz basiert auf der Annahme, dass die Zuverldssigkeit von Lg(7) im wesentlichen durch das

unzuverlissige Nachbarsymbol bestimmt wird. Das bessere (groflere) Eingangs—LLLR wird dabei vollig
auBBer Acht gelassen. — Betrachten wir hierzu zwei Beispiele:

Fiir L, = 1.0 und L5 = 5.0 ergibt sich beispielsweise

e nach dem ersten Ansatz:

\.J

Li(1) = 2-tanh " [tanh(0.5) - tanh(2.5)] = 2 - tanh~"(0.4559) = 0.984,
® nach dem zweiten Ansatz:
|Le(1)] = Min (1.0, 5.0) = 1.000.
Dagegen erhélt man fiir L, =L3;=1.0

e nach dem ersten Ansatz:

'l

Li(1) = 2 tanh ™" [tanh(0.5) - tanh(0.5)] = 2 - tanh~"(0.2135) = 0.433,
e nach dem zweiten Ansatz:
Le(1)] = Min(1.0. 1.0) = 1.000.

Man erkennt die deutliche Diskrepanz zwischen beiden Ansdtzen. Der zweite Ansatz (Ndherung) ist
deutlich positiver als der erste (richtige) Ansatz. Wichtig ist eigentlich aber nur, dass die Iterationen zum
gewiinschten Decodierergebnis fiihrt.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1. Behandelt wird hier ausschlielich der Losungsansatz 2.
Zum ersten Losungsansatz verweisen wir auf Aufgabe 74.5.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu '"A4.5: Verschiedene Lg(i)-Ansatze"

dem zweiten Lg(7)—Ansatz ohne vorherige Iteration.
I=0: Lg1) =
Lyg2) =
Ly(3) =

a) Es gelte L = (+1.0, +0.4, —1.0). Ermitteln Sie die extrinsischen L—Werte nach

b) Wie lauten die Aposteriori-L—Werte fiir die erste Iteration?
I=1: Ll =
Lz =

L3:

c) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+1.0, +0.4, —1.0)?

[T Daran dndert sich auch nach weiteren Iterationen nichts.

[~ Weitere Iterationen erhhen die Zuverlissigkeit fiir x; nicht.

[~ Hard Decision beil =1 fihrt z7um Codewort x; = (+1, -1, —1).

d) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+0.6, +1.0, —0.4)?

[ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x = (+1, +1, +1).
[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (-1, +1, —1).

[ Dieses Ergebnis liefert auch Hard Decision ab = 1.

e) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+0.6, +1.0, —0.8)?

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (-1, +1, —1).

[” Dieses Ergebnis liefert auch Hard Decision ab I= 1.

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (+1, +1, +1).

f) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+0.6, +1.0, —0.6)?

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (—1, +1, —1).

[ Die iterative Decodierung fiihrt nicht zum Ziel.

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x = (+1, +1, +1).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Z4.5: Tangens Hyperbolikus und Inverse Argumentx | y= tanh(o)
Im Theorieteil wurde am Beispiel des Single Parity—check Codes 0.0 0.0000
gezeigt, dass der extrinsische L—Wert beziiglich des i~ten Symbols 0.0915 0.0912
wie folgt definiert ist: 0.1 0.0997
. 0.2 0.1974
Lo(i) =In Pr [wy(z' ") ist gerade |y] 0.2168 0.2135
. Pr [u'l[[ii-”} 1st 1111gn*1‘;1rlr.*|£] ' 0.3 0.2913
0.4 0.3799
Diese Gleichung ist auch bei vielen anderen Kanalcodes anwendbar. 0.5 0.4621
Das Codewort xC) in dieser Definition beinhaltet alle Symbole mit 0.6 0.5370
T 0.7 0.6044
Ausnahme von x; und hat somit die Linge n — 1. 0.8 0.6640
In der Aufgabe A4.4 wurde gezeigt, dass der extrinsische L—Wert gg g;}iﬁ

auch wie folgt geschrieben werden kann:

) i

— i

mit 7 = H tanh(L;/2).

In dieser Aufgabe soll nun nach einer weiteren Berechnungsmoglichkeit gesucht werden.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1. Rechts oben sehen Sie eine Tabelle
mit den Zahlenwerten der Funktiony = tanh(x) = Tangens Hyperbolikus. Mit den rot hinterlegten

Zeilen kann man die Werte der inversen Funktion x = tanh '(y) ablesen, die fir die Teilaufgabe (e)
bendtigt werden.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu ""74.5: Tangens Hyperbolikus und Inverse"

a) Es gelte Lypp = (+1.0, +0.4, —1.0). Berechnen Sie die extrinsischen L-Werte
= Lg=(Lg(1), Lg(2), Lg(3)) nach der vorne angegebenen Gleichung: .
Lg1) =
Lyg2) =
Lg(3) =

b) Welche Eigenschaften weist die Funktion y = tanh(x) auf?
I Es gilt tanh(x) = (6* — € ¥) / (e + e¥).

Es gilt tanh(x) = (1 — e %) / (1 + e 2.

Die Funktion y = tanh(x) ist fiir alle x—Werte definiert.

ES gilt Yin = 0 UNd Yy — o0,

[ I I R

Es gilt ¥in = —1 und Y05 = +1.

©) Welche Eigenschaften weist die inverse Funktion x = tanh 1(y) auf?
" Die Funktionx = tanh!(y) ist fiir alle y—Werte definiert.

™ EBsgitx=tanh (»)=1/2- [ +y) /1 —)].

[~ Esgiltx;, =—1 und xp,= +1.

[~ Esgiltx;, » —ound X, = +o.

d) Wie Iisst sich Lg(7) auch darstellen? Es sein wie auf der Angabenseite definiert.
I~ Es gilt Lg() = tanh™ ().
™ Es gilt Lg(3) = 2 - tanh™ (7).

™ Esgit L) =2 tanh ' n [(1 + 7) / (1 - 7)].

e) Berechnen Sie die extrinsischen L—Werte mit der Gleichung gemif3 Aufgabe (d).
Verwenden Sie hierzu die Tabelle auf der Angabenseite.

Ly1) =
L2 =
L) =
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

A4.6: Produktcode—Generierung

Es soll ein Produktcode (42, 12) generiert werden, der auf
folgenden Komponentencodes aufbaut:

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.2 Grundlegendes m den Produktcodes

Codeworte von ()
Hamming-Code (7, 4)

Codeworte von (,
verkiirzt auf (6, 3)

(0,0,0,1,1,1,1)
¢ dem Hammingcode (7, 4, 3) = Cq, (0,0,1,0,0,1,1)
e dem verkiirzten Hamming-Code (6, 3, 3) = C». (0,0,1,1,1,0,0)
(0,1,0,0,1,1,0) | (0.0,0,2,2.7)
Die entsprechenden Codetabellen sind rechts angegeben, | (0,1,0,1.,0,0,1) [ (0.0.1.2.2. %)
wobei jeweils drei Zeilen unvolistindig sind. Diese sollen EE i: i: g: ;: ; ;; Ega }:- 2: }> g: 3
von Thnen erginzt werden. 1000101 | (100110
Das zu einem Informationsblock u gehorige Codewort | (1,0,0,1,0,1,00 | (1,0.1.2.2.7)
ergibt sich allgemein entsprechend der Gleichungx = - G. | (1,0,1,0,1,1,0) | (1,1,0,0,1,1)
Wie auch in der Aufgabe 74.6 wird hier von folgenden (i? g? ﬁ? # g? 2? i} (1,1,1,0,0,0)
Generatormatrizen ausgegangen: 21: 1: l}: 1: 1: l]: l];
1000101 (1,1,1,0,2,2,?)
g _|0ro0o110 (LLLLL LD | 2o0m e o ¢
"“loo 10011
0001111
1 00110
G,=|0 10101
001011

In der gesamten Aufgabe gelte fiir den Informationsblock:

01 10
U=10 000
1 110

Gesucht sind entsprechend der Nomenklatur auf der ersten Theorieseite:
e die Parity-Matrix P() beziiglich des horizontalen Codes Cj,
e die Parity-Matrix P beziiglich des vertikalen Codes C,

e die Checks—on-Checks—Matrix P(2).
Hinweis: Die Aufgabe gehort z7um Kapitel 4.2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.2 Grundlegendes z den Produktcodes

Fragebogen zu " A4.6: Produktcode—Generierung"

a) Welche Ergebnisse liefert die Zeilencodierung mit dem (7, 4, 3)-Code C;?
[ Erste Zeile: u=(0,1,1,0) = x=(0,1,1,0,1,0, 1).
[T Zweite Zeile: u=(0,0,0,0) = x=(1,1,1,1,1,1, 1).

[ Dritte Zeile: u=(1,1,1,0) = x=(1,1,1,0,0,0,0).

b) Welche Ergebnisse liefert die Spaltencodierung mit dem (6, 3, 3)-Code C,?
™ Erste Spalte:u=(0,0,1) = x=(0,0,1,0,1, 1).
[T Zweite Spalte:u=(1,0,1) = x=(1,0,1,1,0, 1).
[ Dritte Spatte:u=(1,0,1) = x=(1,1,0,0, 1, 1).

[T Vierte Spalte:u=(0,0,0) = x=(0,0,0,0,0,0).

c) Welche Aussagen gelten fiir die Checks—on—Checks—Matrix?
[T Die erste Zeile lautet (1, 0, 1) und die erste Spalte (1, 1, 0).
[ Die zweite Zeile lautet (1, 0, 1) und die zweite Spalte (0, 0, 0).

[T Die dritte Zeile lautet (0, 0, 0) und die dritte Spalte (0, 0, 0).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.2 Grundlegendes z den Produktcodes

7Z4.6: Grundlagen der Produktcodes z
Wir betrachten hier einen Produktcode entsprechend der é ? g g 1 ? [1}
Beschreibung auf der ersten Theorieseite. Die beiden | (3. =

. . 1 0 010011
Komponentencodes C; und C, sind durch die rechts \0 001111
angegebenen Generatormatrizen G und G, festgelegt. g

1 00110

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.2. G, = 010101
Die beiden Komponentencodes C; und C, wurden auch - \ 001011
in der Aufgabe A4.6 betrachtet.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.2 Grundlegendes m den Produktcodes

Fragebogen zu ''74.6: Grundlagen der Produktcodes"

a) Welche Aussagen erlaubt die Generatormatrix Gy iiber den Code Cy?
[~ Die Coderate von Cy ist R; = 4/7.
[~ Der Code C; ist systematisch.
[~ C; ist ein verkiirzter Hamming—Code.

[~ Die minimale Distanz dieses Codes ist d; = 3.

b) Welche Aussagen erlaubt die Generatormatrix G, tiber den Code C,?
[~ Die Coderate von C, ist Ry = 4/7.
[~ Der Code C, ist systematisch.
[~ C,ist ein verkiirzter Hamming—Code.

[~ Die minimale Distanz dieses Codes ist d, = 3.

c) Geben Sie die Parameter des Produktcodes C = C; x C; an.

k =
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Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.2 Grundlegendes z den Produktcodes

Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

A4.7: Produktcode—Decodierung Hammingcode (7. 4, 3)

Wir betrachten wie in Aufgabe A4.6 einen Produktcode, | Syndrom s, | Nebenklassenanfiihrer g,
basierend auf sp =(0,0,0) | g =(0,0,0,0,0,0,0)
. ) (']5 l]a ]-]' € = (l}a l]:- l]a l]a l]:' l]a ]-]'
¢ dem Hammingcode (7, 4, 3) = Code Cq, s, =(0,1,0) | &, =(0,0,0,0,0,1,0)
e dem verkiirzten Hammingcode (6, 3, 3) = C». s3=(0,1,1)| & =(0,0,1,0,0,0,0)
54 =(1,0,0)| & =(0,0,0,0,1,0,0)
Die Priifmatrizen dieser Codes lauten: s: =(1,0,1)| e =(1,0,0,0,0,0,0)
g = [1: ]-7 l]} € = [I}a ]-:- l]:' I}:' I]: I}:' l]}
Lol 100 5, =1, 1L,1) | & =(0,0,0,1,0,0,0)
H=|01110140
101 1 001 Verkiirzter Hammingcode (6, 3, 3)
110100 Syndrom s, | Nebenklassenanfiihrer g,
H,=|1 01010 sp =(0,0,0) | ¢ =(0,0,0,0,0,0)
[} ]_ ]_ D [} 1 3 | ={“5{|51} €] ={“,ﬂ,ﬂ,'ﬂ',ﬂ,1}
32 ={“5 ]-5 ﬂ} L) ={ﬂ5 {Ia ﬂ: ﬂa ]-:- l]]'
Die Hard Decision Decodierung dieses Codes geschieht | $3 =(0:1,1) | &3 =(0,0,1,0,0,0)
vorzugsweise iterativ, indem abwechselnd alle Zeilen und 547 E’ g’ {3 €4 = Eg’ {1}’ g’ 11], g’ g;
5 = E ¥ € = 2 ¥ E ¥ »
anschliefend alle Spalten syndromdecodiert werden. ; =(L1,0) ;’; =(1,0,0,0,0,0)
Hinweis: Die Syndromdecodierung soll entsprechend der | $7 =(1,1,1) | €, =(1,0,0,0,0,1)

zweiten Theorieseite von Kapitel 4.2 erfolgen.

Die folgende Grafik zeigt drei verschiedene Coder— und Empfangsmatrizen, die in den Teilaufgaben (a),
(b) und (c) zu analysieren sind. Wir benennen diese mit Konstellation (A), (B) und (C). Gelb markiert
sind die Unterschiede der Empfangsmatrix von Konstellation (B) gegeniiber (A). In beiden Fillen besteht

die Codermatrix nur aus Nullen. Die Codermatrix von (C) wurde in Aufgabe A4.6 ermittelt.

Codermatrix

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<

ENENE ]
R

<<<<<
>>>>>

Codermatrix

000

00
00,000
00

Empfangsmatrix

100

00
01,000
00

Konstellation A

>>>>>>>>>>>>>>>>
<<<<<<<<<<<<<<<<

>>>>>
<<<<<

Konstellation C

Die Syndromdecodierung (eindimensionaler) Blockcodes wurde bereits in Kapitel 1.5 behandelt.
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Hier eine kurze Zusammenfassung und eine Adaption an den zweidimensionalen Fall:
e Aus dem Empfangswort y (einer Zeile bzw. einer Spalte der vorgegebenen Empfangsmatrix) wird
das Syndrom entsprechend s =y - HlT bzw.s=y - H2T gebildet.
® Mit dem Ergebnis s = s, kann man in obigen Tabellen den so genannten Nebenklassenanfiihrer e,

ablesen. Das korrigierte Codewort ist dann y + ¢,,.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.2 Grundlegendes m den Produktcodes

Fragebogen zu " A4.7: Produktcode—Decodierung"

a) Ist die 2D-Empfangsmatrix A decodierbar?
€ Ja, nach der ersten Decodierung in horizontaler Richtung,
€ Ja, nach der ersten Decodierung in vertikaler Richtung.
€ Ja, nach der zweiten Decodierung in horizontaler Richtung,
€ Ja, nach der zweiten Decodierung in vertikaler Richtung.

€ Nein.

b) Ist die 2D—Empfangsmatrix B decodierbar?
€ Ja, nach der ersten Decodierung in horizontaler Richtung.
C  Ja, nach der ersten Decodierung in vertikaler Richtung.
€ Ja, nach der zweiten Decodierung in horizontaler Richtung,
C  Ja, nach der zweiten Decodierung in vertikaler Richtung,

€ Nein.

c) Ist die 2D-Empfangsmatrix C decodierbar? Versuchen Sie, die Losung iiber
eine Aquivalenz zur Aufgabe (a) oder (b) zu finden.

€ Ja, nach der ersten Decodierung in horizontaler Richtung,
€ Ja, nach der ersten Decodierung in vertikaler Richtung.

C  Ja, nach der zweiten Decodierung in horizontaler Richtung,
€ Ja, nach der zweiten Decodierung in vertikaler Richtung.

€  Nein.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 27 1 46 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.2 Grundlegendes m den Produktcodes

74.7: Syndromdecodierung — Prinzip Syadrom s, | Nebenklassenanfiihrer ¢,
Die Syndromdecodierung wurde bereits im Kapitel 1.5 | s, =(0,0,0) | g, =(0,0,0,0,0, 0, 0)
ausfiihrlich behandelt. Bei allen Hammingcodes, die ja | $1 =(0,0,1) | & =(0,0,0,0,0,0,1)
bekanntlich perfekt sind, ergibt sich hiermit ein gleich gutes | 52 = (©:1,0) [ €2 =(0,0,0,0,0,1,0)
Decodierergebnis wie mit der (im allgemeinen) deutich | 2 — > & D | € =(0,0,1,0,0,0,0)
ecodierergebnis wie allgemeinen) deutlic s, =(1,0,0) | & =(0,0,0,0,1,0,0)
komplizierteren Maximum-Likelihood—Detektion. s: =(1,0,1) | s =(1,0,0,0,0,0,0)
Bei der Syndromdecodierung geht man wie folgt vor: 55 =(1,1,00| € =(0,1,0,0,0,0,0)
i? = [1: ]-7 ]-} g'}' = [I}a I]:- I]:' ]-7 I]: I}:' I]}

e Man bildet aus dem Empfangsvektor y der Linge n Hammingcode (7, 4, 3)

und der Priifmatrix H das Syndrom:
s=1y- H' GF(2™). Anmerkung: m =n — k.

e Das Empfangswort y = x (Codewort) + e (Fehlervektor) ist nicht notwendigermaf3en ein Element

von GF(2™), sicher aber ein Element von GF(2") und es gilt wegen x - HT = 0 gleichermafen:
s=¢g-H'.

¢ Viele Fehlermuster e filhren zum gleichen Syndrom s. Man fasst nun diejenigen Fehlermuster mit
gleichem Syndrom S, Zur Nebenklasse ?’y zusammen.

® Als Nebenklassenanfiihrer ¢, bezeichnet man denjenigen Fehlervektor, der innerhalb der Klasse

¥, das geringste Hamming-Gewicht aufweist und dementsprechend am wahrscheinlichsten ist.

Die Tabelle oben zeigt die Liste der Nebenklassenanfiihrer e, fiir die einzelnen s, beim Hammingcode
(7, 4, 3). Diese Tabelle wird fiir die Teilaufgabe (a) benétigt.

Eine dhnliche Tabelle soll fiir den verkiirzten Hammingcode (6, 3, 3) erstellt werden. Dieser wurde
bereits in Aufgabe A4.6 sowie Aufgabe Z4.6 benutzt und ist durch seine Generatormatrix vorgegeben:

1000110
G=|0101 01
0o 1011

Im Gegensatz zum originalen (7, 4, 3)-Hammingcode ist der verkiirzte (6, 3, 3)-Hammingcode nicht
perfekt, so dass sich nicht fiir alle moglichen Sy ein Einfehler—N ebenklassenanfiihrer ey finden Iisst.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf Kapitel 4.2 und ist als Erganzung zur Aufgabe A4.7 gedacht.
Ahnliche Aufgabenstellungen wurden in Aufgabe A1.11 und Aufgabe Z1.11 im Kapitel 1.5 behandett.

Der Zusammenhang zwischen der Generatormatrix G und der Priifmatrix H von systematischen Codes
ist in Kapitel 1.4 angegeben.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.2 Grundlegendes m den Produktcodes

Fragebogen zu "'74.7: Syndromde codierung — Prinzip"

a) Das Empfangswort seiy = (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0), das Syndrom s = (0, 1, 1). Fiir
welches Codewort x von Cy entscheidet sich der Syndromdecoder?

€ Das wahrscheinlichste Codewort ist x=(1,1,1,0, 1, 1, 0).
€ Das wahrscheinlichste Codewortist x=(0, 1,0, 0, 1, 1, 0).

€ Das wahrscheinlichste Codewort ist x=(0,1,0,0, 1, 1, 1).

b) Welche Aussagen gelten fiir die Priifmatrix H des verkiirzten Codes Cy?

[T Es handelt sich um eine 4x6—Matrix.
[T Die erste Zeile dieser Matrix lautet: 110100.
[T Die zweite Zeile dieser Matrix lautet; 101010.

[~ Die dritte Zeile dieser Matrix lautet: 011001.

¢) Welches Syndrom s ergibt sich fiir das Fehlermuster e = (0, 0, 0, 0, 0, 0)?

I~ e¢=(0,0,0,0,0,0) = s=5=(0,0,0),
I ¢=(0,0,0,0,0,0) = s=5=(0,0,1),

r e¢=@0,0,0,0,0,0) = s=s;=(1, 1, 1).

d) Welche der folgenden Aussagen stimmen beziiglich der Einfehlermuster?

[~ Einfehlermuster e = (1, 0, 0, 0, 0, 0) = Syndrom s, = (1, 1, 0),

[~ Einfehlermuster e = (0, 1, 0, 0, 0, 0) = Syndromss = (1, 0, 1),
[~ Einfehlermuster e = (0, 0, 1, 0, 0, 0) = Syndrom sz = (0, 1, 1),
[~ Einfehlermuster e = (0, 0, 0, 1, 0, 0) = Syndroms, = (1, 0, 0),
[~ Einfehlermuster e = (0, 0, 0, 0, 1, 0) = Syndrom s, = (0, 1, 0),
[~ Einfehlermuster e = (0, 0, 0, 0, 0, 1) = Syndrom s; = (0, 0, 1).
e) Welche der folgenden Fehlermuster fiihren zum Syndrom s; = (1, 1, 1)?
M e=(1,1,0,0,0,0),
M e=(1,0,0,0,0,1),
M e=(0,1,0,0,1,0),
M e=(1,1,1,1,1,1).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes zu den Turbocodes

A4.8: Wiederholung zu den Faltungscodes

Die Turbocodes basieren auf den Faltungscodes, die in Kapitel 3
ausflihrlich behandelt werden.

Ausgehend von dem nebenstehenden Zustandsiibergangsdiagramm
sollen wesentliche Eigenschaften und Kenngrofen des betrachteten
Rate—1/2—Faltungscodes ermittelt werden, wobei wir ausdriicklich
auf folgende Theorieseiten verweisen:

Systematische Faltungscodes (1)
Darstellung im Zustandsiibergangsdiagramm (1)

Definition der freien Distanz (1)

GF(2)-Beschreibungsformen eines Digitalen Filters (2)
Anwendung der D-Transformation auf Rate—1/n—Faltungscodes (2)
Im Zustandsiibergangsdiagramm wird grundsétzlich vom Zustand Sy ausgegangen. Von jedem Zustand

gehen zwei Pfeile ab. Die Beschriftung lautet ,,u; | xi(l)xl-(z)”. Bei einem systematischen Code gilt dabei:

e Das erste Codebit ist identisch mit dem Informationsbit: x; = u; € {0, 1}

e Das zweite Codebit ist das Priifbit (Paritybit): x,? =p; € {0, 1}.
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.3. Ahnliche Aufgaben finden Sie in den Kapiteln
3.1 bis 3.3. In den Fragen zu dieser Aufgabe werden folgende semi-infinite Vektoren verwendet:

¢ Informationssequenz u = (uy, uy, ...),

® Paritysequenz  p=(py, pp, --.),
e Impulsantwort: g=(g, &, ...); diese ist gleich der Paritysequenz p fir u=(1,0, 0, ...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes  den Turbocodes

Fragebogen zu "' A4.8: Wiederholung zu den Faltungscodes"

a) Wie lautet die Impulsantwort g?
T Esgiltg=(1,1,1,0,1,1,0,1,1,...).

™ Esgiltg=(1,0,1,0,0,0,0,0,0,...).

b) Esseinunu=(1,0,0, 1,0, 0, u7) mit u7; € {0, 1}. Welche Aussagen treffen fiir

die Paritysequenz p zu?
[ Die ersten sechs Bit der Paritysequenz sind ,,1, 0, 1, 1, 0, 1”.
r Mitll7:0giltpi:0ﬁjfi>6.

I_ Mitll7:1giltpi:0ﬁjfi>8.

c) Wie lautet die D—Ubertragungsfimktionsmatrix G(D)?

™ EsgitGD)=[1,1+D].
™ Esgit GD)=[1, 1+ D?.

™ Esgit G(D) =[1 + D?.

d) Betrachten Sie nun die begrenzte Eingangsfolge u = (1, 0, 1, 0, 0, 1). Welche
Aussagen gelten fiir die dann ebenfalls begrenzte Parityfolge p?

[ Die ersten acht Bit der Parityfolge sind ,,1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0”.
[T Die ersten acht Bit der Parityfolge sind ,,1, 0,0, 0, 1, 1, 0, 1”.

[T Esgitp;,=0firi>9.

e) Wie grof ist die freie Distanz des betrachteten Faltungscodes?

dF=
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

74.8: Grundlegendes zum Interleaving

Interleaving (deutsch: Verwiirfelung) ist zum Beispiel bei einem
Kanal mit Biindelfehlercharakteristik erforderlich, um die Fehler
innerhalb des Biindels {iber einen geniigend groBen Bereich so
7u verteilen, dass diese anschlieBend weitgehend Kkorrigiert
(oder zumindest erkannt) werden kdnnen.

Fir Turbocodes, die auf RSC-Coder (Recursive Systematic
Convolutional Encoder) basieren — und nur solche machen
Sinn, ist Interleaving auch beim AWGN-Kanal essentiell, da
es dann auch stets (einige) Eingangssequenzen gibt, die in der
Ausgangsfolge nach etlichen Einsen nur noch Nullen liefern, und
zwar bis ins Unendliche = es gbt Ausgangsfolgen mit sehr
kleinem Hamming—Gewicht.

Verteilt man im Coder 2 die Bits solcher Eingangssequenzen
tiber einen weiten Bereich, so kann bei iterativer symbolweiser
Decodierung das Problem durch das Zusammenspiel beider
Komponentendecoder (weitgehend) beseitigt werden.

Man unterscheidet allgemein zwischen Block—Interleaver und
Random-Interleaver. Bei Block—Interleaving fiillt man eine
Matrix mit S Spalten und Z Zeilen spaltenweise und liest die
Matrix zeilenweise aus. Damit wird ein Informationsblock mit
Iax= S+ Z Bit deterministisch verwtirfelt.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.3 Grundlegendes zu den Turbocodes
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Rechts sind zwei Interleaver angegeben und zwar in grafischer Form durch die Zuordnung Iy,(Z,)-

Diese Grof3en stehen fiir ,Index der Ausgangsfolge” bzw. fiir ,Index der Eingangsfolge”. Es gilt:

1 '-l- -fr(]'ul. '-l- -frm:lx- ]- i“* -fr]u 'i"- -frm:lx-

In der Aufgabe (a) ist gefragt, ob es sich hierbei um Block—Interleaving oder Random—Interleaving
handelt. Letztere werden im Theorieteil in aller Kiirze besprochen.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.3. Aber auch in anderen LN Twww—Biichern wird
Interleaving behandelt, u.A. im Buch ,,Beispiele von Nachrichtensystemen” mit Bezug zum

e Standard Digital Subscriber Line (DSL) = Kapitel 3.2,

e 2G—Mobilfunksystem GSM = Kapitel 3.3,
¢ 3G-Mobilfunksystem UMTS = Kapitel 3.4,

e 4G—Mobilfunksystem LTE = Kapitel 4.3 (im Buch ,,Mobile Kommunikation”).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes zu den Turbocodes

Fragebogen zu "' 74.8: Grundlegendes zum Interleaving"

a) Welche Interleaver—Art ist in der Grafik auf der Angabenseite dargestellt?
™ Block-Interleaving,

™ Random-Interleaving,

b) Wieviele Zeilen (Z) und Spalten (S) hat die obere , Interleaver—Matrix 1’2
7z =
S =

c) Es gelte u = (1001'0001'1101'1101'0010'0111). Wie beginnt die verwiirfelte
Folge u,;? Hinweis: Die Hochkommata dienen nur als Lesehilfe.

™ u,=(110100100'011'111'110'010'001" ...),

™ u,=(101'001'000'111'100'101'011'101" ...).

d) Die verwiirfelte Folge seiu,, = (100'100'011'101'110'100'100'111). Wie lautet

die Folge nach dem De—Interleaving?
[T u=(1101'0010'0011'1111'1001'0001" ...),

[T u=(1010'0100'0111'1001'0101'1101" ...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes zu den Turbocodes

A4.9: Wiederholung zu den RSC-Codes

In der Aufgabe A4.8 wurden bereits wichtige Eigenschaften von
Faltungscodes aus dem Zustandsiibergangsdiagramm abgeleitet,
wobei von einer nichtrekursiven Filterstruktur ausgegangen wurde.

Nun wird ein Rate—1/2-RSC—Code in dhnlicher Weise behandelt.
Hierbei steht ,,RSC” fiir ,,Recursive Systematic Convolutional”.

Die Ubertragungsfinktionsmatrix eines RSC—Faltungscodes kann
wie folgt angegeben werden:

G(D)=[1. G¥(D)/c"(D)] .

Ansonsten gelten hier die genau gleichen Voraussetzungen wie bei = 3015 v LN T ds
Aufgabe A4.8. Wir verweisen wieder auf folgende Theorieseiten:

Systematische Faltungscodes (1)

Darstellung im Zustandsiibergangsdiagramm (2)

Definition der freien Distanz (1)

GF(2)-Beschreibungsformen eines Digitalen Filters (2)
Anwendung der D-Transformation auf Rate—1/n—Faltungscodes (2)
Filterstruktur bei gebrochen—rationaler Ubertragungsfunktion

Im Zustandstibergangsdiagramm wird grundsétzlich vom Zustand S, ausgegangen. Von jedem Zustand

gehen zwei Pfeile ab. Die Beschriftung lautet ,u; | xi(l)xi(z)”. Bei einem systematischen Code gilt dabei:

e Das erste Codebit ist identisch mit dem Informationsbit: x;() = u; € {0, 1}.

e Das zweite Codebit ist das Priifbit (Paritybit): x,? =p, € {0, 1}.
Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.3. Ahnliche Aufgaben finden Sie in den Kapiteln
3.1 bis 3.3. In den Fragen zu dieser Aufgabe werden folgende vektoriellen Gro3en verwendet:

¢ Informationssequenz:  u = (uy, Uy, ...),

* Paritysequenz:  p=(py, pa, ---)s
e Impulsantwort: g=(g;, 8, ...); diese ist gleich der Paritysequenz p fir u=(1, 0,0, ...).
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes  den Turbocodes

Fragebogen zu "' A4.9: Wiederholung zu den RSC-Codes"

a) Wie lautet die Impulsantwort g?
T Esgiltg=(1,1,1,0,1,1,0,1,1,...).

™ Esgiltg=(1,0,1,0,0,0,0,0,0,...).

b) Esgelte u=(1, 1, 0, 1). Welche Aussagen gelten fiir die Paritysequenz p?
M Esgitp=(1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...).
T Esgltp=(1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,...).

[T Beibegrenzter Informationssequenz u ist stets auch p begrenzt.

¢) Wie lautet die D—Ubertragungsfinktion G(D)?
™ Bsgt GD)=1+D+D*+D*+D°+ D"+ D8+ ...
™ Esgit GD) =1 + D>/ + D+ D?.
™ Esgit GD) =1+ D+ D> +D?.

d) Esgelteu=(1, 1, 1). Welche Aussagen gelten fiir die Paritysequenz p?
™ Esgltp=(1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...).
M Esgitp=(1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,...).

[T Beiunbegrenzter Impulsantwort g ist stets auch p unbegrenzt.

e) Wie grof ist die freie Distanz dieses RSC—Coders?
dF =
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes zu den Turbocodes

A4.10: UMTS/LTE-Turbocoder

Syst. Faltungscoder C;

Die Mobilfunkstandards UMTS und LTE verwenden — :.4 i O U
jeweils einen Turbocode, d iteehend identisch ist mit |,|

jeweils einen Turbocode, der weitgehend identisch is GI(D)

dem in Kapitel 4.3 beschriebenen Coder.

® Der 1/n— Faltungscode ist systematisch, das heif3t,
dass die Codesequenz x die Informationssequenz
u als Komponente beinhaltet.

¢ Die Sequenzen p; und p, basieren auf der gleichen

Ubertragungsfunktion: G(D) = Gy(D) = G(D).

¢ Die Paritysequenzen p; und p, verwenden unterschiedliche Eingangssequenzen u bzw. u,,. Hierbei

Syst. Faltungscoder C,

kennzeichnet IT den Interleaver, bei UMTS und LTE meist ein S—Random-Interleaver.

Der wesentliche Unterschied gegeniiber der bisherigen Beschreibung im Theorieteil ergibt sich durch eine
andere Ubertragungsfinktion G(D), die durch die folgende rekursive Filterstruktur gegeben ist:

>+ )— »(H—0 X;
D015 wow LNTowwde &
u: D |—y—D
i
AN AN
"vl',—l FPL_: "vj,—j
()

Hinweis: Die Aufgabe gehtrt zum Themengebiet von Kapitel 4.3. Erwartet werden Kenntnisse iiber
¢ die algebraische und polynomische Beschreibung von Faltungscodes = Kapitel 3.2,
e die Zustandsbeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm = Kapitel 3.3.

Weitere Hinweise zur Vorgehensweise finden Sie in Aufgabe A4.8 und Aufgabe A4.9.

Die Informationssequenz u wird zur einfacheren Beschreibung in den Teilaufgaben teilweise durch deren
D-Transformierte angegeben. Beispielsweise gilt:

w=1(0.1.1.0.0.0.0.0.0.0...) oe U(D)=D+ D
(0.1.0.0.0.0.0.1.0,0...) o U(D)=D+D"

i
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.3 Grundlegendes  den Turbocodes

Fragebogen zu " A4.10: UM TS/LTE-Turbocoder"

a) Wie lauten die Kenngro3en des betrachteten Turbocodes?

Rate R =
Gedichtnis m =

Einflusslange v

b) Wie lauten die Ubertragungsfunktionen G1(D) = G(D) = G(D)?
" EBsgit GD) =1+ D+ D1 +D*+ D).
™ EBsgit GD) =1+ D?+D>(1+D+ D).

c) Wie lautet die Impulsantwort g?
T Esgil:g=(1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1, 1, ...).
" Esgil:g=(1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0, 1,0, ...).

[T g setzt sich bis ins Unendliche fort.

d) Gibt es periodische Anteile innerhalb der Impulsantwort g?
€ Ja, mit Periodendauer P = 7.
€ Ja, mit Periodendauer P = 8.

€  Nein.

€) Es seinun UD)=D+ D?. Welche Aussagen stimmen?
™ Die Ausgangsfolge p beinhaltet einen periodischen Anteil.
[ Die Periode P ist gegeniiber g unverindert.

[~ Das Hamming-Gewicht der Eingangssequenz ist wy(u) = 2.

[~ Das Hamming-Gewicht der Ausgangssequenz ist wy(p) = 6.

) Welche Aussagen treffen fiir U(D) =D + DB zw?
" Die Ausgangsfolge p beinhaltet einen periodischen Anteil.
[T Die Periode P ist gegeniiber g unverindert.

[~ Das Hamming-Gewicht der Eingangssequenz ist wy(w) = 2.

[~ Das Hamming—Gewicht der Ausgangssequenz ist wy(p) = 6.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

A4.11: Analyse von Priifmatrizen
In nebenstehender Grafik ist oben ein Produktcode angegeben, der :ED; | o | P ; f;‘:k'
durch folgende Priifgleichungen gekennzeichnet ist: B w, |
3 - 2
1= Uy Buz, pa= Uz g,
Ps = Uy g, pg= Us DUy, P3| Py
Darunter sind die Priifmatrizen H;, H, und H3 angegeben. Zu priifen - -
ist, welche der Matrizen den gegebenen Produktcode entsprechend é é 'i 'i é 'i E E
der Gleichung x =u -HT richtig beschreiben, wenn von folgenden Hl - 10100010
Definitionen ausgegangen wird: 01010001
e dem Codewort x = (uy, Uy, U3, Uy, P1, P2 P3 P4)s - .
e dem Codewort x = (uy, py, Uy, P2, U3, P3, Uy, P4)- 11100000
H. — 00011010
Alle H-Matrizen beinhalten weniger Einsen als Nullen. Dies ist ein - 10001100
Kennzeichen der so genannten Low—density Parity—check Codes _0 010001 1_
(kurz: LDPC—Codes). Bei den praxisrelevanten LDPC—Codes ist N .
der Einsen—Anteil allerdings noch geringer als bei diesen Beispielen. 10011001
_ 10010110
Weiterhin ist fiir die Aufgabe anzumerken: H, = 01101010
e Ein (n, k)-Blockcode ist systematisch, wenn die ersten k Bit 01100101
des Codewortes das Informationswort u beinhaltet. Mit der e

Codewortdefinition x = (uy, uy, u3, uy, p1, Pr P3, P4) MUSS
dann die Priifmatrix H mit einer A*k—Diagonalmatrix enden.

e Einreguldrer Code (hinsichtlich LDPC—Anwendung) liegt vor, wenn das Hamming—Gewicht aller
Zeien = wy und das Hamming-Gewicht aller Spalten = wg jeweils gleich ist. Andernfalls

spricht man von einem irreguliren LDPC—Code.

e Die Priifmatrix H eines herkdmmlichen linearen (n, k)-Blockcodes besteht aus exakt m =n — k
Zeilen und n Spalten. Bei den LDPC—Codes lautet dagegen die Forderung:m >n — k. Das
Gleichheitszeichen trifft dann zu, wenn die m Priifgleichungen statistisch unabhingig sind.

e Aus der Priifmatrix H Iisst sich eine untere Schranke fiir die Coderate R angeben:

E[U‘_b] 1 1 n _ 1 m -
R=1 Elws] mit  Efwsg] - é] ws(i) und  Elwy] - J_E=] wy(f)

Diese Gleichung gilt fiir regulire und irregulire LDPC—Codes gleichermaflen, wobei bei den
reguliren Codes E[wg] = wg und E[w,] = wy beriicksichtigt werden kann.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.4.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

Fragebogen zu ""A4.11: Analyse von Priifmatrizen"

a) Welche Priifmatrix beschreibt den vorgegebenen Produktcode (obere Skizze)?

[~ H; unter der Voraussetzung x = (uy, Uy, U3, Uy, D1, P2> P3» P4)-
[~ H, unter der Voraussetzung x = (11, p1, Up, P2, U3, P3, Ugs D4)-
[~ H, unter der Voraussetzung x = (11, p1, Up, P2, U3, P3, Ugs P4)-

[~ Hj unter der Voraussetzung x = (11, p1, Up, P2, U3, P3, Ugs D4)-

b) Fiir die restlichen Teilaufgaben soll stets von x = (uy, uy, us, Uy, Py, P2, P3> P4)
ausgegangen werden. Welche Aussagen gelten fiir die Priifmatrix H;?

™ Der Code ist systematisch.
™ Der Code ist regulir.
[ Fir die Coderate gilt R > 1/2.

[ Fir die Coderate gilt R = 1/2.

c) Welche Aussagen gelten fiir die Priifmatrix Hs?
[~ Esist kein Zusammenhang zwischen H; und H3 erkennbar.
[~ HszZeilen sind Linearkombinationen von je zwei H;—Zeilen.

[ Die vier Priifgleichungen gemif3 H; sind linear unabhéngig.

d) Welche Aussagen gelten fiir den durch H3 gekennzeichneten Code?

™ Der Code ist systematisch.
[T Der Code ist regulir.
[ Fir die Coderate gilt R > 1/2.

[~ Die Coderate ist R = 1/2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

Z4.11: Coderate aus der Priifmatrix

In dieser Aufgabe sollen die Coderaten der Codes Cy, Cy, C3 und - é i i ? é ? E
C,4 ermittelt werden, wobei die Codes allein durch ihre Priifmatrizen ! 1101001
gegeben sind. Eine untere Schranke fiir die Coderate R lautet: - _
Elwe 1001110
H::l—E}w*']]. H,=(1010011
z 0011101
Sind die m Priifgleichungen aller Matrix—Zeilen linear unabhingig, so - i
gilt in obiger Ungleichung das Gleichheitszeichen. 1001110
Verwendet ist hier die folgende Nomenklatur: H, = L T
. 1101001
® wy(j) mt 1 <j <m ist das Hamming—Gewicht der j—ten 0011101
Zeile der Priifimatrix. ) -
e Durch Erwartungswertbildung ergibt sich: 11111111
Lo H_lllll]ll]l]
. (i 4 10111010
Elwz] = —- i .
[wz] m;ﬂj} 11101001

¢ Entsprechend gibt wg(7) mit 1 <7 < n das Hamming-Gewicht = 2016 www LI Twww.da

der i—ten Spalte von H an, mit dem Erwartungswert
E|ws] = 1 i: wy ().
L

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.4.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

Fragebogen zu ""74.11: Coderate aus der Priifmatrix"

a) H; beschreibt einen systematischen Code. Wie lauten dessen Parameter?

n =

m =

b) Wie groB ist die Coderate des Codes C; mit der Priifmatrix H;?

CII R =

c) Wie grof3 ist die Coderate des Codes C, mit der Priifmatrix H,?

Czi R =

d) Wie grof3 ist die Coderate des Codes C3 mit der Priifmatrix H;?

C3: R =

e) Wie grof} ist die Coderate des Codes C4 mit der Priifmatrix Hy?

C4Z R =
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

A4.12: Regularer/irregulirer Tanner—Graph

Dargestellt ist ein Tanner—Graph eines Codes A mit C
1
e den Variable Nodes (abgekiirzt VNs) V7, ..., Vi, wobei V;
das i~te Codewortbit kennzeichnet (egal, ob Informations—
oder Paritybit) und der i—ten Spalte der Priifmatrix entspricht; C,

der H,—Matrix und damit die Priifgleichungen reprasentieren.

()
&
e den Check Nodes (abgekiitzt CNs) Cy, .. , Cs, die die Zeilen ol

Eine Verbindungslinie (englisch: Edge) zwischen V; und C; zeigt an,

dass das i—te Codewortsymbol an der j—ten Priifgleichung beteiligt
ist. In diesem Fall ist das Element £;; der Priifmatrix gleich 1.

In der Aufgabe soll der Zusammenhang zwischen dem oben dargesteliten Tanner—Graphen (giiltig flir den
Code A) und der Matrix H, angegeben werden. Auerdem ist der Tanner—Graph zu einer Priifmatrix

Hp aufzustellen, die sich aus H, durch Hinzufiigen einer weiteren Zeile ergibt. Diese ist so zu ermitteln,
dass der zugehorige Code B regulir ist. Das bedeutet:
e Von allen Variable Nodes V; (mit 1 <i < n) gehen gleich viele Linien (£dges) ab, ebenso von

allen Check Nodes C; (mit 1 <j < m).

¢ Die Hamming-Gewichte aller Zeilen von Hpg sollen jeweils gleich sein (w,), ebenso die Hamming—

Gewichte aller Spalten (wg).

e Fiir die Rate des zu konstruierenden reguliren Codes B gilt dann die folgende untere Schranke:

R>1-—

T

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.4.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

Fragebogen zu " A4.12: Regulidrer/irregularer Tanner—Graph"

a) Wieviele Zeilen (i) und Spalten () hat die Priifmatrix H ?

m =

n =

b) Welche Aussagen sind aufgrund des Tanner—Graphen zutreffend?

[~ Die erste Zeile der Hy—Matrixist,,1 1010 0”.
[~ Die zweite Zeile der Hy—Matrixist,,1 0100 1”.

[~ Die dritte Zeile der Hy—Matrix ist, 01100 1”.

c) Welche Eigenschaften weist der Code A auf?
[ Der Code ist systematisch.
[T Der Code ist regulir.
" Die Coderate ist R = 1/2.

[~ Die Coderate ist R = 1/3.

d) Die Matrix Hy ergibt sich aus H, durch Hinzufligen einer weiteren Zeile. Durch
welche Zeile 4 ergibt sich ein reguldrer Code B?

™ Durch Hinzufligen von, 000 1 1 1.
™ Durch Hinzufligenvon, 11111 1.

[ Durch Hinzufligen irgend einer anderen Zeile.

e) Welche Eigenschaften weist der Code B auf?
[ Der Code ist systematisch.
™ Der Code ist regulir.
" Die Coderate ist R = 1/2.

[T Die Coderate ist R =1/3.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

A4.13: Decodierung von LDPC-Codes

Die Aufgabe behandelt die Decodierung von LDPC—Codes und
den Message—passing Algorithmus gemi3 Kapitel 4.4.

i=1 :'=]|.1
v v
J=1—4111100000000
000011110000
Ausgangspunkt ist die dargestellte 9x12—Priifmatrix H, die zu 000000001111
Beginn der Aufgabe als Tanner—Graph dargestellt werden solL 100001100001
H=|o010110001000
001000010110
¢ Die Variable Nodes (abgekiirzt VNs) V; bezeichnen die 010011001000
101000100100
j=e—000100010011

Dabei ist anzumerken:

n Codewortbits.

* Die Check Nodes (abgekiirzt CNs) C; stehen fiir die m
Priifgleichungen.

* Eine Verbindung zwischen V; und C; zeigt an, dass das Matrixelement /2;; der Priifinatrix H (in
Zeile j, Spalte i) gleich 1 ist. Fiir /;; = 0 gibt es keine Verbindung zwischen V; und C;.

® Als die Nachbarn N(V;) von V; bezeichnet man die Menge aller Check Nodes Cj, die mit V; im
Tanner—Graphen verbunden sind. Entsprechend gehdren zu N(C)) alle Variable Nodes V; mit

einer Verbindung zu C;.

Die Decodierung erfolgt abwechselnd beziiglich

e den Variable Nodes = Variable Nodes Decoder (VND), und
e den Check Nodes = Check Nodes Decoder (CND).

Hierauf wird in den Teilaufgaben (e) und (f) Bezug genommen.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.4.
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Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.4 Grundlegendes zu den Low—density Parity—check Codes

Fragebogen zu ''A4.13: Decodierung von LDPC—Codes"

a) Wie viele Variable Nodes und Check Nodes sind zu berlicksichtigen?
IVN =

Icy =

b) Welche der folgenden Variable Nodes und Check Nodes sind verbunden?
- Vsund Cs.
[~ Veund Cy.
[~ Ceund V.
[~ Ceund V; fiiri > 0.

c¢) Welche Aussagen treffen beziiglich der Nachbarn N(V;) und N(C)) zu?
I~ NV ={Cy, Cp, C3, Cy,
I N(CP={Vy, V2, V3, V4},
I N(Vg)={C5, Cs, C7},

™ N(Cy)={V3, V5, V7}.

d) Welche Aussagen treffen fiir den Variable Node Decoder (VND) zu?

Zu Beginn (Iteration 0) werden die L—-Werte der Knoten V7, ..., V),

entsprechend den Kanaleingangswerten y; vorbelegt.
[~ Firden VND stellt L(C; - V;) Apriori-Information dar.

Es gibt Analogien zwischen VND und der Decodierung eines Single
Parity—check Codes.

e) Welche Aussagen treffen flir den Check Node Decoder (CND) zu?
[T Der CND liefert am Ende die gewiinschten Aposteriori-Z—Werte.

[~ Firden CND stellt L(C; - V;) Apriori-Information dar.

Es gibt Analogien zwischen CND und der Decodierung eines Single
Parity—check Codes.
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