Buch: Einfiithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft-in Soft—out Decoder

A4.1: Zum ,,Log Likelihood Ratio”

Zur Interpretation von Log—Likelihood—Verhdltnissen (kurz | x

BSC—Kanal
0 | pry=0/x=0)

ol

L—Werten) gehen wir wie im Theorieteil vo m Binary SR, 1)
=0l =
Symmetric Channel (BSC) aus. Die englische Bezeichnung @

Pr(y=1[x=0)
ist Log Likelihood Ratio (LLR). O——p .
e e . . x=1 Priy=1|x=1) v=1
Fiir die bindren Zufallsgr6en am Eingang und Ausgang gelte
re{l. 1}, y= {0, 1}. -2 auf M—Kanal®
y=mnm
Dieses Modell ist in der oberen Grafik dargestellt und wird e

im Folgenden als Modell A bezeichnet. Fiir die bedingten
Wabhrscheinlichkeiten in Vorwdrtsrichtung gilt:
Priy=1|z =0) =Pr(y=0|z=1) =¢.
Pr(y =0z =0) =Pr(y=1|lz=1)=1—=¢.
Die Verfilschungswahrscheinlichkeit € ist der entscheidende
Parameter des BSC—Modells.

Beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung am Fingang ist es
zweckmidBig, anstelle der Wahrscheinlichkeiten Pr(x = 0) und
Pr(x = 1) das Log Likelihood Ratio (LLR) zu betrachten.

Fiir dieses gilt bei der hier verwendeten unipolaren Betrachtungsweise per Definition:

La(r) =1n % .
wobei der Index ,,A” auf die Apriori-Wahrscheinlichkeit hinweist.

Beispielsweise ergibt sich flir Pr(x = 0) = 0.2 = Pr(x = 1) = 0.8 das Apriori-LLR L (x) =—1.382.
Aus dem BSC-Modell ldsst sich zudem der L-Wert der bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr(y|x) in
Vorwirtsrichtung ermitteln, der in der vorliegenden Aufgabe auch mit L+/(y) bezeichnet wird:

Ly(y) = Lly|) =1n W1Z=0) { in[(1 ~e)je]  fiiry -

Beispielsweise ergibt sich fiir e = 0.1:

Lyv(y=0) =+2.197, Ly(y=1)=—-2.197.
Von besonderer Bedeutung flir die Codierungstheorie sind die Riickschlusswahrscheinlichkeiten Pr(x[y),
die mit den Vorwdartswahrscheinlichkeiten Pr(y|x) sowie den Eingangswahrscheinlichkeiten Pr(x = 0) und

Pr(x = 1) tiber den Satz von Bayes in Zusammenhang stehen. Der entsprechende L—Wert wird in dieser
Aufgabe mit Li(y) bezeichnet:

Pr(z =0)]y)
Priz =1)|y)

Lu(y) = L{x|y) = In

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf die ersten Seiten von Kapitel 4.1. In den letzten Teilaufgaben ist
zu kliren, ob die gefundenen Zusammenhdnge zwischen L4, Ly und Ly auch auf den unten skizzierten
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,,2—auf-M-Kanal” iibertragen werden kénnen. Hierzu wéhlen wir fiir die Eingangssymbole eine bipolare
Betrachtungsweise: ,0” - ,+1” sowie ,1” - 1"
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu " A4.1: Zum ,,L.og Likelihood Ratio”"

a) Wie hingen die bedingten Wahrscheinlichkeiten zweier ZufallsgroBen A und B
zusammen?

[~ Pr(A | B)=Pr(B| A),
[ Pr(A | B)=Pr(B| A) - Pr(B) / Pr(A),

7 Pr(A|B)=Pr(B|A)- Pr(4)/ Px(B).

b) Welche Gleichung gilt fiir den Bindrkanal mit den Wahrscheinlichkeiten Pr(A) =
Pr(xx = 0) und Pr(B) = Pr(y = 0)?

T Pr(x=0|y=0)=Pr(y=0]|x=0) - Pr(x=0)/Pr(y =0),

[T Pr(x=0|y=0)=Pr(y=0]|x=0) - Pr(y =0)/Pr(x =0),

c) Unter welchen Voraussetzungen gilt fiir das Riickschluss—LLR fiir alle mdglichen
Ausgangswerte y € {0, 1}: L(x[y) = L(y|x) bzw. Lg(y) = L\(»)?

[T Fir jede beliebige Eingangsverteilung Pr(x = 0), Pr(x = 1).

I Nur fiir die Gleichverteilung: Pr(x = 0) = Pr(x = 1) = 1/2.

d) Das Ausgangssymbol sei y = 1. Welches Riickschluss—LLR erhdlt man mit der
Verfilschungswahrscheinlichkeit € = 0.1 bei gleichwahrscheinlichen Symbolen?

e=0.1: Lriy=1)=Lixly=1) =

e) Das Ausgangssymbol sei nun y = 0. Welches Riickschluss—LLR erhdlt man filir
Pr(x =0)=0.2?

e=01: Lr(y=0)=L(xly=0) =

f) Lésst sich das unter (c) hergeleitete Ergebnis = Li = Ly, + L, auch auf den
,,2—auf-M"—Kanal iibertragen?

C Ja.

€ Nein.

g) Kann man den Zusammenhang auch auf den AWGN-Kanal iibertragen?
C Ja.

C  Nein.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Z4.1: L-Werte des BEC—Modells

Wir betrachten das so genannte BEC—Kanalmodell (Binary Erasure
Channel) mit

y=+1
»0

yv=E
e der Eingangsgrofle x € {+1, -1},
e der Ausgangsgrofle y € {+1, -1, E}, und 1—2 *0
¢ der Ausloschungswahrscheinlichkeit . x=-1 y=-1

Hierbei bedeutet y = E (Erasure), dass der Ausgangswert y weder als
,,+1” noch als ,,—1” entschieden werden konnte.

Bekannt sind zudem die Eingangswahrscheinlichkeiten
Prir =+1)=3/4, Pr(zr =—1) = 1/4.

Das Log—Likelihood-Verhiltnis (kurz: L-Wert, englisch: Log Likelihood Ratio, LLR) der bindren
ZufallsgroBe x ist bei bipolarer Betrachtungsweise wie folgt gegeben:

Pr(x = +1)

L[l‘} =In Pll:]‘—z—]_}
Entsprechend gilt fiir den bedingten L—Wert in Vorwdrtsrichtung fiir alle y € {+1, -1, E}:

Pr(y|r = +1)
Priy|r =-1)°

L(y|r) =In

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu ''74.1: L-Werte des BEC-Modells"

a) Wie lautet der L—Wert der Eingangsgrofle x?

L(x) =

b) Welcher Wahrscheinlichkeit Pr(x = —1) entspricht L(x) = —2?
Pr(x=-1) =

¢) Berechnen Sle den bedingten L-Wert L(y = E | x) in Vorwdrtsrichtung.

Ly=E|x) =

d) Welche Aussagen gelten fiir die beiden anderen bedingten Z—Werte?
[T L(y=+1]x) ist positiv unendlich.
[T L(y=-1|x) ist negativ und betragsmifig unendlich grof3.
[T EsgtL(y=+1|x)=Ly=-1|x)=0.

e) Unter welchen Voraussetzungen gelten die Ergebnisse aus (c) und (d)?
T Fir0<a<l1.
M Fir0<a<l.
M Fir0<a<l.

[T Fir0<a<l.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

A4.2: Kanal-LLR bei AWGN
Wir betrachten zwei Kanéle A und B, jeweils mit

IJ-._\_:] :_]..S J.z - '].S | I J-ll — l.']

¢ bindrem bipolaren Eingang x € {+1, -1}, und
e wertkontinuierlichem Ausgang y € R (reelle Zahl).

Die Grafik zeigt fiir beide Kanile A und B

® als blaue Kurve die Dichtefunktionen f),—+1,
e als rote Kurve die Dichtefunktionen f,,— ;.
Im Theorieteil wurde fiir diese AWGN—Konstellation der

Kanal-L—Wert (englisch: Channel Log Likelihood Ratio,
oder kurz Channel LLR) wie folgt hergeleitet:

Pr(y|r = +1)
Priy|r=—1)"

Lx(y) = L(y|x) =1In

Wertet man diese Gleichung analytisch aus, so erhilt man

mit der Proportionalititskonstanten K| = 2/0>:

Lly) = Ki-y.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu "' A4.2: Kanal-LLR bei AWGN"

a) Welche Eigenschaften weisen die in der Grafik dargestellten Kandle auf?
[T Sie beschreiben die Bindriibertragung bei Gaulischer Stérung,
[ Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ohne Codierung ist Q(1/0).

[~ Das Kanal-LLR ist als Lg(y) = K7, - y dargestellbar.

b) Welche Konstante K} kennzeichnet den Kanal A?

Kanal A: Kj =

c) Welche Informationen liefern bei Kanal A die Empfangswerte y; = 1, y, = 0.5

und y3 = —1.5 iiber die gesendeten Bindrsymbole x1, x, bzw. x3?

[~ y; = 1.0 sagt aus, dass wahrscheinlich x; = +1 gesendet wurde.
[~ vy, =0.5sagt aus, dass wahrscheinlich x, = +1 gesendet wurde.
[~ y3=-1.5 sagt aus, dass wahrscheinlich x5 = —1 gesendet wurde.
[~ Die Entscheidung ,); - x7” ist sicherer als ,y, - x,”.

[~ Die Entscheidung ,y; — x;” ist sicherer als ,y3 — x3”.

d) Welche K} kennzeichnet den Kanal B?

Kanal B: Kj =

e) Welche Informationen liefern bei Kanal B die Empfangswerte y; = 1, y, = 0.5

und y3 =—1.5 iiber die gesendeten Bindrsymbole x1, x, bzw. x3?
[~ Fiir xy, xp, x3 wird gleich entschieden wie bei Kanal A.
[~ Die Schitzung ,x, = +1” ist viermal sicherer als bei Kanal A.

Die Schitzung ,x3 = —1” bei Kanal A ist zuverlissiger als die
Schétzung ,,x, = +1” bei Kanal B.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

A4.3: Iterative Decodierung beim BSC

Wir betrachten in dieser Aufgabe zwei Codes:
¢ den Single Parity—Code = SPC (3, 2, 2):

x=((0,0,0), (0, 1,1), (1,0,1), (1,1,0)),

e den Wiederholungscode = RC (3, 1, 3):
r=((0,0,0), (1,1.1)).

Der Kanal wird auf Bitebene durch das BSC—Modell beschrieben.
Entsprechend der Grafik gilt dabei:

Pr(y; #x;) = £ =0.269,

Priy, =x;) = 1 —e =0.731.

Hierbei bezeichnet ¢ die Verfilschungswahrscheinlichkeit.

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Migliche Empfangswerie:

.tl] = {I]- I]: I]) .1':1 = {1- I]: I])
.1:1 = {I]- I]: ]-) .t._-'- = (1- I]: ]-:I
II = (I]- ]-: I]] .tﬁ = (1- ]-: I])
¥3= {l]- ]-: ]-) ¥r= {1- ]-: ]-)

Bis auf die letzte Teilaufgabe wird stets von folgendem Empfangswert ausgegangen:

y=1(0,10)=y,.

Die hier gewdhlte Indizierung aller mdglichen Empfangsvektoren kann der Grafik enthommen werden.
Der meist betrachtete Vektor y, ist hierbei rot hervorgehoben. Fiir die Teilaufgabe (f) gilt dann:

y=(1L10)=y,.

Zur Decodierung sollen in der Aufgabe untersucht werden:

¢ die Syndromdecodierung, die bei den hier betrachteten Codes als Hard Decision Maximum
Likelihood Detection (HD—ML) vornimmt. Hinweis: Softwerte liegen beim BSC nicht vor.

e die symbolweise Soft-in Soft—out Decodierung (SISO) entsprechend dieses Abschnitts.

Hinweis: Die Aufgabe bezieht sich auf das Kapitel 4.1. Das vom Decoder ausgewdhlte Codewort wird

in den Fragen mit z bezeichnet.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu " A4.3: Iterative Decodierung beim BSC"

a) Welche Aussagen gelten fiir die Decodierung des SPC (3, 2, 2)?
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 1, 0),
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 0, 0),

[T Die HD-Syndromdecodierung versagt hier.

b) Welche Aussagen gelten fiir den RC (3, 1, 3)?
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 1, 0),
[T Die HD-Syndromdecodierung liefert das Ergebnis z = (0, 0, 0),

[” Die HD-Syndromdecodierung versagt hier.

c) Wie sicher ist diese Entscheidung, wenn man als Sicherheit .S den Quotienten der
Wahrscheinlichkeiten fiir eine richtige bzw. falsche Entscheidung definiert?

y=y: S =
In (S)

d) Wie lauten die intrinsischen Z—Werte fiir die iterative symbolweise Decodierung
des RC (3, 1)-Empfangswortes v, = (0, 1, 0)?

y=y: Lg() =
Lx(2) =

L) =

e) Welche Aussagen sind fiir die Decodierung des Empfangswortes v, = (0, 1, 0)
zutreffend? Gehen Sie weiterhin vom RC (3, 1, 3) aus.

[~ Ab der ersten Iteration sind alle Vorzeichen von L 5 pp(i) positiv.
[~ Bereits nach der zweiten Iteration ist Pr(xy | v,) groBer als 99%.

[~ Mit jeder Iteration werden die Betrdge L o pp(i) grofer.

f) Welche Aussagen sind fiir die Decodierung des Empfangswortes yg = (1, 1, 0)

autreffend, wenn x, = (0, 0, 0) gesendet wurde?

[” Der iterative Decoder entscheidet richtig.
[ Der iterative Decoder entscheidet falsch.

[~ Die ,Zuverlissigkeit” fiir ,,y, = X, steigt mit wachsendem /.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Z4.3: Umrechnung von L—Wert und S—Wert B —
rgumentx | y=tanh(x)
Wir gehen von einer bindren ZufallsgroBe x € {+1, —1} mit folgenden 0.0 0.0000
Wahrscheinlichkeiten aus: 0.0915 0.0912
0.1 0.0997
Prizr = +1) = p.
tle=+1) =7p 0.2 0.1974
Priz = —1) = g=1-p. 0.2450 0.2400
Die ,,Zuverlissigkeit” des Symbols x kann ausgedriickt werden 03 el
’ 0.3676 0.3519
® durch den L-Wert entsprechend der Definition 0.4 0.3799
p p 0.5 0.4621
Lix) =In = = —r 0.6 0.5370
g P 0.7 0.6044
e durch den so genannten S—Wert 0.8 0.6640
0.9 0.7163
Slx)=p—q. 1.0 0.7616
Den Begriff ,,S~Wert” haben wir kreiert, um die folgenen Fragen = 206 s LT 4

griffiger formulieren zu konnen. In der Literatur findet man hierflir manchmal die Bezeichnung ,,Soft Bit”.
Wie in Teilaufgabe (a) gezeigt werden soll, konnen Z(x) und S(x) ineinander umgerechnet werden.

AnschlieBend sollen diese Funktionen zur Berechnung der folgenden Gréfen berechnet werden, wobei
stets von der Codelidnge n = 3 ausgegangen wird:

e der extrinsische L-Wert fiir das dritte Symbol = Lg(x3),
e der Aposteriori-L—Wert fiir das dritte Symbol = L 4 pp(x3).

Die Berechnung soll fiir folgende Codes erfolgen:
¢ dem Wiederholungscode = RC (3, 1) mit der Nebenbedingung sign (x{) = sign (x,) = sign (x3),
e dem Single Parity—check Code = SPC (3, 2) mit der Nebenbedingung x - x5 - x3=+1.
Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1. Zur Losung bendtigen Sie den Tangens Hyperbolikus
entsprechend folgender Definition:
ot2i2 _o—zf2 ] _ a3

= tanh(r) = ; 7T '
y = tanh(x) Ry Rl

Diese Funktion ist oben in Tabellenform angegeben.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 10/20 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu ""74.3: Umrechnung von L—Wert und S—Wert"

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen S—Wert und Z—Wert?
[T S(x) = tanh(L(x)),
™ S(x)=tanh(L(x)/2),

™ L(x)=2 - tanh” }(S(x)).

b) Betrachtet wird der (3, 1) Repetition Code. Fiir die Apriori-L—Werte gelte
L =(+2,-1, +3). Wie groB ist der extrinsische L-Wert fiir das Symbol x3?

G, 1) RC: Lgx3) =

¢) Wie grof3 ist in diesem Fall der Aposteriori-ZL—Wert flir das Symbol x3?

(3, ) RC: Lppp(x3) =

d) Wie groB} ist der extrinsische L—Wert beim (3, 2) Single Parity—check Code?
Es gelte weiterhin L, = (+2, -1, +3).

(3,2) SPC: Lg(x3) =

e) Die Apriori-Wahrscheinlichkeiten seien nun 0.3, 0.8 und 0.9. Wie grof ist der
extrinsische Z—Wert fiir den Repetition Code?

B, 1) RC: Lgx3) =

f) Welcher extrinsische L—Wert ergibt sich bei gleichen Voraussetzungen wie in (e)
fiir den Single Parity—check Code ?

(3,2) SPC: Lg(x3) =
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

A4.4: Extrinsische L—Werte beim SPC

Wir betrachten nochmals den Single Parity—check Code. Bei
einem solchen SPC (n, n —1, 2) stammen von den n Bits eines

2 1-p; | 1-2p;,| L;
0.0 1.0 +1.0 +ao
0.1 0.9 +0.8 |+2.107

Codewortes x die ersten k = n —1 Bits von der Quellenfolge u

und es wird nur ein einziges Priifbit p hinzugefiigt, und zwar 0.2 08 | +0.6 |+1.386
derart, dass die Anzahl der Einsen im Codewort geradzahlig ist: 03 0.7 +0.4 |+0.847
= (1, T2, eors Tnots Tn ) = (Ut Uy ooes s D). 04 | 06 | +0.2 |+0.405

0.5 0.5 0 0

Die extrinsische Information tiber das i~te Codebit wird tiber
alle anderen Symbole (j # i) gebildet. Deshalb schreiben wir
fir das um ein Bit kiirzere Codewort:

0.6 04 02 | 0405
0.7 0.3 —0.4 |-0.847
0.5 02 —0.6 |-1.386

' = (T T ).
0.9 0.1 —0.85 (2197
Der extrinsische L-Wert {iber das i~te Codesymbol lautet mit 1.0 00 | 110 | —o
dem Hamming—Gewicht wy der verkiirzten Folge x(”): Anmerkungen:
T L Prix;=1)=p;, 2. Pr(x;=0)=1-p,
Pr |wyl(z' ") ist gerade N : : :
Lpli) = [ ulZ } - |E] 3. Li=In (1-p)lp; 4.tanh(Ly2)=1-2p,

~ Pr[wn(z) ist ungerade|y]

Ist die Wahrscheinlichkeit im Z&hler groBer als die im Nenner, so ist Lg(7) > 0 und damit wird auch der
Aposteriori-L-Wert L pp(1) = L (1) + Lg(7) vergroBert, das heilt tendenziell in Richtung des Symbols
x; = 0 beeinflusst. Andernfalls (bei Lg(7) < 0) spricht aus Sicht der anderen Symbole (j # i) vieles dafiir,

dass x; =1 ist.
Behandelt wird ausschlieSlich der SPC (4, 3, 4), wobei fiir die Wahrscheinlichkeiten p; = Pr(x; = 1) gilt:
=02 p=09 pi=03, ps=006.
Daraus ergeben sich die Apriori-L—Werte zu:
L@ =t | o=~ |22
Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1. In der oberen Tabelle sind fiir p; = 0
bis p; = 1 mit Schrittweite 0.1 angegeben:

¢ die Wahrscheinlichkeit g; = Pr(x; = 0) =1 — p; = Spalte 2,
e die Werte fiir 1 —2p; = Spalte 3,
e die Apriori-L-Werte L; =In [(1 — p;)/p;] = LA (i) = Spalte 4.

Der Tangens Hyperbolicus (tanh) von L,/2 ist identisch mit 1 — 2p; = Spalte 3.

In der Aufgabe 74.4 wird gezeigt, dass flir den extrinsischen Z—Wert auch geschrieben werden kann:

]

_[_]_:[j}:h] 1+ﬁ. mit ﬁZH (1 _Ef}j}'

J#l
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu "' A4.4: Extrinsische L—-Werte beim SPC"

a) Es geltep; = 0.2,p, = 0.9, p3 = 0.3, p4 = 0.6. Berechnen Sie daraus die
Apriori-L—Werte des SPC (4, 3, 4) fiir Bit 1 und Bit 2.

LA(i= 1) =

Lpi=2) =

b) Wie lauten die extrinsischen Z—Werte fiir Bit 1 und Bit 2.
Lgi=1) =
Li=2) =

¢) Welche Zusammenhénge bestehen zwischen p; und L; = L (j)?
I~ Esgit p;=1/[1+exp(L)].
I~ Esgit 1-2p;=[exp(L;) 1]/ [exp(L)) +1].

[ Esgit 1- 2p;= tanh(L/2).

d) Es gelte weiter p; = 0.2, p; = 0.9, p3 = 0.3 und p4 = 0.6. Berechnen Sie die
extrinsischen Z—Werte fiir Bit 3 und Bit 4 nach verschiedenen Gleichungen.

Lii=3) =

Li=4) =
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

74 .4: Erganzung zur Aufgabe A4.4

Xy | X | x| x [wg(X)]| Prx)
Der Informationstheoretiker Robert G. Gallager hat sich | o [ ¢ | o | o o |o0.0224
bereits 1963 mit folgender Fragestellung beschéftigt: 0 0 0 1 1 | o0.0336
® Gegeben ist ein Zufallsvektor x = (xq, Xy, ... , X;;) mit 0 0 1 0 1 | 0.0006
n bindren Elementen x; € {0, 1}. o |l ol 11 1 2 | 0.0144
 Bekamnt sind alle Wahrscheinlichkeitenp; =Pr(x;=1) | @ | 1 | 0 | 0] 1 ]0.2016
und g; = Pr(x; =0) =1 —p; mit Indexi=1, ..., n. 0 1 0 1 Z | 03024
) . . . . 0 1 1 0 2 ] 0.0864
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl
der Einsen in diesem Vektor geradzahlig ist. [' = . . 2 ey
1 0 0 0 1 005
e QOder ausgedriickt mit dem Hamming—Gewicht: Wie 0.0056
grof} ist die Wahrscheinlichkeit Pr{wy(x) ist gerade]? ! L L 1 = | L
1 0 1 0 2 | 0.0024
Die Grafik verdeutlicht die Aufgabenstellung fiir das Beispiel
. 1 0 1 1 3 | 0.0035
n=4sowie p; =0.2, p»=0.9, p3=0.3 und p, = 0.6.
1 1 0 0 2 | 0.0504
e Fiir die griin hinterlegte Zeile = x = (1, 0, 0, 1) gilt 1 1 0 1 1 | 0.07s6
=2und Pr(x) =py - q> g3 ps=0.0084.
wh(x) =2 und Pr(X) =p; - g2 43 P4 Aol ol ol 2 o
¢ Blaue Schrift bedeutet ein geradzahliges Hamming— | 1 1 1 1 4 | 00324

Gewicht. Rote Schrift steht ,,w(x) ist ungerade”.

¢ Die Wahrscheinlichkeit Pr{wy(x) ist gerade] ist gleich der Summe der blauen Zahlen in der letzten
Spalte. Die Summe der roten Zahlen ergibt Priwy(x) ist ungerade] = 1 — Pr{wy(x) ist gerade].
Gallager hat das Problem in analytischer Weise gelost:
Pr [u'][[i} ist gerade|] = 1/2 . [1 4 7.
Pr [wy(x) ist ungerade] = 1/2

Hierbei ist die folgende HilfsgroBe verwendet:

Die Gleichung wendet man zum Beispiel an, um die extrinsischen L—Werte eines Single Parity—check
Codes zu berechnen. Wie bereits in Aufgabe A4.4 dargelegt, lautet namlich der extrinsische Z—Wert mit

dem Hamming—Gewicht wy der verkiirzten Folge xED:

Pr [u'][[f‘”} ist gerade E]

Le(i) = In : '
],[ } Pr [“.][[ii—ﬂ-} 15t llllgt‘l'i'lfh‘ |E]

Hierbei ist beriicksichtigt, dass man fiir Lg(7) nur die anderen Symbole (j # i) heranziehen darf:

' = (i T 1),

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1 und ist als Ergédnzung zur Aufgabe A4.4 gedacht.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu "' 74.4: Erginzung zur Aufgabe A4.4"

a) Wir betrachten den Vektor x = (xq,x;) = n=2mitx; € {0, 1}. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass x eine gerade Anzahl an Einsen beinhaltet?

P1=0.2,p,=0.9: Pr[gerades wy] =

b) Berechnen Sie die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir x = (x, x, x3) = n=3.

«.yp3=0.3: Pr[gerades wy] =

c) Nungelte n =4 und p; = 0.2, p, = 0.9, p3 = 0.3, p4 = 0.6. Berechnen Sie nach
der Gallager—Gleichung folgende Grof3en:

Pr(blau) = Pr{wp(x) ist gerade]
Pr(rot) = Pr{wg(x) ist ungerade] =
Q = Pr(blau)/Pr(rot)

d) Wie grof3 ist der extrinsische L—Wert fiir das Symbol i = 5 beim SPC (5, 4, 2)
mit p; = 0.2, p,=0.9, p3=0.3, p4 = 0.6, p5 = 0.9?

Lgi=5) =

e) Wie dndert sich Lg(i = 5), wenn man stattdessen von ps = 0.1 ausgeht?
[T Lg@=5) wird grofer.
[T Lg@=5) wird kleiner.

[T Lg@=5) wird gegeniber Teilaufgabe (d) nicht verdndert.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung

Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

A4.5: Verschiedene Lg(i)-Ansitze

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

L Lok L)L LE)
Wir gehen wie im Theorieteil vom Single Parity—check 7—o |+1.0000 [+0.4000 | -1.0000
Code SPC (3, 2, 2) aus. Die moglichen Codeworte sind: B —0.1820| —04337| +0.1820
Ir- i Ir . Ir . -r-:l- .J“. ].I].it — +I]-81?1 _[I.I]SST _[I-'B].?].
L€y, &y Lo, Lo} I=11""oo0130] 03023 —0.0130
Ty = (0.0,0) hazw, =(+1.4+1.+1). 7=, | *0-8301 | 03360 | —0.8301
T, = (0, 1. 1} bz I, =(+l.—1.—1} +0.1309| —0.3110 —0.1309
xr, = (1.0 1} hzw. T, :[_]“_'_1._1} 7=1 +0.9610 | —0.6470 —0.9610
- — +0.2810 —0.4032 —02810
ry = (LLL0O) baw. zy=(-1.—1+1) -
7—q|+12420 | 210502 | 12420
In der Aufgabe verwenden wir meist die zweite (bipolare)

Darstellung der Cdesymbole: x; € {+, —1}.

Es ist nicht so, dass der SPC (3, 2, 2) von grof3em praktischen Interesse wire, da zum Beispiel bei Hard

Decision wegen d,;, = 2 nur ein Fehler erkannt und kein einziger korrigiert werden kann. Der Code ist

aber wegen des {iberschaubaren Aufwands fiir Ubungs— und Demonstrationszwecke gut geeignet.

Mit iterativer symbolweiser Decodierung kann man auch einen Fehler korrigen. Beim vorliegenden

Code miissen die extrinsischen L—Werte Lg = Lg(1), Lg(2), Lg(3) entsprechend der Gleichung

Pr [u][ (zi- } ist ﬂmarlv]

Lg(i) Pr [wy(z~") ist ungerade |

berechnet werden. Hierbei bezeichnet x(!) alle Symbole mit Ausnahme von x; und ist somit ein Vektor
der Liangen—1=2.

Als den ersten Lg(i)-Ansatz bezeichnen wir die Vorgehensweise entsprechend

Le(1) = 2. tanh [hmh (L2/2) - tanh(Ls/2)] .
Lg(2) = 2-tanh~' [tanh(L,/2) - tanh(L3/2)]
Lg(3) = 2-tanh~' [tanh(L,/2) - tanh(Ly/2)] .

Dieser erste Lg(i)-Ansatz liegt der obigen Ergebnistabelle (rote Eintrdge) zugrunde, wobei von folgenden
Aposteriori-L-Werten ausgegangen wird:
L_-'IL]J]J = I:+1U . +U-l . — 1[}}

kurz: Ly = +1.0. Ls = +0.4. Ly = —1.0.

Die extrinsischen L-Werte fiir die nullte Iteration ergeben sich zu Lg(1) = —0.1829, Lg(2) =—0.4337
und Lg(3) = +0.1829. Diese Werte werden in der Aufgabe 7Z4.5 berechnet = siche Musterlosung.

Die Aposteriori-Werte zu Beginn der ersten Iteration sind damit

LU=Y = pU=0 4 =0 (40,8171, —0.0337. —0.8171).

Daraus ergeben sich die neuen extrinsischen Werte flir die Iterationsschleife /=1 wie folgt:

Le(1) ! [tanh(—0.0337/2) - tanh(—0.8171/2)] = 0.0130 = —Lz(3).
Lu(2) ! [tanh(+0.8171/2) - tanh (—0.8171/2)] = —0.3023.

Weiter erkennt man aus der oberen Tabelle:

2 . tanh
2.

tanh
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e Eine harte Entscheidung entsprechend den Vorzeichen vor der ersten Iteration = 7 = 0 scheitert,
da (+1, +1, —1) kein giiltiges SPC (3, 2, 2)-Codewort ist.

® Schon nach/ =1 Iterationen liefert eine harte Entscheidung ein giltiges Codewort, ndmlich x, =
(+1, -1, —1). Auch in spdteren Grafiken sind erstmals richtige HD— Entscheidungen blau hinterlegt.
e Harte Entscheidungen nach weiteren Iterationen (/ > 2) fiihren jeweils zum gleichen Codewort x.
Diese Aussage gilt nicht nur flir dieses Beispiel, sondern ganz allgemein.
Daneben betrachten wir hier einen zweiten Lg(i)-Ansatz, der hier am Beispiel fiir das erste Symbol (i =
1) angegeben wird:
sign[Lg(1)] = sign[Lg(2)] - sign[Le(3)]
|Lg(1)| = Min (|Lg(2)], [Le(3)]) .
Dieser Ansatz basiert auf der Annahme, dass die Zuverldssigkeit von Lg(7) im wesentlichen durch das

unzuverlissige Nachbarsymbol bestimmt wird. Das bessere (groflere) Eingangs—LLLR wird dabei vollig
auBBer Acht gelassen. — Betrachten wir hierzu zwei Beispiele:

Fiir L, = 1.0 und L5 = 5.0 ergibt sich beispielsweise

e nach dem ersten Ansatz:

\.J

Li(1) = 2-tanh " [tanh(0.5) - tanh(2.5)] = 2 - tanh~"(0.4559) = 0.984,
® nach dem zweiten Ansatz:
|Le(1)] = Min (1.0, 5.0) = 1.000.
Dagegen erhélt man fiir L, =L3;=1.0

e nach dem ersten Ansatz:

'l

Li(1) = 2 tanh ™" [tanh(0.5) - tanh(0.5)] = 2 - tanh~"(0.2135) = 0.433,
e nach dem zweiten Ansatz:
Le(1)] = Min(1.0. 1.0) = 1.000.

Man erkennt die deutliche Diskrepanz zwischen beiden Ansdtzen. Der zweite Ansatz (Ndherung) ist
deutlich positiver als der erste (richtige) Ansatz. Wichtig ist eigentlich aber nur, dass die Iterationen zum
gewiinschten Decodierergebnis fiihrt.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zu Kapitel 4.1. Behandelt wird hier ausschlielich der Losungsansatz 2.
Zum ersten Losungsansatz verweisen wir auf Aufgabe 74.5.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)

Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren

Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu '"A4.5: Verschiedene Lg(i)-Ansatze"

dem zweiten Lg(7)—Ansatz ohne vorherige Iteration.
I=0: Lg1) =
Lyg2) =
Ly(3) =

a) Es gelte L = (+1.0, +0.4, —1.0). Ermitteln Sie die extrinsischen L—Werte nach

b) Wie lauten die Aposteriori-L—Werte fiir die erste Iteration?
I=1: Ll =
Lz =

L3:

c) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+1.0, +0.4, —1.0)?

[T Daran dndert sich auch nach weiteren Iterationen nichts.

[~ Weitere Iterationen erhhen die Zuverlissigkeit fiir x; nicht.

[~ Hard Decision beil =1 fihrt z7um Codewort x; = (+1, -1, —1).

d) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+0.6, +1.0, —0.4)?

[ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x = (+1, +1, +1).
[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (-1, +1, —1).

[ Dieses Ergebnis liefert auch Hard Decision ab = 1.

e) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+0.6, +1.0, —0.8)?

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (-1, +1, —1).

[” Dieses Ergebnis liefert auch Hard Decision ab I= 1.

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (+1, +1, +1).

f) Welche der folgenden Aussagen gelten fiir L = (+0.6, +1.0, —0.6)?

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x, = (—1, +1, —1).

[ Die iterative Decodierung fiihrt nicht zum Ziel.

[~ Die iterative Decodierung flihrt zum Ergebnis x = (+1, +1, +1).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Z4.5: Tangens Hyperbolikus und Inverse Argumentx | y= tanh(o)
Im Theorieteil wurde am Beispiel des Single Parity—check Codes 0.0 0.0000
gezeigt, dass der extrinsische L—Wert beziiglich des i~ten Symbols 0.0915 0.0912
wie folgt definiert ist: 0.1 0.0997
. 0.2 0.1974
Lo(i) =In Pr [wy(z' ") ist gerade |y] 0.2168 0.2135
. Pr [u'l[[ii-”} 1st 1111gn*1‘;1rlr.*|£] ' 0.3 0.2913
0.4 0.3799
Diese Gleichung ist auch bei vielen anderen Kanalcodes anwendbar. 0.5 0.4621
Das Codewort xC) in dieser Definition beinhaltet alle Symbole mit 0.6 0.5370
T 0.7 0.6044
Ausnahme von x; und hat somit die Linge n — 1. 0.8 0.6640
In der Aufgabe A4.4 wurde gezeigt, dass der extrinsische L—Wert gg g;}iﬁ

auch wie folgt geschrieben werden kann:

) i

— i

mit 7 = H tanh(L;/2).

In dieser Aufgabe soll nun nach einer weiteren Berechnungsmoglichkeit gesucht werden.

Hinweis: Die Aufgabe gehort zum Themengebiet von Kapitel 4.1. Rechts oben sehen Sie eine Tabelle
mit den Zahlenwerten der Funktiony = tanh(x) = Tangens Hyperbolikus. Mit den rot hinterlegten

Zeilen kann man die Werte der inversen Funktion x = tanh '(y) ablesen, die fir die Teilaufgabe (e)
bendtigt werden.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 4 Iterative Decodierverfahren Abschnitt: 4.1 Soft—in Soft-out Decoder

Fragebogen zu ""74.5: Tangens Hyperbolikus und Inverse"

a) Es gelte Lypp = (+1.0, +0.4, —1.0). Berechnen Sie die extrinsischen L-Werte
= Lg=(Lg(1), Lg(2), Lg(3)) nach der vorne angegebenen Gleichung: .
Lg1) =
Lyg2) =
Lg(3) =

b) Welche Eigenschaften weist die Funktion y = tanh(x) auf?
I Es gilt tanh(x) = (6* — € ¥) / (e + e¥).

Es gilt tanh(x) = (1 — e %) / (1 + e 2.

Die Funktion y = tanh(x) ist fiir alle x—Werte definiert.

ES gilt Yin = 0 UNd Yy — o0,

[ I I R

Es gilt ¥in = —1 und Y05 = +1.

©) Welche Eigenschaften weist die inverse Funktion x = tanh 1(y) auf?
" Die Funktionx = tanh!(y) ist fiir alle y—Werte definiert.

™ EBsgitx=tanh (»)=1/2- [ +y) /1 —)].

[~ Esgiltx;, =—1 und xp,= +1.

[~ Esgiltx;, » —ound X, = +o.

d) Wie Iisst sich Lg(7) auch darstellen? Es sein wie auf der Angabenseite definiert.
I~ Es gilt Lg() = tanh™ ().
™ Es gilt Lg(3) = 2 - tanh™ (7).

™ Esgit L) =2 tanh ' n [(1 + 7) / (1 - 7)].

e) Berechnen Sie die extrinsischen L—Werte mit der Gleichung gemif3 Aufgabe (d).
Verwenden Sie hierzu die Tabelle auf der Angabenseite.

Ly1) =
L2 =
L) =
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