Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNT www (online unter www. Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Musterlosung zur Aufgabe A2.1
a) Mit der Zahlenmenge Z5 = {0, 1, 2} beschreibt

e die Tabelle A3 die additive Gruppe (Z3, +),

¢ die Tabelle M3 die multiplikative Gruppe (Z3, ).
= Losungsvorschlag 1 und 2. Die Losungsvorschlige 3 und 4 treffen dagegen hier nicht zu, da bei einer
Gruppe jeweils nur eine Rechenoperation (Addition oder Multiplikation) definiert ist.

b) Auf einem algebraischen Ring sind im Gegensatz dazu zwei Rechenoperationen definiert. Richtig sind
somit die Losungsvorschldge 3 und 4:
¢ Die Tabellen A3 und M3 beschreiben den Ring (Z3, +, -).

¢ Die Tabellen A4 und M4 beschreiben den Ring (Z, +, ).

Dagegen beschreiben A3 und M4 keinen Ring, da sie sich auf unterschiedliche Mengen beziehen.

¢) Jeder Korper ist gleichzeitig auch ein Ring, aber nicht jeder Ring ist auch ein Korper. Bei letzterem ist
auch die Division definiert und es gibt fiir jedes Element auch die multiplikative Inverse. Ein endlicher
Zahlenring der Ordnung g — also mit ¢ Elementen — ist nur dann ein K&rper, wenn g eine Primzahl ist.
Man spricht dann auch von einem Galoisfeld GF(g).

Richtig ist also Antwort 3. Die Rechenoperationen gemidf3 den Tabellen A3 und M3 ergeben zusammen
das Galoisfeld GF(3).

Dagegen fiihren die Operationstabellen A4 (Addition) und M4 (Multiplikation) zusammen mit der Menge
{0, 1, 2, 3} nicht z7um Galoisfeld GF(4). Eine Bedingung fiir ein Galoisfeld ist, dass es fiir jedes Element
z; eine multiplikative Inverse Invy(z;) gbt, so dass die Gleichung z; - Invy(z;) = 1 erfiillt ist. Nach

Tabelle M4 existiert Invy(2) aber nicht. In der dritten Zeile gibt es keine ,,1”.

Ein Galoisfeld GF(4) ergibt sich zum Beispiel durch Erweiterung der bindren Menge {0, 1} zur Menge
{0, 1, a, 1+a}. Genaueres hierzu finden Sie auf der Seite Beispiel eines Erweiterungskorpers (1).

d) Das Nullelement ist nie ein primitives Element. Auch z; = 1 ist kein primitives Element, denn dann
miisste mit g = 3 gelten:
2lmod 3 #£1., 22 mod 3 =1.
Dagegen ist z, = 2 ein primitives Element wegen
2'mod 3 =2. 2> mod 3 = 1.
Richtig ist also der Losungsvorschlag 3.
e) Die Menge {0, 1, 2, 3} besitzt kein primitives Flement und erfiillt dementsprechend auch nicht die

Erfordernisse eines Galoisfeldes:
wo=1: 1'=1.12=1. 1*=1.

=2 2'=2 2 mod4=0. 2> mod 4 =0,
3: 3 =3. 3 %mod4=1. 3 mod 4 =3.

“3 =
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.1

a) Es treffen alle Aussagen zu. Das neutrale Element Ny = C erkennt man aus der letzten Zeile der
Additionstabelle. Aus der Bedingung z; + Inv, (z;) = Ny = C erhélt man:

e Inv,(A) = B, da an der zweiten Stelle der ersten Zeile das einzige C steht,
e Inv,(B)=A, da an der ersten Stelle der zweiten Zeile das einzige C steht,
e Inv,(C) = C, da an der letzten Stelle der dritten Zeile das einzige C steht.
Das Assoziativgesetz iiberpriifen wir (unzuldssigerweise) nur an einem einigen Beispiel. Durch zweimalige

Anwendung der Additionstabelle erhdlt man beispielsweise (A + B) + C = C + C = C. Das gleiche
Ergebnis ergibt sich fir A+ (B+C)=A+B=C.

Damit sind alle Bedingungen fiir eine additive Gruppe erfiillt. Die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes
erkennt man aus der Symmetrie der Additionstabelle zur Diagonalen. Damit ist die Gruppe auch abelsch.

Ubrigens: Die (rote) Additionstabelle ergbt sich aus der griinen Tabelle durch die Umbenennungen
0 > C,1 > Aund 2 - B und anschlieBender ABC—Sortierung,

b) Richtig ist Nein. Alle Aussagen sind allein durch die Additionstabelle bestimmt und nicht durch die
Bedeutung der Elemente. Auch der Autor dieser Aufgabe kann allerdings nicht tiefergehend begriinden,
warum die Modulo—3—Addition von ,, Apfel” und ,,Birne” das neutrale Element ,,Citrone” ergibt.

¢) Die beiden ersten Aussagen treffen zu im Gegensatz zur letzten. Das Kommutativgesetz wird verletzt

(keine Symmetrie beziiglich der Tabellendiagonalen). Beispielsweise gilt:

a+b=5b #£ b+a=c.

at+c=c¢ # c+a=Dh.

b+ec=hb # c+b=c.
Damit ist die hier betrachtete Verkniipfung keine abelsche (kommutative) Gruppe. Mehr noch, wegen
der Verletzung des Assoziativgesetzes liegen hier auch die Grundvoraussetzungen einer Gruppe nicht vor.
Beispielsweise gilt:

c+{c+c) = c+a=h,

(c+c)+c = atec=c.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Musterlosung zur Aufgabe A2.2
a) Allgemein gilt flr 0 <p <4: A, 4= (1 +4) mod. 5. Daraus folgt:

Ay = 0+4moddi=4. Ay=(1+4)modd=0. As=(24+4) mod 5 =1.
Ay = B34+4modd =2, Ay =(4+4)modd =3

I:\.'.l

Aufgrund des Kommutativgesetzes der Addition,

itz =z;4+ 2z fur alle z, z; € Zs.
ist natiirlich die letzte Spalte der Additionstabelle identisch mit der letzten Zeile der gleichen Tabelle.
b) Nun gilt M,,4 = ( - 4) mod 5 und man erhdlt:

Mps = (0-4)mod5 =0. My =(1-4) mod 5

=0 My =(2-4) mod 5 = 3.
My = (3-4)modd =2, My =(4-4) mod 5

Da die Multiplikation ebenfalls kommutativ ist, stimmt auch in der Multiplikationstabelle die letzte Spalte
wieder mit der letzten Zeile iiberein.

¢) Die Grafik zeigt die vollstindigen Additions— und Multiplikationstabellen
fiir ¢ = 5. Man erkennt: + 012 3 4
e In der Additionstabelle gibt es in jeder Zeile (und auch in jeder 001234
Spalte) genau eine Null. Zu jedemz; € Zs gibt es also ein Invy (z;), 1112340
das die Bedingung [z; + Inv (z;)] mod 5 = 0 erfiilkt: i i i 3 2 ;
zi = 0: Inva(z) =0. 4140123
2 1: Inva(z;) =(—1) mod 5 =4, & Bt it
zi = 2 Inva(z;) = (—2) mod 5 = 3. 01234
o= 3 Inva(z) =(=3) mod 5 = 2. 000000
o= 41 Inva(z;) = (—4) mod 5 =1. 1101234
2|02 41 3
¢ In der Multiplikationstabelle lassen wir das Nullelement (erste Zeile | | 3|0 3 1 4 2
und erste Spalte) auBer Betracht. In allen anderen Zeilen und Spalten 4104 3 2 1
der unteren Tabelle gibt es tatsichlich jeweils genau eine Eins. Aus
der Bedingung [z; - Invy(z;)] mod 5 = 1 erhélt man:
=1 = Invylz)=1 = =z -Invm(z) =1,
=2 = Invylz)=3 = 2z Invylz) =6mod5 =1,
=3 = Invylzi)=2 = z-Invylz) =6modd=1.
=4 = Invgylz)=4 = z - -Invylz) = 16mod5 =1,

Da sowohl die erforderlichen additiven als auch die multiplikativen Inversen existieren, beschreibt Zs ein
Galoisfeld GF(5) = Richtig ist der Losungsvorschlag 1.

d) Aus der blauen Additionstabelle auf der Angabenseite erkennt man, dass alle Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5
der Menge Z, eine additive Inverse besitzen = in jeder Zeile (und Spalte) gibt es genau eine Null

Eine multiplikative Inverse Invy,(z;) gibt es dagegen nur fiir z; = 1 und z; = 5, ndmlich
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=1 = Invulz)=1 = z -Invu(z) =1,

=0 = Invylz)=5 = 2z -Invylz;) =20 mod 6 =1,
Firz; = 2,z; = 3 und z; = 4 findet man dagegen kein Element z;, so dass (z; - z) mod 6 = 1 ergit.
Richtig ist somit der Losungsvorschlag 3. Die blauen Tabellen fiir ¢ = 6 ergeben kein Galoisfeld GF(6).
e) Eine endliche Zahlenmenge Z, = {0, 1, ..., g—1} natiirlicher Zahlen fiihrt nur dann zu einem endlichen

Zahlenkorper (dies ist die deutsche Bezeichung fiir ein Galoisfeld), wenn g eine Primzahl ist. Von den
oben genannten Zahlenmengen trifft dies nur auf Z;; zu = Losungsvorschlag 2.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.1 Einige Grundlagen der Algebra

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.2

a) Das neutrale Element hinsichtlich Addition (genannt N ) muss fiir alle Elemente z; 1 =0, ... , g—1) die
folgende Gleichung erfiillen:

i + Na = Na+ zi = 2.
Aus der Additionstabelle folgt Ny = d.
b) Dagegen erfiillt das neutrale Element der Multiplikation (Vy,) fiir alle Elemente z; (i = 1, ... , g-1) die
folgende Bedingung:

zi- Nu = Nu - 2z = 2.
Aus der Multiplikationstabelle erkennt man Ny =c.

¢) Das Kommutativgesetz ist bei diesem Galoisfeld in beiden Féllen (Addition und Multiplikation) erfiillt,
da Additionstabelle und Multiplikationstabelle jeweils symmetrisch zur Tabellendiagonalen sind.

d) Betrachten wir zundchst den ersten Ausdruck. Bei Gilltigkeit des Distributivgesetzes muss gelten:
a-(b+c)=a-b+a-c.

Fiir die linke Seite erhdlt man:
a-(b+c)j=a-a=¢,

und fiir die rechte Seite:
a-b+a-c=c+a=¢e.

Das Distributivgesetz ist hier ebenso erflillt wie auch bei den beiden anderen vorgegebenen Ausdriicken:
d-(b+c) =d-a=d. d-b+d-c=d+d=d.
e-(a+c) = e.e=c. e.ate.c=bte=c.

Alle Losungsvorschlige treffen zu.

e) Das Nullelement Ny =d wird zuN, = 0 = d = 0, das Einselement
Ny =czuNy =1 = ¢ = 1. Die weiteren Elemente a, b und e kdnnen +/32104
modulo 5 aus der Additionstabelle oder der Multiplikationstabelle bestimmt 2 ; 2 : : i
werden. Zum Beispiel folgt aus der ersten Zeile der Additionstabelle: 112 32 1 0
(a+b)modd =d=0. 0/3 2104
Da sowohl a als auch b nicht 0 oder 1 sein konnen (da diese bereits fiir ¢ 4/121043
und d vergeben sind), ergibt sich als Folgerung: © 2013 wrarer L Turorr de
a=2b=3 oder a=3 h=2. (321 @4
3141302
Aus der zweiten Zeile der Additionstabelle folgt beispielsweise 214 2 0 3
(b+b)modH =e. 1132104
0|0 0O0O0DO0O0
Aus b = 3 ergidbe siche = 1. Dies ist aber wiederum nicht moglich, da 42 3401
bereits ¢ = 1 festgelegt wurde. Also erhdlt man als Endergebnis:

a=3. b=2. ce=1., d=0, e=4.
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Die Grafik zeigt die Additions— und die Multiplikationstabelle fiir diese Zahlenmenge.

f) Zutreffend sind die Aussagen 1 und 4. Man erkennt in der Additionstabelle in jeder Zeile und Spalte
genau ein d = 0. Das heif3t: Fiir alle z; € {0, 1, 2, 3, 4} existiert eine eindeutige additive Inverse.

Die multiplikative Inverse erkennt man in der Multiplikationstabelle durch den Eitragc = 1. Die
multiplikativen Inversen lauten wie folgt:
Zeile 1: Invyla =3) = b=2,
Zeile 2: Invylb=2) = a=3
Zeile 3: Invyle =1) = c=1
( u|

Zeile 5: Invyle =4) = e = 4.

Fiir das Nullelement d = 0 existiert dagegen keine multiplikative Inverse.

g) Beziiglich der primitiven Elemente erhdlt man

a =3 a*=9%modi=4, o’ =2Tmodi=2, a*=81mod5=1 = primitiv.
h=2 =4, "=8mod5=3, b =16mod5=1 = primitiv,
e =4, e?=16mod5=1, = .. =4, ¢'= .. =1 = nicht primitiv.

Von der Menge Zs = {0, 1, 2, 3, 4} sind ,,2” und ,3” primitive Elemente = Lsungsvorschlag 1 und 2.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Aufgabe A2.3
a) Das Polynom
fi[.r} —ap+ay-r+as-r*+ ... +a,, ™

mit a,, = 1 und gegebenen Koeffizienten ay, ay, ... , a,,_1 (jeweils 0 oder 1) ist dann irreduzibel, wenn es

kein einziges Polynom g(x) gibt, so dass die Modulo—2—Division a(x)/g(x) keinen Rest ergibt. Der Grad
aller zu betrachteten Teilerpolynome g(x) ist mindestens 1 und hdchstens m — 1.

e Fiir m = 2 sind zwei Polynomdivisionen a(x)/q;(x) erforderlich, namlich mit
qilx) =x und @r)=r+1 = Np=2.

e Fiir m = 3 gbt es schon N = 6 Teilerpolynome, ndmlich neben g;(x) = x und g,(x) = x + 1 noch

glr) =2%, @) =2 +1, glz) =24z, @lz) =2 +x+1.
e SchlieBlich miissen fiir m = 4 auBer g;(x), ... , gg(x) auch noch alle moglichen Teilerpolynome mit

Grad m = 3 berlicksichtigt werden, also:

gi(r) =ap+ar-r+as 2> + 17, ag,ar,as € {0,1}.

Fir den Index gilt dabei7 <i< 14 = Np=14.
b) Fiir das erste Polynom gilt: a;(x = 0) = 0. Deshalb ist dieses Polynom reduzibel: a;(x) = x - (x + 1).
Dagegen gilt fiir das zweite Polynom:

as(x=0)=1. as(r =1) =1.
Diese notwendige, aber nicht hinreichende Eigenschaft zeigt, dass a,(x) irreduzibel sein kdnnte. Der
endgiiltige Beweis ergibt sich erst durch zwei Modulo—2—Divisionen:

® a,(x) geteilt durch x liefert x + 1, Rest r(x) =1,
® a,(x) geteilt durchx + 1 liefert x, Rest n(x) = 1.

Richtig ist demnach der Losungsvorschlag 2.

¢) Die drei ersten Polynome sind reduzibel, wie die folgenden Rechenergebnisse zeigen:
aslr =0) =0, asg(r=1)=0. aslx =0) =0, aslx =1) =0,

Das hdtte man auch durch Nachdenken herausfinden kénnen:

az(r) = r-x. T,
agz) = (P +x+1)-(x+1).
as(z) = x-(z+1)-(x+1).

Das Polynom ag(x) ist sowohl fiir x = 0 als auch fiir x = 1 ungleich 0. Das heif3t, dass
¢ _nichts dagegen spricht”, dass ag(x) irreduzibel ist,
¢ die Division durch die irreduziblen Grad—1-Polynome x bzw. x + 1 nicht ohne Rest mdglich ist.

Da aber auch die Division durch das einzige irreduzible Grad—2—Polynom einen Rest liefert,
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(' + x4+ 1)/(z* +x+1)=2+1, Restr(z) ==,
ist nachgewiesen, dass ag(x) ein irreduzibles Polynom ist. Mit gleichem Rechengang kann auch gezeigt
werden, dass a-(x) ebenfalls irreduzibel ist = Ldsungsvorschldge 4 und 5.

d) Aus ag(x + 1) = 0 folgt die Reduzibilitdt von ag(x). Fiir die beiden anderen Polynome gilt dagegen:

aglx =0) = 1. aoglr =1) =1.
aplr=0) = 1. ayplr =1) =1.

Beide konnten also irreduzibel sein. Der exakte Nachweis der Irreduzibilitit ist aufvidndiger. Man muss
zur Uberpriifing zwar nicht alle vier Divisorpolynome mit Grad m = 2 heranziehen, nimlich x2, x2 + 1,

x2+ x sowie x2 + x + 1, sondern es geniigt die Division durch das einzige irreduzible Grad—2—Polynom.
Man erhélt hinsichtlich des Polynoms ag(x) :

(' + 2+ 1)/(z* + 2+ 1)=2"+1, Rest r(r) =ur.
Auch die Division durch die beiden irreduziblen Grad—3—Polynome liefern jeweils einen Rest:

(' + 27+ 1)/ +24+1) = x+1, Restr(z) =27,
( + 2+ 1)/ (2 422 +1) = =, Rest r(r) = =+ 1.

Betrachten wir schlieSlich noch das Polynom a;(x) = x*+x2+ 1. Hier gilt
(' + 2 +1)/(x* +x+1) =" +x+1, Restr(r) =0,

Daraus folgt: Nur das Polynom ag(x) ist irreduzibel = Ldsungsvorschlag 2.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.3
a) Die Modulo—2—Multiplikation der beiden Polynome fiihrt zum Ergebnis
alz) = (P +x+1) (2" +1) =
=r+r+r+r+r+l=0"4+2>+r+1.

Richtig ist somit der Losungsvorschlag 2. Der letzte Losungsvorschlag kann schon alleine deshalb nicht
stimmen, da der Grad des Produktpolynoms # 5 wire.

b) Mit den Abkiirzungen
alr) ="+ +x+ 1, plr)=r"+x+1. glr)=2"+1

und dem Ergebnis aus der Teilaufgabe (a) erhdlt man a(x) = p(x) - g(x). Das hei3t: Die Divisionen
a(x)/p(x) und a(x)/q(x) sind restfrei moglich = Richtig sind die Losungsvorschldge 1 und 2. Auch ohne

Rechnung erkennt man, dass a(x)/x? einen Rest ergeben muss. Nach Rechnung ergibt sich explizit:

(2" + a2 +x+1)/(z") =" +1, Restr(z)=x+1.

Zum letzten Losungsvorschlag. Wir verwenden zur

Abkiirzung b(x) =x> +x% + x =a(x) + 1. Damit | | glx) = &5 +x? +x) /xT+ 1) =xF+x +1

ist der vorgegebene Quotient: x5+ NI ST
5 3
b(x) /q(x) = alx)/q(x) + 1/q(x) rroTx
x¥+al+x
Der erste Quotient a(x)/g(x) ergibt entsprechend x3 +x
der Teilaufgabe (b) genau p(x) ohne Rest, der 52
zweite Quotient 0 mit Rest 1. Somit ist hier der x*  +1

Rest des Quotienten b(x)/g(x) gleich #(x) = 1, wie
auch die nebenstehende Rechnung zeigt.

1 | & Bestrix)

2 2013 wnanar LI Tanapar di

¢) Die Polynomdivision ist nachfolgend ausflihrlich erliutert. Richtig ist der Losungsvorschlag 3.

gix)= xS +xf+ 1)/ d+xi+ ) =x3+1

x5 +xF + +1
SO s
x3 + +1
P+t +1

x? | &= Rest Hx)

E 2013 wnanar L Toanapar de
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Aufgabe A2.4

a) Zutreffend sind die Losungsvorschlidge 1, 2 und 5. Begriindung;

e Wire a = 0 oder o = 1, so wire das Pseudoelement o nicht mehr unterscheidbar von den beiden
anderen GF(2)-Elementen O und 1.

¢ Die Modulo—2—Rechnung erkennt man aus der Additionstabelle. Beispielsweise gilt 1 + 1 = 0,
o+ta=0,1+a)+ 1+ a)=0,usw.

e Aus der Multiplikationstabelle geht hervor, dass =a a=1+a gilt (3. Zeile, 3. Spalte). Daraus
lasst sich die Bedingung o®+ a+1=0 ablesen.
b) Richtig ist Losungsvorschlag 2. So steht ,,01” fiir das Element ,,1” und ,,10” fiir das Element ,,o”.

¢) Richtig sind die Losungsvorschlige 2 und 3. Es gilt o =1 und @' = . Bei dem zugrundeliegenden
Polynom p(x) = x2+x+1 folgt aus p(a) = 0 weiterhin:
a’4+a+l=0 = a’=a+l.
d) Entsprechend den Tabellen der Polynomdarstellung gilt:
A=2-2m+zm 23+23-23=
=a-ata-(I+a)+(l4+a)-(I1+a)=(1+a)+(1)+(a)=0=z,
B =(n+z+z2) (n+txntzm)=
=0+14+0a) - 0+1+14a)=(14+a)- a=1=2z.

Richtig sind demnach die Lésungsvorschldge 1 und 2. Zu den gleichen Ergebnissen kommt man mit der
Koeffizientenvektordarstellung:

A=m 2+m -»H—»z. 23 =
— (10) - (10) 4+ (10) - (11) 4+ (11) - (11) = (11) + (01) + (10) = (00) = 0 = 2.
B = (= $+r}-(~u+~1+ ) =
[

(00) + (01) 4 (10)] - [(00) 4+ (01) + (11)] = (11) - (10) = (01) = =z1.
Und schlielich mit der Exponentendarstellung;
A= '»J+~J'~}+~} 3 =
al-a'+al o+t al=al+at+at =a?+a+al =0=2z.
B = (z0+z1+z22) (z0+21+2) =
= [0+ a + u:‘.r]] [0+ o’ + ﬂg] =a.al=a=0a"=12.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.4

a) Im Angabenteil steht sinngemdf3: Ein Polynom vom Grad m nennt man reduzibel im Koérper K, wenn
es in der Form

X"

plx) = H[.r —r)=(r—xy) (x —x3) .o [z — 1)

i=1
dargestellt werden kann und fiir alle Nullstellen x; € K gilt. Ist dies nicht mdglich, so spricht man von
einem irreduziblen Polynom.

Im reellen Zahlenraum gilt fiir die jeweils m = 2 Nullstellen x; und x5:

pilx) s o = +j. 12 = -,
palx) s o = 41, 13 = -1
pslz) s o = —054)-vV3/2, ma=-05-] V32
palz) 1 a1 = +1, 19 = -2,

Die beiden Nullstellen von p,(x) und p4(x) sind jeweils reell. Somit handelt es sich hierbei mit Sicherheit

um reduzible Polynome. Die beiden anderen Polynome weisen dagegen keine reellen Nullstellen auf
(vielmehr imagindre bzw. komplexe) und sind nach obiger Definition irreduzibel im reellen Korper =

Losungsvorschlag 1 und 3.
b) Richtig ist der Losungsvorschlag 3: p3(x) =x2 +x + 1 ist das einzige irreduzible Polynom im
Galoisfeld GF(22). Im Theorieteil wurden hierfiir die Additions— und die Multiplikationstabelle
angegeben. Fiir die anderen Polynome gilt:

e Das Polynom p;(x) ist in GF(2) = {0, 1} reduzibel, da dieses Polynom faktorisiert werden kann:

pilz) =2* +1=(x +1)*,
e Da in GF(2) kein Unterschied zwischen Summe und Differenz besteht, ist auch das Polynom
pax) = x2— 1 reduzibel.

e Das Polynom py(x) =x2 +x — 2 ist schon allein deshalb fir GF(2) ungeeignet, da nicht alle
Polynomkoeffizienten 0 oder 1 sind. Die ,,2” wire nur im Galoisfeld GF(3) mdglich.

¢) Richtig sind die letzten drei L.osungsvorschldge:
® Die Menge N ist kein Korper, da schon die Subtraktion nicht fiir alle Elemente zuliissig ist, z.B. ist
2-3=-1¢N.
e Auch die Menge Z der ganzen Zahlen ist kein Korper, da beispielsweise die Gleichung 2 - z =1
fir kein z € Z zu erflillen ist.

d) Richtig sind die Antworten 1 und 3. Es gilt Q C R (rationale Zahlen sind eine Untermenge der reellen
Zahlen) und R C C (reelle Zahlen sind eine Untermenge der komplexen Zahlen) und damit auch Q C C.

Bei den endlichen Korpern bedeutet GF(2™) C GF(ZM), dass m < M gelten muss.
e) Richtig ist der Losungsvorschlag 2:

e Die Menge der komplexen Zahlen ist eine Erweiterung der reellen Zahlen (R) in eine zweite
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Dimension. Hierflir kann geschrieben werden:

= {J[u'u+j : |'[|']||'[|'HE R. ke l?}

. GF(22) ist eine Erweiterung des endlichen Korpers GF(2) = {0, 1} in eine zweite Dimension:

GFIIE')} = {ffn + o ky ”fu = GF[E} ki€ GF[E}}

Die imaginire Einheit j € R ergibt sich als Losung der Gleichung j2 + 1 =0, wihrend das neue Element
von GF(22) mit o« € GF(2) bezeichnet wird und aus der Gleichung +ra+1=0 folgt.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 12/39 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Aufgabe A2.5

a) Aus der oberen Potenztabelle (A) auf der Angabenseite erkennt man unter anderem
a'l=a+1l = a'+a+l1=0 = plr)=x"+r+1.
Richtig ist somit Losungsvorschlag 1.

b) Entsprechend der Vorgehensweise in Teilaufgabe (a) kann gezeigt werden, dass Potenztabelle (B) auf
dem Polynom p(x) = x*+x3+ 1 basiert = Losungsvorschlag 2.

¢) Ausgehend von Polynom p(x) = x*+x3 + 1 erhilt man aus der Bestimmungsgleichung p(«) = 0 das
Ergebnis o* = o2 + 1. Damit ergibt sich weiter:

=

o' =a-at=a-(a"+1)=a'+a=a"+a+1 = Vektor 1011,
af =a.a”=a-(0*+a+l)=a'+a’+a=0*+a’+a+1 = Vektor 1111,

' = a-a"=at+ot+of+a=0"+a+1 = Vektor 0111.
of = a2’ =a-(e®+a+1)=a’+a’+ a = Vektor 1110.

Richtig sind somit nur die Losungsvorschldge 1 und 4. Die beiden anderen Angaben sind vertauscht.
Nachfolgend finden Sie die vollstindigen Potenztabellen fiir p(x) = x* + x + 1 (links, rot hinterlegt) und
fiir p(x) = x*+ x3 + 1 (rechts, blau hinterlegt).

Tabells {4) 20 2013 ararer LHTerarer da Tabelle (B)
Potenz Polynom Vektor der Potenz Polynom Velkior der
VO & in e Koeffizienten VO & in Eoeffizienien
=0 ___ | 0] __000D | |a™™=0 0 __oooo
al=1 1 oool a'=1 1 oonl

ol @ oolo ol o oolo

ot ol olo00 ot ol o100

o | ad 1000 a |2 1000

ot x+1 o011l al |28 +1 1001

ot al+ 0110 o | o +a+l 1011

at |+ at 1100 2 | o+ al+ el 1111

& | o +az+l 1011 @’ al + -+l 0111

o al  +1| 0101 2 |ad+alta 1110

a2 | af + i 1010 a? a? +1 0101

a1l o+ atl 0111 all | ol + 1010

all a2+ o+ 1110 all o2+ ot +1 1101

al? | ot altatl 1111 axl? x+1 ooll

al? | a2+ ol +1 1101 ol ol + @ 0110
o et #1) 1001 | | o |af+e’ | 1100

s 1 oool a5 1 oonl

d) Die beiden Polynome p(x) =x*+x+1und px) =x* +x3+ 1 sind primitiv. Dies erkennt man

daran, dass o fiir 0 < i < 14 jeweils ungleich 1 ist. Dagegen gilt a!® =00 = 1. In beiden Fillen kann das
Galoisfeld wie folgt ausgedriickt werden:

GF(2')={0,a"=1, a, o .., o"}.

Dagegen erhilt man fiir das Polynom p(x) = x* + x3 + x2 + x + 1
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ot = o+’ +a+1 = Vektor 1111.
o’ = a-at=a'+ao’+al+a=
= (@ +a’+a+1)+a*+a® +a=1 = Vektor 0001.

o

Hier ist also bereits ®> =a® =1 = p(x) ist kein primitives Polynom = Ld&sungsvorschlag 2. Fiir die
weiteren Potenzen gilt fiir dieses Polynom:

3 7 7 7 ) : k
Iil"h = Ii'l']] =, ' = Iil']' = ., & = Iil'”= Iil'i.

.
a'=at=at. al’=aP=n"=1.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.5

a) Beispielsweise findet man mit Hilfe der vorne angegebenen Tabelle:

T [

o =a.a=a-(0’+1l)=c"+a=(a+1)+a=1.

=) 7
o = a0 =01 =,
a? =a".a%=1.a"=a*+1.
Die Tabelle lasst sich also modulo 7 fortsetzen. Das bedeutet: Alle Losungsvorschlidge sind richtig.

b) Mit o = o (nach Teilaufgabe a), o® = o + 1 (gemii} Tabelle) und —a? = a (Operationen im bindren
Galoisfeld) erhdlt man Lésungsvorschlag 2:

A=+ —a+l=a+(®+1)+a’+1=0.

¢) Mit al0=gl014= 2 sowie a!2-oP=0a!>=a>14 =g erhilt manden Losungsvorschlag 5:
B=a+a=a'

d) Esglt o>=a+1 unddamit C=a’+a=a+1+a =1 = Losungsvorschlag 1.

e) Mit a*=c?+a erhitman D=o*+a=0®> = Losungsvorschlag3.

f) Richtig ist Losungsvorschlag 4:
E=A.B-C/[D=a-a' 1/a* =a*.

g) Laut Tabelle gilt o® + & = o*. Deshalb muss gelten:

ot Invy(e?) =1 = Invy(a® +a) =Invyle?) = a=* = o®.

Wegen o> =a+ 1 sind somit die Losungsvorschldge 2 und 3 richtig.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.2 Erweiterungskorper

Musterlosung zur Aufgabe A2.6

a) Jedes Element besteht aus zwei Terndrzahlen = P =3 m = 2. Es gibt ¢ = P = 33 =9 Elemente.

b) Das neutrale Element der Addition (V) erfiillt fiir alle z; € GF(P™) die Bedingung z; + N = z;. Aus
der Additionstabelle kann abgelesen werden, dass ,,00” diese Bedingung erfiillt = Ldsungsvorschlag 1.
c¢) Das neutrale Flement der Multiplikation (V) ;) muss stets die Bedingung z; - Ny = z; erfiillen. Aus der
Multiplikationstabelle ergibt sich Ny; = ,01” = Losungsvorschlag 2. In der Polynomscheibweise
entspricht dies mit £; = 0 und k(= 1:
ki 4 ko= 1.
d) Mit der Polynomdarstellung ergeben sich folgende Berechnungen:
Inva(7027) = Inva(2) = (—2)mod3 =1 = Vektor "01".
Inv,("117) = Invy(a + 1) = [(—a) mod 3] + [(—1) mod 3] =
= 200 +2 = Vektor "227
Inva("227) = Inva(20 + 2) = [(—2a) mod 3] 4+ [(—2) mod 3] =
= a+1 = Vektor "117.
Demzufolge sind nur die beiden ersten Losungsvorschldge richtig. Die Aufgabe kann aber auch ohne
Rechnung allein anhand der Additionstabelle gelost werden. Beispielsweise findet man die Inverse zu

,227, indem man in der letzten Zeile die Spalte mit dem Eintrag ,,00” sucht. Man findet die mit ,,11”
bezeichnete Spalte und damit Inv (,,22”) = ,,11”.

e) Die Multiplikation von a (Vektor ,,10”) mit sich selbst ergibt 2.

e Wiirde der erste Losungsvorschlag giiltig sein, so miisste sich aus der Bedingung o®+2=0und
damit o = (—2) mod 3 = 1 ergeben, also der Vektor ,01”.

e Geht man vom zweiten Losungsvorschlag aus, so folgt aus der Bedingung o + 2 + 2 = 0 in der
Polynomschreibweise

a® = [(—2a) mod 3] + [(—2) mod 3] = a + 1
und damit der Koeffizientenvektor ,,11”.

In der Multiplikationstabelle findet man in Zeile 4, Spalte 4 genau den Eintrag ,,11” — Richtig ist also der
Losungsvorschlag 2.

f) Die multiplikative Inverse zu ,,12” findet man in der Zeile 6 der Multiplikationstabelle als diejenige
Spalte mit dem Eintrag ,,01” = Der Losungsvorschlag 2 ist also richtig im Gegensatz zu Vorschlag 3. Es
gilt ndmlich Invy,;(,,21”) = ,,20”.

Wir iiberpriifen diese Ergebnisse unter Beriicksichtigung von 2 + 2a + 2 = 0 durch Multiplikationen:
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"127 710" = (a+42)-a=a’+2a=(-20-2)+20=-2mod3 =1
= Vektor "01" = multiplikative Inverse.

"217 712" = (2a41)-(a42) =20 +a+da+2=2a"+5a+2=
= 2. (-20-2)+5a+4+2=(a—2)mod3=a+1

= Vektor "11" = keine multiplikative Inverse.
Der Losungsvorschlag 1 ist deshalb nicht richtig, weil es fiir ,,00” keine multiplikative Inverse gibt.
g) Die beiden Ausdriicke stimmen {iberein = Ja, wie die folgenden Berechnungen zeigen:

[!.‘2[}!.‘ _I_ ] 12!.‘} \ !.‘12!.‘ — !.‘DE—!.‘ \ . 12!.‘ — !.‘21!.‘ .
!.‘2[}!.‘ , ¥ 12!.‘ _I_ ¥ 12!.‘ . !.‘12!.‘ — !.‘DE—!.‘ _I_ !.‘22!.‘ — !.‘21!.‘ .

Das bedeutet: Das Distributivgesetz wurde zumindest an einem einzigen Beispiel nachgewiesen.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Aufgabe A2.7

a) Alle Informationssymbole entstammen hier dem Galoisfeld GF(2 3'). In Bindrschreibweise wird jedes
Symbol durch drei Bindrzeichen dargestellt. Aufgrund des RS—Codeparameters £ = 3 besteht ein
Informationsblock aus drei Informationssymbolen: u = (u, uq, uy). Dementsprechend beinhaltet der

bindre Informationsblock w,;, genau 3 - 3 =9 Bit = Ldsungsvorschlag 2.

b) Entsprechend der Tabelle auf der Angabenseite besteht folgender Zusammenhang zwischen dem
Koeffizientenvektor und der Exponentialdarstellung:

(110) = w=a*. (001) = w=a"=1. (011) = wu =a’.

Richtig sind also die Losungsvorschldge 1, 4 und 5, und der Informationsblock im ersten Codierschritt
lautet u = ((x4, 1, a3).

¢) In Polynomdarstellung ergibt sich flir den Informationsblock u = (a4, 1, a3):
w(r) =up + 1y -x+ug - ¥ =a+r+o’ 7

Richtig ist demnach der Losungsvorschlag 3. Der erste Losungsvorschlag kann schon allein deshalb nicht
stimmen, da der Polynomgrad hichstens 2 sein kann, wenn alle Informations— und Codesymbole aus

GF(23) entstammen.

d) Fiir die Codesymbole erhilt man mit der Polynomdarstellung entsprechend der Angabenseite:

(r=0a"=1)=a’+ 140’12 = (110) + (001) + (011) = (100) = a®.
(r =a') =o' +a+a® = (110) +(010) + (111) = (011) = o,

: ) =o' +a®+a” = (110) + (100) +(001) = (011) = .

(r = o) = o’ + o’ +a = (110) + (011) + (100) = (001) = 1.

(£ )
( )
(- )

Cp = U
= u

g = U

I =
g = U
r=o')=a'+a'+a'l =at

=o' +a” +a" = (110) 4+ (111) +(101) = (100) = o?.

=a'+a’+ta=(a’ta)+ (e’ + 1) +a=1.

g = U
oy = ulr =
g = ulr =
Richtig sind also die Losungsvorschldge 1, 2, 3, 4, 7. Die Losungen zu 5 und 6 sind genau vertauscht.

e) Richtig ist der erste Losungsvorschlag. Dieser ergibt sich aus dem Ergebnis der Teilaufgabe (d) und

der Zuordnung

o? « 100, 0> « 011,06 011, 1 « 001, &* « 110,02 < 100, 1 « 001.
Der letzte Losungsvorschlag kann schon allein deshalb nicht stimmen, da das bindre Codewort aus
n-m =7 -3 =21 Bit bestehen muss. Selbst wenn Sie in der Teilaufgabe d) nur das Ergebnis ¢, = o?

ermittelt haben, so wissen Sie schon, dass auch der Losungsvorschlag 2 nicht der richtige sein kann.

f) Die Aussagen 1, 2, 4 sind richtig. Die Bit 10, ..., 18 der Eingangssequenz sind alle 0 und damit auch

die Informationssymbole ug, u;, uy € GF(23). Dementsprechend ist auchu(x) = 0, so dass alle

Codesymbole ¢; = u(x = oci) dem Nullsymbol entsprechen (Index: 0 <i < 6). Die bindre Codefolge
besteht somit aus 72 - m = 21 Nullen.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.7

a) Ausn=15und k =5 folgt:

gmiu —1 -
oin =1 —k+1=15-5+1=11 = t:fT:—'
b) Allgemein gilt fiir das gesuchte Polynom u(x) mit k& = 5:
k—1
u(x) =Zu,—-r" =g+ -THU T+ g oyt
i=0

10

Fiir uy = o, up=uy=0,uz=1und uy = o erweist sich der Losungsvorschlag 2 als richtig.

c) Esgiltcy= u(o®) = u(1):

co=a’+ 1. 17+ 1* = (1000) +(0001) + (0111) = (1110) = o',
Richtig ist somit der Losungsvorschlag 3.
d) Aus ¢y = u(o) erhilt man den Losungsvorschlag 4:

a=ula')=ao*+1.a"+a'. o' =o'
e) Fiir das vorletzte Symbol gilt ¢35 = u(a):

ey = wla) =o'+ 1. a0t =0t o™+ o™ =
=a'+a "+ et =0t + o'+ o =
= (1000) + (1010) + (0100) = (0110) = a”.
Richtig ist Losungsvorschlag 2.
f) Das letzte Codesymbolist c14 = u(a14):
cie = wfa') =o'+ 1.0+ =0t 4 o™+ o =
PN SIS L EE- e e L EE S e SR - VRN
= (1000) + (1111) 4 (1100) = (1011) = a".
= Ldsungsvorschlag 3.
g) Das Codesymbol ,0” tritt genau so oft auf wie alle anderen Symbole "> = Losungsvorschlag 3.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Aufgabe A2.8
a) Richtig sind die Losungsvorschléige 2 und 3 = Matrizen Gg und G, wobei in der Matrix G¢

bereits die erlaubten Umformungen o® = @, @' = &> und a2 = & beriicksichtigt wurden. Die Matrix G A
gilt fiir den (7, 5, 3)-Hamming—Code und Gp, gehort zum RSC (7, 5, 3)g. Siehe hierzu Teilaufgabe (c).

b) Beim RSC (7, 3, 5)g werden in jedem Codierschritt ¥ = 3 Informationssymbole verarbeitet, im

Codierschritt 1 die Symbole o, 1 und o. Mit der Generatormatrix G gilt somit:

c=u-Ge=(a' 1 %) |1 a' a® o' a' o af

Damit ergibt sich entsprechend der nebenstehenden Tabelle: Potenzen | Polynome | Veltoren

o=a"14+1.1+0*-1= von in x ky Iy Ky
= (110) + (001) 4+ (011) = (100) = a2, x = 0| 00O

\ . a'=1 001l
o =at 1+l a+a 0’ =

-

ol i 010

= (110) +(010) +(110) = (011) = a®, a | at 100

 =a 1+1-a’4+a* o= ﬁ - x+1 'ii;
. + &

= (110) +(100) +(001) = (011) = a’ o lotrme1l| 111

g =a' 14+1.a*+a* o= of | +1| 101

= (110) +(011) +(100) = (001) =1, @ 2013 v LN Torarr de

g =at-14+1-a*+ob ol =a’,

s = a1+ 1-a+a° .0 =
— (110) + (111) + (101) = (100) = a2,
g =at-1+1.a%+a% . a% =

= |:f12—|—flj|—|—|:f12+l}+f1 =1.

=3

Man erhilt das genau gleiche Ergebnis wie in der Teilaufgabe (d) von Aufgabe A2.7. Richtig sind die
Losungsvorschliige 1 und 2. Es gilt nicht ¢ = 0, sondern ¢ = 1.

¢) BeimRSC (7, 5, 3)g ist nun das Informationswort u = (ug, uy, Uy, U3, uy) zu berticksichtigen. Mit der

Generatormatrix Gy erhdlt man somit:

Daraus folgt:

=o' 1+1- 14140140 1=
— (110) + (001) + (011) + (000) + (101) = (001) = 1.
£ = [fl' 141 a+a?. flj] +0-at+ab . at= [n:i] +a®=0.
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Hierbei ist berticksichtigt, dass der Klammerausdruck [ ... ] genau dem Ergebnis ¢; der Teilaufgabe (b)
entspricht. Entsprechendes wird bei den folgenden Berechnungen ebenfalls beriicksichtigt:

ez = [0*] + 0 a' = [0’] + o’ =(011) + (001) = (010) = o',

c; = [1]+a' a’=[1]+a' = (001) + (110) = (111) = a”,
cs = [0 + 0% a® = [of] + o' =(110) + (010) = (100) = o”.
cs = [0f] + 0 a® = [o®] + o’ = (100) + (111) = (011) = o,
¢ = [1] +a" o’ =[1] +a® = (001) + (100) = (101) = a®.

Das heif3it: Alle Losungsvorschldge sind richtig.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.8

a) Die Addition eines jeden Elements eines Erweiterungskorpers, der auf GF(2) basiert, mit sich selbst
ergibt stets 0, wie man anhand der Koeffizientendarstellung leicht erkennt, zum Beispiel:

o’ 4+ o = (011) 4 (011) = (000) = 0.

Das heif3t: ,,A” steht fiir das Nullelement = Ldsungsvorschlag 1.

b) B ist das Ergebnis der Addition von a° und a® = Lésungsvorschlag 3:
o’ +af = (111) 4 (101) = (010) = o'

Man hitte dieses Ergebnis auch einfacher finden konen, da in jeder Zeile und Spalte jedes Element genau
einmal vorkommt. Nachdem A = 0 festliegt, fehlt in der letzten Zeile und der letzten Spalte genau nur

noch das Element o',
c¢) C ist das Ergebnis der Summe von olund o? = Losungsvorschlag 3:
o' +a® = (010) + (100) = (110) = a®

d) D ist das Ergebnis von o und o® = Lésungsvorschlag 1:
o +a = (011) + (111) = (100) = a®.

e) Alle Losungsvorschldge sind richtig, wie man aus der Zeile 2 (Multiplikation mit dem Einselement)
erkennt. Aufgrund der Giiltigkeit von

[1"; ) [1'-’. — ﬂll;.i-l-_j‘.l mod 7
ergibt sich bei der Multiplikation eine gewisse Symmetrie, die man ebenfalls zur Losung nutzen kdnnte.
Nachfolgend sehen Sie die vollstindigen Tabellen fiir die Addition und die Multiplikation.

n 0 : 15111511251135 1::;450;55 1::;6- - 0 : 1 ial:{tzia:]iac‘iﬁ:s'

[0 ]0:1 0! o ad et of fl000) [0 [0:0:0:0,0:0:0

| 1] 1003 0fialiofiatio|001) |1 O i1 ialie? o atief

| allalio® 0 ot 1102 05 of|010| | al| 0 ialie? a? ot of b

[ 0| o®iof ot 0 0flalia® 1| 100f [of]| 0 [e?io® 0 oflaf 1  al] 100

| o3| odiall 1105 0168 0 ot|011] [ 03] 0 1?0t 0fia®) 1 0l

| o] o? ofi 0?0l oS) 01 16| 10| [ o) 0 o e® af) 1 alia?d?] 110

[ of | of ot ab 03 0®l 1 0 ol |11 __fz:“i_ 0 ofiob i1 ol of a3 at] 111
ab fabio?iof 1ot odiall 0101 0 iofi 1 ialio?odiat

-nun'um 010:100.011; 110:111: 101N -unu 001010 100! 011 110111101

f) Richtig ist hier der Losungsvorschlag 3. Alle Polynome sind zwar irreduzibel. Man bendtigt aber fiir
GF(23) ein Grad—3—-Polynom. Der dritte Losungsvorschlag ergibt sich aus der Beziehung

at=a+1 = pla)=a*+a+1=0.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Aufgabe A2.9
a) Fiir die RS—Codeldnge gilt allgemein:

n=g—1=2"-1

= m=4n=15 m=xn=31. m==06: n =63.

b) Um¢ Symbolfehler korrigieren zu kdnnen, muss die minimale Distanz d,;, = 2¢ + 1 betragen. Der
Reed—Solomon—Code ist ein sogenannter MDS—Code (Maximum Distance Seperable). Fiir diese gilt:
dpn=n—k+1=2t+1 = k=n—2t=2"—(2t +1).

Damit erhdlt man fiir den

e RSC1l(mitm=4,t=4):k=2*-2-4+1)=7,

e RSC2(mitm=5,t=8):k=2"—(2-8+1)=15.
¢) Die Bezeichnung eines Reed—Solomon-Codes lautet RSC (1, k, dyyiy ), mit g = 2™ =pn + 1. Richtig
sind demnach die Losungsvorschldge 1 und 4:

e RSC1=RSC (15,7, 9)16,

e RSC2=RSC (31, 15, 17)3,.

d) Bezeichnet d,;, die minimale Distanz eines Blockcodes, so koénnen damit e = d, i, — 1 Symbolfehler
erkannt und # = e/2 Symbolfehler korrigiert werden:

e RSC1: dyy,= 9, t=4, e=8§,

e RSC2: d, =17, t=8, e=16.
e) Richtig sind die beiden mittleren Losungsvorschldge 2 und 3. Bei RSC 1 (m = 4) entsprechenn = 15
Codesymbole aus GF(2?) gleich 60 Bit und k = 7 Informationssymbole genau 28 Bit:

e RSC1=RSC (15, 7,9);6 = RSC (60, 28, 9),,

e RSC2=RSC (31, 15, 17)35, = RSC (155, 75, 17)5.
Fiir die minimale Distanz auf Bitebene ergeben sich mit d,;;, = 9 bzw. d,;;, = 17 die gleichen Werte wie

auf Symbolebene (siche Theorieteil).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Aufgabe A2.10

a) Die Gleichung zur Beschreibung der Gewichte W; lautet (d,;, ist hier mit d abgekiirzt):

i—al

W, = C) DIRCVE G) g1

=0

Wegen der minimalen Distanz d,;,, = 5 sind W5 =0 und W, = 0. Die weiteren Gewichte ergeben sich zu

we= ()3 e ()6

=t
= (8 1) -7 (8 -1)4+21- (8" —1) =511 —7-634+21-7 = 217,
= Wo+ Wi+ W+ Wr=1+ 1474 147 +217 =512 =8 = ¢~
b) Analog zur Teilaufgabe (a) erhdlt man:

3 - 1.2.3
c) Die Verfilschungswahrscheinlichkeit eines einzelnen Symbols ist mit eg = 0.1 gegeben. Dann gilt fiir

1_:[:3:(T).(31_1}—T'6'“.?=3a.?=24a.

die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Codewort mit 7 = 7 Codesymbolen
e genau 3 Symbole verfilscht werden:

py=0.17-0.9" =0.6561 - 107,
e genau 4 Symbole verfilscht werden:
Ps = 0.1*.0.9° =0.729 . 107*,
e genau 5 Symbole verfilscht werden:
ps =017 0.9 =0.81 1077,
e genau 6 Symbole verfilscht werden:
pe =0.1%.0.9=0.9-10""%,
e alle n =7 Symbole verfilscht werden:
pr = 017 =107,
Beim RSC (7, 3, 5)g kann das Nullwort durch Symbolfehler in eines von qk —1=8>—1=511 anderen
Codeworten verfdlscht werden. Damit erhdlt man mit den Gewichtsfunktionen von Teilaufgabe (a):
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”';; * D5 +”'{i * Dy +”'T - P7 o
o1l B

147 - 0.81 - 107° + 147 - 0.9 - 105 + 217 - 107
- 511

Pr(Blockfehler) =

= (.263 - 107

BeimRSC (7, 5, 3)g muss wegenk = 5 iiber 8 — 1 = 32767 Verfilschungswahrscheinlichkeiten
gemittelt werden. Mit W3 = 245 aus Teilaufgabe (b) und den Gewichten W, = 1224, W5 = 5586,
We = 12838, W-, = 12873 entsprechend dem Angabenblatt erhélt man hierfiir:
T'[';i 3 + ”', L + .”'j * P + .”'{i * q + II'IT - Py o

32767 N

245 0.656- 1073 + ... + 12873 . 1077 -
= =2 (.942 . .
39767 0.942 . 10

Pr(Blockfehler) =

d) Bekannt seinur d,;;, (im Folgenden mit d abgekiirzt) und damit auch p; = 8Sd (1 - ss)”_d. Dies ist
gleichzeitig die gesuchte obere Schranke:

e RSC (7, 3,5)g: Pr(Obere Schranke) = p5; =0.81 - 10=2,
e RSC (7,5, 3)g: Pr(Obere Schranke) = p3 = 0.656 - 10=3.

Da das Gewicht W; als nicht bekannt vorausgesetzt wurde, setzt man dieses auf den maximal moglichen
Wert (W5 = 511 bzw. W3 = 32767), so dass die Vorfaktoren in den Gleichungen zur Teilaufgabe (c)
verschwinden. Nur so ist eine obere Schranke sichergestellt.

Die obere Schranke liegt in beiden Fillen deutlich tiber den Ergebnissen der Teilaufgabe (c):
e RSC (7, 3,5)5: 0.810 - 107 statt 0.263 - 10~ (Faktor ca. 3),
e RSC (7,5, 3)g: 0.656 - 107> statt 0.942 - 10> (Faktor 117ca. 70).

e) Mit der Abkiirzung d = d,,;;;, erhilt man fiir die untere Schranke:

”Tn' *Pa
gv—1"

Pr(Untere Schranke) =

e Fiir den RSC (7, 3, 5)g liegt wegen W,; = W5 und p; = ps die untere Schranke

Pr(Untere Schranke) = il L}_'i 10 ~ 0.233 . 10~°
3

um etwa 11% unterhalb des tatsichlichen Wertes (0.263 - 107).
e Fiir den RSC (7, 5, 3)g gilt mit W; = W3 und p; = p3:

_ 245 . 0.656 - 10~ -
Pr(Untere Schranke) = & - j_q = (L.494 - 107" .
2767
Die untere Schranke weicht hier vom tatsidchlichen Wert stirker ab, weil bei diesem Code die
Beitrage der hoheren Gewichte (Wy, W5, Wy, W) in Relation zu Wj relevanter sind.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.3 Definition und Eigenschaften von Reed—Solomon—Codes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.10

a) Aus der Codelinge n = 255 folgt g = 256. Die Coderate ergibt sich zu

223

H=—
255

= 08745

Die minimale Distanz betragt
Qpin =M — k+1=235 —223 +1 =33.

Damit konnen

® ¢=d;, — 1 =32 Symbolfehler erkannt werden,

e = ¢/2 (abgerundet), also £ = 16 Symbolfehler korrigiert werden.
b) Dieser Code ist die Bindrreprdsentation des unter (a) behandelten RSC (255, 223, 33),5, mit genau
der gleichen Coderate R = 0.8745 und ebenfalls gleicher Minimaldistanz d,.;, = 33 wie dieser. Hier
werden pro Codesymbol 8 Bit (1 Byte) verwendet.

¢) Aus dy, = 33 folgt wiedert = 16 = Npjifepler =L6. Ist in jedem Codesymbol genau ein Bit

verfilscht, so bedeutet dies gleichzeitig auch 16 Symbolfehler. Dies ist der maximale Wert, den der
Reed—Solomon-Decoder noch verkraften kann.

d) Der RS—Decoder kann 16 verfilschte Codesymbole korrigieren, wobei es egal ist, ob in einem
Codesymbol nur ein Bit oder alle m = 8 Bit verfilscht wurden. Deshalb kdnnen bei der giinstigsten
Fehlerverteilung bis zu 8 - 16 = 128 Bit verfdlscht sein, ohne dass das Codewort falsch decodiert wird.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.4 Reed—Solomon—Decodierung beim Ausléoschungskanal

Musterlosung zur Aufgabe A2.11

a) Die Spaltenanzahl der Priifmatrix H gibt die Codeldnge an: n = 7. Zum gleichen Ergebnis kommt
man, wenn man von der Ordnung g = 8 des Galoisfeldes ausgeht. Bei den Reed—Solomon—Codes gilt
ndmlichn =g — 1. Die Zeilenanzahl der Priifmatrix ist gleichn —k = 3 = k = 4. Von allen Reed-
Solomon—Codes wird die Singleton—Schranke erfiillt = d;, =n —k + 1 =4. Es handelt sich also

um den Reed—Solomon-Code (7, 4, 4)g.

b) Eine Decodierung ist sicher moglich, so lange die Anzahl e der Ausléschungen kleiner ist als die
Minimaldistanz d.;,. Diese Bedingung ist hier erfiillt = JA. Nachdem bei allen RS—Codes das Nullwort
zuldssig ist und jedes andere Codewort mindestens vier Symbole ungleich ,,0” beinhaltet, ist bereits ohne
Rechnung sicher, dass das Nullwort gesendet wurde. Die formale Rechnung bestitigt dieses Ergebnis:

3 0 B 0
Hy 'L]],; =10 = a’ | - zg= 10 = zz=10.
1] ot ()
¢) Auch hier ist e = 2 kleiner als d,;, =4 = JA. Daauch(1, 1,1, 1, 1, 1, 1) ein giiltiges Codewort ist,

erwarten wir bei der formalen Uberpriifing zy = 1 und z; = 1.

o

1
i G 2 3 i 5 G
0 (1 a”+ o’ +at +a’+a
Hi -z = | o' a% o' o o =
5

K a® 1 at+ab+al +aot+a’| =
ab a? ot ol ot 1 a + o +a® + ol + ot
1
(100) + (011) + (110) + (111) + (101) (011) o3
— [ (110) + (101) + (010) + (011) + (111) | = [ (101) | = [ a®
(101) + (100) 4 (111) + (010) + (110} (010) o

Bei dieser Berechnung wurde zwischen der Polynomdarstellung und der Koeflizientendarstellung auf der
Angabenseite variiert. Damit lautet das Gleichungssystem:

(001) 4 (010) . (011) (001) + (010) . (011)
(001) + (100) | - :") = [(101) ] = |(001)+(100) ) - :") = | (101)
(001) + (011) . (010) (000) + (111) L (111)

Die zweite Form ergibt sich, wenn man die dritten Zeile aus der Modulo—2—Summe der Zeilen 2 und 3
ersetzt. Aus der letzten Zeile folgt nun z; = 1 und die Zeilen 1 und 2 lauten dann:

[l} o + [[}].U} 1 = [Ull} = Zp= [[}[}1} = 1.
(2) zp+(100) -1 = (101) = z;=(001) =1.

Beide Gleichungen flihren zum gleichen Ergebnis z = 1, z; = 1. Die Decodierung ist erfolgreich.

d) Die Decodierung passiert auf folgenden Schritten:
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) . . () ,
o at ot ab | a4+ ab
H;: -;E = |a% a! o o] =la'4+a']| =
2 5 1 4 x

(110) + (101) (011)

- mm}+|:11[}})= [1&0})

(111) + (100) (011)
1 a! o? 20
HE-EE =11 o a* | |z
1 o u:‘rﬁ) L'g)

A
A

(001) (010) (100) %0 (011)
= |(o01) (100) (110) |-z | = (100)] .
(001) (011) [101}) ) [Dll})

2

Wir ersetzen nun die Zeile 2 durch die Modulo—2—Summe der Zeilen 1 und 2 sowie die Zeile 3 durch die

Modulo—2—-Summe der Zeilen 1 und 3:
0 (011)
| = | (111 } .
2 (000)

(001) (010) [IDD})
Aus der letzten Zeile folgt z; +z, =0 = z, = z;. Eingesetzt in die zweite Zeile dieser Matrixgleichung

[

(000) (110) (010)
(000) (001) (001)

LRI

erhilt man:

(110) 4+ (010)] - 2y = (100) - 2 = (111) = a® -z =0 = zn=a, m=0a".
[

Mit diesem Ergebnis folgt aus der ersten Matrixzeile:

zo + [(010) 4 (100)] - 21 = 2o+ (110) - z; = (011)

= nta. at=n+l=0 = yn=0*+1=(a+1)+1=a.
Richtig ist demnach der Losungsvorschlag 2.
e) Richtig ist der Losungsvorschlag 4. Begriindung:

¢ Aus den drei bekannten Symbolen 0, 1, o kann man nicht vier Informationssymbole gewinnen.
¢ Die H-Matrix dieses (7, 4, 4)g—Codes hat genaun — k = 3 Zeilen. Man hat damit auch nur drei

Gleichungen. Benotigen wiirde man aber vier Gleichungen fiir die Unbekannten z, z;, z, und z.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 28 /39 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.4 Reed—Solomon—Decodierung beim Ausloschungskanal

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.11

a) Aufgrund der Symmetrie des vorgegebenen BEC—Modells (Ausloschungskanal auf Bitebene) gilt fiir
die Erasure—Wahrscheinlichkeit: Pr(y = E) =1 =0.2. Da die Codesymbole 0 und 1 gleichwahrscheinlich
sind, erhilt man fiir deren Wahrscheinlichkeiten Pr(y = 0) = 0.4 und Pr(y = 1) =0.4.

b) Ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit gehen wir zur Losung dieser Aufgabe vom Codesymbol
Chinir = »00” aus. Entsprechend dem 2-BEC-Modell kann dann das Empfangssymbol yy,;,5, entweder

,00” oder ausgeloscht (E) sein und es gilt:

Pr(ipi, = 7007 |epm =7007) = (1= AP =08 =064 =1—- X\
= A =1—(1-X)?=0.36.

Es ist vorausgesetzt, dass ein Erasure nur vermieden wird, wenn keines der zwei Bit ausgeloscht wurde.

c¢) Der RSC (255, 223, 33),5¢, basiert auf dem Galoisfeld GF(256) = GF(28) = m = 8. Das Ergebnis
der Teilaufgabe (b) muss nun an diesen Fall angepasst werden. Fiir den 8—BEC gilt:

1-As=(1-AP =08 =0168 = X, =As=0.832.
d) Aus der Bedingung 1,, < 0.2 folgt direkt 1 —A,,, > 0.8. Daraus folgt weiter:
(1-A>08 = 1-XA208""=09725 = X <0.0275.
e) Mitd = 0.0275 = 1,, = 0.2 sind 20% der Empfangssymbole Erasures. Die anderen 28 = 256

Empfangssymbole ,,000000000” .... ,11111111” sind alle gleichwahrscheinlich. Daraus folgt:

0.8
Pr(gia = "00000000") = ... = Pr(yin = "11111111") = 5= = 0.003125.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 29/39 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Musterlosung zur Aufgabe A2.12

a) Der betrachtete Reed—Solomon—Code (7, 4, 4)g kann wegen d,;, = 4 nur z = [ (d,, — 1)/2] =1

Symbolfehler korrigieren. Relevant ist also nur das blau hinterlegte Schema, das fiir den Fall gilt, dass es
genau einen Symbolfehler im Empfangswort gibt (r=1) = Ldsungsvorschlag 1.

b) Entsprechend der Grafik auf der Angabenseite besitzt der Vektor A; hier L = n — k = 3 Elemente.

c¢) Es gibt nur die beiden ELP—K oeffizientenvektoren A; = (1, 1, 0) und A, = (0, Ay, 1) = [, =2.

d) Aus A; und A, ergeben sich zwei skalare Bestimmungsgleichungen A; - sT =0 fir den Parameter Ay

t}

a4+ =0 = Mpa'=—-0a"=a" = M=o

M-’ +a® =0 = M=a.
Das Gleichungssystem ist eindeutig [o6sbar = Antwort JA.
e) Mit dem Ergebnis der Teilaufgabe (d) = A= a erhilt man fiir das Error Locator Polynom

AMx)=z-(ho+x) =z (a+x)
= Ala")=1.(a+1)=a+1#0 = Keine Nullstelle,
Ala') = a-(a+a) =0 = Nullstelle.

Verfilscht wurde also das Symbol an der Position 1 = Losungsvorschlag 2. Da die Berechnung in der
Teilaufgabe (d) unter der Bedingung » = 1 erfolgte, wurden alle anderen Symbole richtig tibertragen:

e=1{0.e0.0.0.0,0.0).

f) Aus der Bedingungﬁ : HT = §T fOIgt Potenzen | Polymome |Vekioren
( 1 1 ] \ VON X in ky I K

al a? a3 a v = o 00O

a2 a' af | o a":ll i 1 Eli;

(0Le 0.0.0.0,0)- | a® o o' | = [

al of a2 ol @ o 100

510 .15 o’ x+l) 011

‘N, Y at  |al+a 110

k\fll a '-'1') ot al+ax+1| 111

= g.a=0a'., e .a’=a’. e;-a =ab. of |af +1] 101

2 2013 swnanar L Tranarar de
Die Losung fiihrt stets zum Ergebnis e; = o = Antwort 2. Mit dem

Empfangswort y = (al, 0, oc3, 0,1, (xl, 0) erhdlt man das Decodierergebnis z = (ocl, (x3, 09, 0,1, al, 0).
g) Analog zur Teilaufgabe (d) lautet nun das Gleichungssystem:

M-al+ar =0 = M=o
N-at+a® =0 = A=a.
Die beiden Losungen widersprechen sich. Bei der Ubertragung miissen also mindestens zwei Symbole

verfalscht worden sein und die Decodierung versagt = Antwort NEIN. Man miisste nun einen neuen
Versuch gemdfl dem roten Schema (r = 2) starten.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.12

a) Die entsprechende Gleichung zur Syndromberechnung lautet: Poienzen | Polynome | Vekioren
s — [-‘5".-‘51.53}= VON X in ey By By

( 1 1 1 \ g =0 ol 000

al a? o’ =1 1) o001

a? at af @ * 010

3 3 [ 2 a’ a 100

= (. 0.0%.0, 1, .0) - f1] f1] a’ o x+1l 011

aa flj’ x  |at+a 110

o’ a’ oo & |at+a+l| 111

l\n“ a’ o '/’ a2 |at  +1| 101

. € 2013 wrarer LN T de
Das erste Element ergibt sich zu

so =a-1+a’ a0 +1.a'+a-a" =a+a’ +a'+a" =
= (a)+(@®*+at+)+(a®+a)+ +Ho?+1)=a’+a=a’.
Richtig ist der Losungsvorschlag 1.
b) Entsprechend gilt fiir das zweite Syndromelement
si=a-1+a’a*+l.a'+a-0*=a+a’+ata’=
=1l4+a'=’+a+1=0a".
Richtig ist der Losungsvorschlag 2.
¢) Zur Berechnung von s, muss mit der letzten Matrixspalte multipliziert werden:
ss=a-l+a-a+1.0°+a-al=a+a’+a° +a’ =
—a'ta=(*+a+l)ta=a’+1=0a".
= Ldsungsvorschlag 3.

d) Aufgrund des errechneten Syndroms s = (%, o2, a®) # 0 beinhaltet das Empfangswort mindestens
einen Symbolfehler = » > 0. Da der vorliegende Reed—Solomon—Code (7, 4, 4)g = d, = 4 auch
nicht mehr als ¢ =|d;,/2] = 1 Fehler korrigieren kann und das Empfangswort vereinbarungsgemsif3
ebenfalls decodiert werden kann, gilt » = 1.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Musterlosung zur Aufgabe A2.13

a) Der RSC (7, 3, 5)g kann bis zu ¢ = 2 Symbolfehler korrigieren. Die tatsdchliche Symbolfehleranzahl »
darfnicht grofler sein = Losungsvorschlidge 1 und 2.

b) Unter der Annahme » = 1 lauten die n—k—1 Bestimmungsgleichungen fiir A gemif3 A; - sT=0:

M-0+1=0 = Ay unbestimmt. Potenzen | Polynome | Vekioren

M-1+a’=0 = M =a". von & in x by Iy Iy
M-a® +a’=0 = M=a"=a' a~*=0 0| ooo
a'=1 1| 001

Die Annahme » = 1 wire nur dann gerechtfertigt, wenn sich aus allen ol o 010
diesen drei Gleichungen der gleiche A;—Wert ergébe. Dies ist hier nicht ot a? 100
der Fall = Antwort NEIN. o a+l] 011
ot ol + o 110

of al+a+l| 111

¢) Geht man von der Belegung fiir » = 2 aus, so erhdlt man zwei i a?  +1| 101

Bestimmungsgleichungen fiir A und A;: € 2013 wwrwr LN T de

M0+ M1+ =0 = M=a".
M1+ M-a"+a=0= M=o"P+a’=a'+a’=0a".

Das Gleichungssystem Idsst sich unter der Annahme » = 2 Iosen = Antwort JA. Die hier gewonnenen

Ergebnisse 1, = 1; = a° werden in der nichsten Teilaufgabe verarbeitet.

d) Mit dem Ergebnis 1y =1, = o lautet das Error Locator Polynom (oder die Schiiisselgleichung):
AMzr)=z-(do+A -2+ =1 (a"+a" 1 +17).

Diese Funktion weist Nullstellen fiir x = o2 und x = & auf
AMr=a%) =a*-(a"+a"+a')=a* (" +1+a") =0,
AMr=0a’) =a (a+a*+0a°) =0’ (0" +a+0a") =0.
Verfilscht sind folglich die Symbole an den Positionen 2 und 3 = Ldsungsvorschlige 3 und 4.

e) Nach dem Ergebnis der Teilaufgabe (d) kommen nur noch die beiden letzten Losungsvorschlige in
Frage = ¢=(0, 0, e, e3, 0, 0, 0). Der Ansatz lautet deshalb entsprechend e - H =5:

/11 1 1
o] : n'\‘

2 .3
a’ a
a’ a? a® ol
. . . e | E a3
(0,0, e5.65.0.0.0)- | a® a% a? o] = (0. La’.a%).
a! a' o’ o
a’ ot al af
\a® o o' a3/
) . .
= e-a’ +e3-a’=0, ea-af feg-a’ =1,
G ) 5 E 3
Eg -0 4 £g-07 =a, f:g-n]—l—f:;;-n’:fr.

Alle vier Gleichungen werden mit e, = 1 sowie e5 = o® erfilt = Losungsvorschlag 3:
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e=(0.0.1.a%0.00)

Mit o + 1 = 3 und o + @® = o kommt man vom gegebenen Empfangswort y = (az, 0(3, a, a5, a4, az, 1)
zum Decodierergebnis

ot a0t 1),
In der Aufgabe A2.7 wurde gezeigt, dass dies ein zulissiges Codewort des RSC (7, 3, 5)g ist. Das

zugehdrige Informationswort lautet = (o, 1, o).

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 33/39 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.5 Fehlerkorrektur nach Reed—Solomon—Codierung

Musterlosung zur Aufgabe A2.14

a) Richtig ist die Antwort 1. Prinzipiell ware ein Syndromdecoder auch bei Reed—Solomon—Codes
moglich, aber bei den hier {iblichen groen Codewortlingen 7 ergdben sich extrem lange Decodierzeiten.
Bei Faltungscodes (diese arbeiten seriell) macht Syndromdecodierung gar keinen Sinn.

b) Wie aus den Ausflihrungen im Theorieteil hervorgeht, ist die Fehlerlokalisierung mit dem weitaus
groflten Aufvand verbunden = Antwort 2.

¢) Richtig sind die Antworten 1, 3 und 4, die auf der Seite Schnelle Reed-Solomon-Decodierung
kurz zusammengefasst sind. Der BCJR— und der Viterbi-Algorithmus beziehen sich dagegen auf die

Decodierung von Faltungscodes — siche Kapitel 3.4.

Die Grafik auf der Angabenseite zeigt den Berlekamp—Massey—Algorithmus (BMA). Die Erklirung zu
dieser Abbildung finden Sie in [Bos98] ab Seite 73.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Musterlosung zur Aufgabe A2.15

a) Aus der Tabelle auf der Angabenseite kann der BSC—Parameter ¢ = 0.0505 abgelesen werden.
Damit erhdlt man fiir die Symbolverfilschungswahrscheinlichkeit e mit m = 3:
1—z5=(1- D.DE}DE}}:E’ = 0806 = eg==0.144.
Der schnellste Weg zur Berechnung der Blockfehlerwahrscheinlichkeit fiihrt hier iiber die Formel
Pr(Blockfehler) = 1 —Pr(f =0) —Pr(f =1) — Pr(f = 2) =
= 1—1-0.856" —7-0.144" . 0.856% — 21 . 0.144% . 0.856" =
= 1 — 0L.3368 — 0.3965 — 0.2001 = 0.06G66 .

b) Nach gleichem Rechengang wie in Teilaufgabe (a) ergibt sich mit eg = 0.03 = 1 — &g = 0.97:
Pr(Blockfehler) = 1 —1-0.97" —7.0.03". 0.97° — 21.0.03%.0.97° =
= 1—0.8080 — 0.1749 — 0.0162 =1 — 0.9991 = 9- 10~*

Man sieht, dass hier die Differenz zwischen zwei fast gleich gro3en Zahlen gebildet werden muss, so dass
das Ergebnis mit einem Fehler behaftet sein konnte. Deshalb berechnen wir noch folgende Grof3en:

Pe(f =3) = (3)

Pr(f=4) = (D g (1 —eg)* =35.0.03".0.97° = 0.259 . 107,

s - (1)

= Pr(Blockfehler) = Pr(f = 3) + Pr(f = 4) + Pr(f = 5) = 8.63 . 10~*.

& (1—2g)" =35-0.03° 097" = 8.366- 107",

o

A1 —£g)* =21.0.03°.0.97% = 0.005 . 10~*

Auf die Terme fiir /= 6 und /= 7 kann hier verzichtet werden. Sie liefern keinen relevanten Beitrag,
c¢) Hier ist bereits eg = 0.005 = 1 — &g = 0.995 in der Tabelle vorgegeben. Der (weitaus) dominierende
Term bei der Berechnung der Blockfehlerwahrscheinlichkeit ist Pr (f = 3):

Pr(Blockfehler) = Pr(f = 3) = (D L 0.005% . 0.995* = 4.3.107".

d) Fiir den BSC—Parameter ¢ gilt mit e = 0.1:
s=1—(1—-=5)"F =1-0.9"" = 0.0345.

Der Zusammenhang zwischen € und Eg/Ny lautet:

— Q[,{.‘} . r=+2-H- E]gf-"'.-w"u"u.

Die Inverse x = Q1(0.0345) ergibt sich mit dem Programm GauBsche Fehlerfunktionen zux = 1.82.
Damit erhdlt man weiter:

s T’ 1.827 . _
E]gf-"_'\'u'u = ﬁ = m—w = 386—1 = 1[} . lg [E]gf-".'\'u'u} =2 -JBT dB

e) Nach gleicher Rechnung erhilt man
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o fireg=1072 = £~033-102 = x=Q (&) =2.71:

Ep/Np =

2
x-

1

7l

2R 2R-3/7

puy Bl S

= 3068 =

10 - 1{3’ (EHII-"I_-"':"} =

o fireg=10" = £~033-102 = x=Q l(§)=3.4:

0.32 dB.

En/Ny = E’_H - % ~ 13487 = 10-lg (En/N,) = 11.3 dB.

g i | e | e |Pre®w

0dB | 1000 | 017 | 0441 | 08666

1dB | 1250 | 0140 | 0384 | 0545 TBMHPME”ME

2dB | 1585|0123 | 0325 | 0470 100 e

3dB | 1905 | 0095 | 0259 | 0263 T*xe %! |
-1l T X gl

4dB | 2512 | 0071 | =02 | 0148 ' 5 5

5dB | 3162 00505 | 0144 | 666-10% 10+

S87dB| 3864 |00345| w01 |257-10%

7dB | 5012 |00192 | 00565| 530 - 1073

SdB | 6310 | ~001|w003 | 863-104 107

032 dB| 8568 |0.0033 | x001 | 340-10F° 10-5

10 dB [10.000 | 0.0017 |s 0.005| 4.20 - 10-%

113 dB| 13.487 | 0.0003 |sul].l]]1 340108 07

12 dB | 15849 unm1:|unma5 163 -10°* — » 10.1g Ey/NyindB

Die Grafik zeigt den Verlauf der Blockfehlerwahrscheinlichkeit in Abhédngigkeit von 10 - lg Ep/N,y sowie

die vollstindig ausgefiillte Ergebnistabelle. Man erkennt das deutlich ungiinstigere (asymptotische)
Verhalten dieses kurzen (grinen) Codes RSC (7, 5, 3)g gegeniiber dem (roten) Vergleichscode RSC

(255, 223, 33)g.

Fiir Abszissenwerte kleiner als 10 dB ergibt sich sogar ein schlechteres Ergebnis als ohne Codierung.
Deshalb soll hier nochmals darauf hingewiesen werden, dass dieser RSC (7, 3, 5)g wenig praktische

Bedeutung hat. Er wurde flir diese Aufgabe nur deshalb ausgewihlt, um mit vertretbarem Aufwand die
Berechnung der BDD-Blockfehlerwahrscheinlichkeit demonstrieren zu konnen.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 72.15
a) Fir den RSC (7, 3, 5)g ergibt sich wegen d,;, =5 = ¢ = 2 fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit:

LT
Pr(Blockfehler) = 3~ (f) |

F=3

7 . 7 . 7 . )
— 017090 + 0109+ ) 0.17 0.9 +
3 4 5]
7 . 7 -
0.1%.0.9 017,

Nach dieser Berechnung miissten fiinf Terme berticksichtigt werden. Da aber auch

Pr(Blockfehler) = Z (;) egf (1—gg)"f =1
f=0

gilt, kommt man iiber den nachfolgenden Rechenweg schneller zum Erfolg;

Pr(Blockfehler) = 1 — [(D 097 + (D 0.1-0.9% + G) 012 I[}Igﬁ] _

=1- [9.4?83 + (L3720 + D.l?—iﬂ] = (L0257 .

sf (1 —-:'5,'}?'_‘lr =

b) Analog zur Teilaufgabe erhilt man hier:
Pr(Blockfehler) = 1— [0.997 4+ 7-0.01-0.99° 4 21 - 0.01% - 0.99°] =
=1- [D.B‘SEI + 0.0608 + D.DDED] = (.
Das bedeutet: Fiir die Wahrscheinlichkeit eg = 0.01 ist die vereinfachte Rechnung sehr fehleranfillig, weil
sich fiir den Klammerausdruck ein Wert nahezu 1 ergibt. Die vollstindige Rechnung ergibt hier:

0

T , T -
= 0,015 .0.99 01 =
(6) * (?)

= 107" [33.6209 + 0.3396 + 0.0021 4 ...] = 3.306 - 107°.

Pr(Blockfehler) = (D .0.01% . 0.99* + (T) 0.01%.0.99° + (T) 0.01° - 0.99° +

¢) Aus der Musterlosung zur Teilaufgabe (b) kann das Ergebnis direkt abgelesen werden:
Pr(Blockfehler) = 3.362 . 10~° .

Der relative Fehler betrdgt ca. —1%. Das Minuszeichen zeigt an, dass es sich hier nur um eine Ndherung
handelt und nicht um eine Schranke: Der Ndherungswert ist etwas kleiner als der tatsdchliche Wert.

d) Beschrdnkt man sich auf den relevanten Term (f = 3), so ergibt sich fiir eg = 0.001:
Pr(Blockfehler) = (D [1079)%. 0.999* = 3.49 . 107",

Der relative Fehler betrdgt hier nur noch etwa —0.1%.

e) Entsprechend der hergeleiteten Ndherung gilt fiir den betrachteten Code:
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Pr(Blockfehler) == (D £g =35 £47

= Pr(Blockfehler) = 1070 : 4 = ( ) = 2857 107 = 142 1071,
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemntutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 2 Reed—Solomon—Codes und deren Decodierung Abschnitt: 2.6 Fehlerwahrscheinlichkeit und Anwendungsgebiete

Musterlosung zur Aufgabe A2.16

a) Das Codierraumschema A beschreibt einen perfekten Code. Da jeder Hamming—Code (n, k, 3) ein

perfekter Code ist, gilt Antwort 1. Bei diesen gibt es insgesamt 2" mdgliche Empfangsworte y;, die bei
der Syndromdecodierung einem von 2k moglichen Codeworten ¢; zugeordnet werden.
Aufgrund der HC—Eigenschaft d,;, = 3 haben alle Kugeln im n—dimensionalen Raum den Radius ¢ = 1.

In allen Kugeln gibt es somit 2" ~ ¥ Punkte, zum Beispiel
e HC (7, 4, 3): Einen Punkt fiir die fehlerfreie Ubertragung und sieben Punkte fiir einen Bitfehler =
1+7=8=23=27-%
e HC (15, 11, 3): Auch hier wieder einen Punkt fiir die fehlerfreie Ubertragung und nun 15 Punkte
fiir einen Bitfehler = 1 + 15 =16 =2%=21>-11,
Hinweis: Da der Hamming—Code ein Bindrcode ist, hat hier der Coderaum die Dimension 7.

b) Richtig ist Antwort 1. Im grauen Bereich auSerhalb von , Kugeln” gibt es bei einem perfekten Code
keinen einzigen Punkt, wie die Rechnung zur Teilaufgabe (a) gezeigt hat.

¢) Die Reed—Solomon—-Codes werden durch das Codierraumschema B beschrieben = Antwort 2. Hier

gibt es zahlreiche gelbe Punkte im grauen Bereich, also Punkte, die bei Bounded Distance Decoding
(BDD) keiner Kugel zugeordnet werden konnen.

Betrachten wir beispielsweise den RSC (7, 3, 5)g mit den Codeparameternn = 7, k = 3 und ¢ = 2, so

gibt es hier insgesamt 87 = 2097152 Punkte und 83 = 512 Hyperkugeln. Wire dieser Code perfekt, so
miisste es also innerhalb jeder Kugel 8% = 4096 Punkte geben. Es gilt aber:

Pr(y_ liegt innerhalb der roten Kugel) = Pr(f <t) =

=Pr(f=0)+Pr(f=1)+Pr(f=2)=1+ G) T+ G) T =1079.

Firr Pr(f = 1) ist beriicksichtigt, dass es ,,7 iiber 1” = 7 Fehlerpositionen geben kann, und flir jede
Fehlerposition auch 7 unterschiedliche Fehlerwerte. Entsprechendes ist auch fiir Pr(f = 2) beriicksichtigt.

d) Richtig ist hier die Antwort 3. Ein Punkt im grauen Niemandsland wird mit weniger Symbolfehlern
erreicht als ein Punkt in einer anderen Hyperkugel Fiir lange Codes wird in der Literatur eine obere

Schranke fiir die Verfalschungswahrscheinlichkeit angegeben:
1
Pr(y wird falsch decodiert) = Pr(z # ¢) < nE

Fiir den RSC (225, 223, 33),5, = t = 16 liefert diese obere Schranke den Wert 1/(16 1) < 10714,
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