Buch: Einfiithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Musterlosung zur Aufgabe A3.1
a) Zujedem Takt werden k = 3 neue Informationsbits verarbeitet und n = 4 Codebits ausgegeben.
b) Wir bezeichnen hier die Einflusslingen der Informationssequenzen 4 mit Vv wobeil <j <k =3 zu
setzen ist. Dann gilt:
vy = 0 (f1ir die erste Sequenz ist kein Schieberegister notig).
vy, = 1., 1y=2.

Die Gedachtnisordnung m (oder kurz: das Gedéichtnis) des Coders ist durch das lingste Schieberegister
gegeben = m = 2. Die Gesamteinflusslinge (oder kurz: Einflusslinge) entspricht der Anzahl der
Speicherelemente der gesamten Codiererschaltung = v = 3.

¢) Allgemein gilt fiir die n = 4 Codebits zum Schritt 7: @ 2013 vreree L Tororer de M
: : +
(1} 1} [
r) = utt, “
(2) ) (1)
¥ = ol 4 u“' + a4+ ol '2&
g8y I. (2} i3
rr = u, 'y u n ur ] + oy, | IF)
it = “ e u“ + uf ' 4 uf-'_'g. T T

i

Im ersten Codierschritt sind alle Speicherelemente mit HF:’
Nullen belegt. Deshalb kann man fiir ; = 1 auf alle Bits mit ©
den Indizes i—1 bzw. i-2 verzichten. Entsprechend der

Angabe soll weiter gelten: ;) = 0, ;@ =1, u,® =1.

1)
Damit erhilt man durch Modulo—2—Addition: o

1) 1)
= uL]

=10.
= u] —i—u“] '_[}+1=_1.
= u] '—i—u‘ =1+1=0.

b= Y P 4 al =04+141=0.

s
-

d) Im Codierschritt i = 3 lauten die Informationsbits:

=1, u,_y =1, u;_ ,_[]'
(2) e

o =0, uy =1, w5 =1,

u =1, W =0, W7, =1,
woraus sich folgende Codebits ergeben:

=1, 7 =1404+140=0,

= 0+1414+1=1, 2V=1404+1+1=1.

Die Codebits im Codierschritt i = 2 wurden bereits auf der Angabenseite genannt. Hier folgt noch die
Herleitung:
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o =l =1,
o = w ! el =141+ 1+1=0,
w5 = u ! P +uf =140+ 1+ (0) =0,
w5 = w ! =141+ 0+ (0) =0.
Somit beginnt die Codesequenz x (nach dem Multiplexing) mit (0100, 1000, 1011, ...). Die Gruppierung
wurde hier nur aus Griinden der Ubersichtlichkeit vorgenommen.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.1 Grundlagen der Faltungscodierung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.1

a) Fiir beide Coder gilt £ = 1 und n = 2. Das Gedéchtnis m und die Einflusslinge v sind unterschiedlich
= Antworten 3 und 4.

b) Das Schieberegister von Coder A beinhaltet zwar zwei Speicherzellen. Da aber x, (1) = u; ist und

x;® =u;+ u; ; auBer vom aktuellen Informationsbit z; nur noch vom unmittelbar vorherigen Bit u;

beeinflusst wird, ist das Geddchtnis m = 1 und die Einflusslinge v =m + 1 = 2.

Coder A Coder B

ﬂ£ o x@

E) A0173 wnanar LI Tranapar de

o )

w2

o x@

Die Grafik zeigt die beiden Coder in anderer Darstellung, wobei die ,,Geddchtnis—Speicherzellen” gelb
hinterlegt sind. Beim Coder A erkennt man nur einen solchen Speicher = m = 1. Dagegen gilt flir den
Coder B tatsdchlichm = 2 und v = 3.

¢) Fiir den oberen Ausgang von Coder B gilt allgemein:

‘17

1)
T = iy i

Unter Berticksichtigung der Vorbelegung (1 = u_; = 0) erhélt man mit den obigen Angaben:

.r“']” =+t +ug=1+0+0=1, .r.“'_,” =ty +u +up=0+14+0=1,
= us g fuy =1404+1=0, 2 —wyfus+uy=14+14+0=0,
.r}g” =Ust+ug+u; =04+14+1=0, ,;~}'i1’-'= g +us +uy =04+0+1=1.
b = .:‘L” =.. =1

Richtig ist somit der Losungsvorschlag 1. Der zweite Losungsvorschlag = x® =y wiirde dagegen nur
bei einem systematischen Code gelten (der hier nicht vorliegt).

d) Analog zur Teilaufgabe (c) erhdlt man mit xi(z) =u;tu;_y

(2) =14+0=1. Il'ﬂz[}-l-[}:[} Il'iiﬁ=1+].=[} J‘I']-ﬂz].-l-[.}:l

—0+1=1. (2)

I g
B =0+1=1, 2 =z =... =0.

53

I I

or

Richtig ist demnach der Losungsvorschlag 2.

e) Fiir die (gesamte) Codesequenz kann man formal schreiben:
{ 1} A 2)

e= (g, oz, ), o= (0 ) = o= (2w e e ).

Ein Vergleich mit den Losungen der Aufgaben (¢) und (d) zeigt die Richtigkeit von Losungsvorschlag 1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Aufgabe A3.2

a) Das Gedéchtnis des betrachteten Faltungscodierers ist m = 2. Damit setzt sich die Generatromatrix G
aus den m + 1 =3 Teilmatrizen G, G und G, zusammen.

b) Aus den angegebenen Gleichungen

(1)
=

2

]'l

!
2
2y l. _|_ i2 _|_ _|_ i3
;o= u, i, u, 1 u,
13 I. (3 (2) i3
;o= —i-u, —I—Mr ]—I—u, 9.
4] I. (2
i = e i~ '+ u '+ uf._2

erkennt man, dass im gesamten Gleichungssatz genau achtmal ein Eingangswert ui(/) mitj € {1, 2, 3}

vorkommt = Aussage 1 trifft zu. Der Eingangswert 1) beeinflusst die Ausginge x;(, x,® und x,®.
Damit lautet die erste Zeile von Gy: 1 1 0 1 = Aussage 2 trifft zu. Dagegen ist die Aussage 3 falsch:

Nicht die erste Zeile von Gy lautet 1 0 0, sondern die erste Spalte. Dies besagt, dass x;1) nur von ()

abhingt, aber nicht von 1% oder von 1,%). Es handelt sich um einen systematischen Code.

¢) Im Gleichungssatz kommt dreimal ein Eingangswert ui_l(/) mitj € {1, 2, 3} vor. Somit beinhaltet G
insgesamt drei Einsen. Der Eingangswert 11; {? beeinflusst die Ausginge x;% und x,, wihrend u; ;®
nur flir die Berechnung von xi(z) herangezogen wird = alle Aussagen sind zutreffend.

d) Die folgende Grafik zeigt den linken oberen Beginn (die Zeilen 1 bis 9 sowie die Spalten 1 bis 12) der
Generatormatrix G. Daraus ist ersichtlich, dass die beiden ersten Aussagen falsch sind im Gegensatz zur
Aussage 3. Dieses Ergebnis gilt fiir jeden systematischen Code mit den Parametern £ = 3 und n = 4.

u': Generatormatrix & = S0 e LN e
o[ 1T0 T: 000 'D": 000 'D":
1[[011 1011010000
1001101000011
1{|00001 1T 0 T 000 . . .
1 000 EI:{} 1 1 1::{]' 11 D: ... _:E._I"Ediir;u_nfr:____
0/|{0000j0011j010 0 Gy Gy 1 G,
1/|{00000000n1 ‘1‘{?1“: B
DEIEIEIEIEIEIEIEI:DIII:
1 AT T T O W Y [J:{_J_?__l__ll

Farbliche Zuordnung:
x|/01 0010001011 -Eﬂ} EEEJ i'ﬁ] ‘I(J)

e) Allgemein gilt x = u - G, wobeiu und x Sequenzen sind, das heif}t, dass sie sich bis ins Unendliche
fortsetzen. Entsprechend ist die Generatormatrix G weder nach unten noch nach rechts begrenzt.

Bei begrenzter Informationssequenz u (hier auf 9 Bit) ist auch die Codesequenz x begrenzt. Interessiert
man sich nur fiir die ersten Bits, so geniigt es, nur den linken oberen Ausschnitt der Generatormatrix wie
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in der Musterlosung zur Teilaufgabe (d) zu betrachten. Anhand dieser Grafik kann auch das Ergebnis der
Matrizengleichung x = u - G abgelesen werden. Richtig istx = (0, 1, 0,0, 1,0,0,0, 1,0, 1, 1, ..) und
damit Antwort 2. Das gleiche Ergebnis haben wir in Aufgabe A3.1d erhalten.

Dargestellt sind hier nur 9 Informationsbits und 9 - n/k = 12 Codebits. Aufgrund der Teilmatrizen G; und

G, wiirden sich hier aber auch fiir die Codebits 13 bis 20 noch (teilweise) Einsen ergeben.

Die Codesequenz x setzt sich aus den vier Teilsequenzen 1(1), ,)_6(4) zusammen, die in der Grafik
aufgrund unterschiedlicher Farbgebung abgelesen werden konnen.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.2
a) Fir den Index / der Teimatrizen gilt 0 < / < m. Der betrachtete Coder hat das Gedéachtnis m = 3.
Damit sind vier Teilmatrizen zu beriicksichtigen.

b) Jede Teilmatrix G; besteht aus einer Zeile = k=1 und drei Spalten = n=3.

c) Alle Aussagen sind richtig, Da das aktuelle Informationsbit u; alle drei Ausginge x,(), x,® und x,®
beeinflusst, ist Gy = (1, 1, 1). Dagegen sagt G = (1, 1, 0) aus, dass nur die beiden ersten Eingéinge von

u; 5 beeinflusst werden, nicht aber x;%.

d) Die gesuchte Generatormatrix G ist nachfolgend dargestellt, wobei die vier Teimatrizen Gy, ... , G3
farblich unterschieden sind. Die Vektorgleichung

r=u-G=(1.0.1.1)-G

liefert das Ergebnis entsprechend dem Losungsvorschlag 2. Die Codesequenz x ist dabei gleich der
Modulo—2—-Summe der Matrixzeilen 1, 3 und 4.

. . “ = . :
ul: Generatormatrix G A wreoer LI Lorore e
1 I-:_I'- -:_I'- £ I:‘I‘: o :{2 I:lD': EC :]‘:I ______ voo Erklirung:

0| (00 0 L Lil L 00 L I

1 (00000 0T LA T 00 1D 1 Gy 1 G111 Gy !
1|0 00000000 1L il 1o

o||0 0O ODODOCOOOO0O0O 0 1 1

Farbliche Zuordnung:

x:/111110100111101 x @ @&

Farblich unterschieden sind die drei Codesequenzen der einzelnen Zweige. Beispielsweise gilt flir den

unteren Ausgang:
s =(1.0.0.1.1....).

Anhand der vorne angegebenen Gleichungen kann dieses Resultat verifiziert werden:

.r“']:ﬂ' =wt+uqg=1+(0)=1.
.r.i_,:ﬂ = us +1up =0+ (0) =0.
.r?;ﬂ' =u3+u =1+1=10.
.r‘;ﬂ' = Uyt =14+0=1.
.rf{ﬂ' =iy +uy;=0+4+1=1.

Berticksichtigt ist hierbei die Speichervorbelegung mit Nullen: zg = u_; = 0.

Anmerkung: Ist wie hier angenommen die Informationssequenz auf vier Bit begrenzt, so konnen in der
Codesequenz Einsen bis zur Position (4 + m) - n = 21 vorkommen.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Aufgabe A3.3

a) Die Generatormatrix eines Faltungscodes hat die allgemeine Form:

GH G] GE e Gru
Gﬂ G] GE te Gru

G= Gy G Gy - G,

Aus der Grafik auf der Angabenseite lassen sich die kxn—Teilmatrizen ermittein:

1 101 000 0 00 00
Gy=|0111}.Gi=j0 110}, Gy=100100
0011 01 0 0 00 11

Die Codeparameter lauten somit: n = 4, k = 3 und m = 2. Hinweis: Der dargestellte Teil von G hitte flir
m > 2 das gleiche Aussehen wie fiir m = 2. Deshalb war die Zusatzangabe m < 2 erforderlich.

b) Entsprechend dem Angabenblatt gilt

1 1 0 1
GD)=Gy+G,-D+G, - D=0 14+D 1+D 1
0 D 14+4D% 1+ D*
Das bedeutet: Alle L.osungsvorschlige sind richtig,
¢) Nach Aufteilung der Informationssequenz

w=(0.1.1.1.1.0,1.0.1....)

auf die drei Teilsequenzen #D, 4@ und ¥ und anschlieBender D-Transformation erhilt man

wl =(0.1.1) oLe UMND)=D+ D
w? =1(1.1.0) oe UFD)=1+D,
u = (1.0.1) ofe UW(D)=1+D%

Richtig ist demnach nur der Losungsvorschlag 2.
d) In der ersten Spalte von G(D) steht nur eine Eins in Zeile 1, die zwei anderen Matrixelemente sind 0

= FEs handelt sich um einen systematischen Code = x® =y = (0,1, 1) = Losungsvorschlag 1.

e) Die D-Transformierte X(z)(D) ergbt sich als das Vektorprodukt aus der D-Transformierten der
Informationssequenz = U(D) = (U(l)(D), U(z)(D), U(3)(D)) und der zweiten Spalte von G(D):
XHD)=(D+D*)-14+(1+D)-1+D)+(1+D%)-D =
=D+D*+14D+D+D*+D+ D' =1+ D",
Richtig ist also der Losungsvorschlag 2, namlich x® = (1, 0, 0). Da wir uns nur fiir die drei ersten Bit
interessieren, ist der Beitrag D> nicht relevant.
f) Analog zur Teilaufgabe (e) erhdlt man hier:
XDy =(D+DH-0+(1+D)- 1+D)+(1+D*.-(1+D%) =
=1+D+D+D*+14+D*+D*+ D' =D+ D*,
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Daraus ergibt sich x®=(0,0,1) = Losungsvorschlag 3. Das gleiche Ergebnis erhdlt man auch fiir x@.
Nach Zusammenfiigen aller n = 4 Teilsequenzen erhilt man

r=(0.1.0.0.1.0,0.0.1.0,1.1....).
und damit (natiirlich) das gleiche Ergebnis wie in der Aufgabe A3.2.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.3

a) Die beiden einzigen von 0 verschiedenen Filterkoeffizienten sind gy =1 und g; = 1. Daraus folgt fiir
die D-Transformierte der Impulsantwort:

g=(1.1) o G(D)=1+D.
b) Die Impulsantwort des betrachteten Filters ist g = (1, 1, 0, 0, ...). Fir die Ausgangssequenz erhilt
man deshalb das Faltungsprodukt

r=wuxg=(1.0,0,1,0.0,...)%(1,1,0,0,..) =
1.

—(1,1,0,1.1.,0,..).

Zum gleichen Ergebnis kommt man iiber die D-Transformierten U(D) = 1 + D3> und G(D) = 1 + D:
X(D)=UD)-GD)=(1+D%-1+D)=1+D+ D"+ D",

Die Riicktransformation flihrt wieder zum Ergebnis x = (1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, ...) = Lsungsvorschlag 3.

¢) Hier verwenden wir sofort den Weg tiber die D—Transformierten:
X(D)=(1+4D+D*-(1+D)=1+D+D+D*+D*+ D =1+ D*
= r=(1.0.0.1.0.0..).

Das Ergebnis entspricht dem Losungsvorschlag 2. Die folgende Berechnung soll den Weg im Zeitbereich
veranschaulichen:

(1.0.0.0.0....)%(1.1.0.0,...) = (1.1.0,0.0.0..
(0.1.0.0.0....)%(1.1.0.0....) = (0.1.1.0.0.0..
(0.0.1.0.0...)%(1.1.0.0,...) = (0.0.1.1.0.0....).

),
),

Da die Faltung eine lineare Operation ist, ergibt sich im Galoisfeld GF(2) aus der Summation:
(1.1.1.0.0,...)%(1.1.0.0....) = (1.0.0.1.0.0....).

Hitte man die Faltung nicht in GF(2), sondern fiir reelle Zahlen durchgefiihrt, so hitte man das Ergebnis
x=(,2,2,1,0,0, ... erhalten.

d) Die Musterlosung zur Teilaufgabe (c) ldsst bereits vermuten, dass hier der Losungsvorschlag 1 richtig
ist. Der Weg tiber die D-Transformierten bestitigt dieses Ergebnis:

u=1(1.1.1.1....) oZe UD)=14+D+D*+D*+ ...
Mit der fiir Berechnungen in GF(2) giiltigen Gleichung

. . 1
2 3 _
1+ D4+ D4+ 07+ .. 17D
erhilt man weiter:
_‘{[D}zif[ﬂ}-i}[ﬂ}zH—D-[l-l-ﬂ}:l = £=[1.[]'.[]'....}.

e) Der Weg iiber die D-Transformierten flihrt zum Losungsvorschlag 2. Fiir diese alternierende Folge u,
beginnend mit 1, erhdlt man:
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XD)=1-(1+D)+D*- 1 +D)+D* 14+ D) +..=
= 14+D+D*+DP4+D+ D+ .. = x=(1.1.1...).
Auch bei direkter Anwendung der Faltung wie in Teilaufgabe (b) kann man dieses Ergebnis ablesen. Mit

u=(0,1,0,1,0, 1, ...) erhdlt man dagegenx = (0, 1, 1, 1, 1, 1, ...). Diese unterscheidet sich von der
,Dauer—Einsfolge” nur im ersten Bit. Es ist dann x; = 0 statt x; = 1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Aufgabe A3.4

a) Richtig ist der Losungsvorschlag 1. Der Vorschlag 2 wiirde sich ergeben, wenn man die beiden
Ausgdnge vertauscht, also flir den im Theorieteil meist betrachteten Rate—1/2—Standardcode.

Der Vorschlag 3 gilt fiir einen systematischen Code = x(l) = y. Der hier betrachtete Coder A weist
diese Figenschaft allerdings nicht auf.

b) Um von einem nichtsystematischen (n, k)-Code mit Matrix G(D) zum dquivalenten systematischen
Code = Matrix Ggy5(D) zu gelangen, muss man allgemein G(D) aufSpalten in eine kxk—Matrix T(D)

und eine Restmatrix Q(D). Das gewtiinschte Ergebnis lautet dann mit der &> k—Einheitsmatrix I
GH_\'H['D} = (IJ‘ : T_] [-D} ' Q[-‘D}J ‘

Wir gehen hier von der G(D)-Matrix fiir den Coder A aus. Wegen k = 1 haben hier sowohl T(D) als
auch Q(D) die Dimension 1x1, sind also streng genommen gar keine Matrizen:

G(D)=(T(D); QD)) = T(D)=(1+D%), QD)= (14+D+ D).
Fiir die beiden Elemente der systematischen Ubertragungsfunktionsmatrix erhilt man:

GYD) = T(D)- T YD) =1.

. 1+ D+ D*

D) = DYy.1TYp)= "'~

(D) = QD) T(D) = —T 45
1+ D+ D2

= G..(D)= (1, 1+D3J

Richtig ist also der letzte Losungsvorschlag. Der Losungsvorschlag 1 beschreibt keinen systematischen
Code. Ein Code entsprechend Losungsvorschlag 2 ist zwar systematisch, aber nicht dquivalent zum
Code A entsprechend der vorgegebenen Schaltung und Ubertragungsfimktionsmatrix G(D).

c¢) Die Generatorfunktionsmatrix von Coder B lautet:
Ge(D)= (1, 1+ D+ D*).
Dieser Coder ist also nicht dquivalent zum Coder A. Betrachten wir nun den Coder C. Hier gilt fiir das

zweite Matrixelement von G(D):

w; = u; +wi_y o2 U(D)=W(D)-(1+ D%.

o = wi bwi w2 XO(D)=W(D)-(1+D+D?%
2) XA(D) 1+D+D?
T2 o
GH(D) = Uvpy 14 D?

Dies entspricht genau dem Ergebnis der Teilaufgabe (b) = Losungsvorschlag 2.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.4

a) Hiergitk =2 undn = 3 = Rate R = 2/3. Die Gedichtnisordnung istm = 1 (Anzahl der

Speicherelemente pro Eingang). Die Einflusslinge ist gleich der Summe aller Speicherelemente = v = 2.

b) Das Informationsbit ;") beeinflusst nur den ersten Ausgang x (!, wihrend 1,® fiir x;% und x;®
herangezogen wird. Damit erhilt man flir die nullte Teilmatrix:

100
G“:(u 1 1)'

Die verzogerten Eingdange wirken sich wie folgt aus:
. uH(D beeinflusst xl-(l),
e 1u; ;@ beeinflusst x; V) und x;?:

Somit lauten die Teilmatrix G und die Ubertragungsfinktionsmatrix G(D):

G]=(l 0 [}) —, G[.D}=GH+G1'-D=(

1+ D 0 0
1 10

D 1+0D 1

Richtig sind demnach die Lésungsvorschldge 1 und 3. Die Antwort 2 kann schon allein deshalb nicht
stimmen, da bei m = 1 in der Ubertragungsfiunktionsmatrix kein Element mit D? auftreten kann. G(D) ist
zudem eine 2x3—Matrix; eine dritte Zeile gibt es nicht.

¢) Die Aufspaltung von G(D) ergibt die 2x2—Matrix

T(D) = 1BD 1433) = detT(D)=(1+D)-(14+D)=1+D*

= T YD)

1 (14D u)
_1+D3(D 1+ D

Richtig ist der Losungsvorschlag 3. Zur Kontrolle:

- 1 1+D 0 1+D 0
1 _ . . =

L 4D 0N (10
_"'_1+Df'( 0 14D? —(u 1)
d) Entsprechend dem Angabenblatt gilt:
- 1 1+D 0 0
— 1 . [ . —
p0) - 00 - 5 (157 1)) (1)
1 '[1+D}-U+[}-l)_ 1 -0 )_' 0 )
T 1+ D? (D-[}+(1+D}-1 T 1+ D2 (1+D_ —(1,.-'(1+D}

10 0
- GH-*“':D}=(U 1 1.,.-'(1+D})'

Richtig sind demnach die Losungsvorschlige 1 und 3.
e) Richtig ist JA. Die untere Schaltung auf dem Angabenblatt ist gekennzeichnet durch die Gleichungen
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x; D=1, und x;@ = 4@ sowie

o =2 +ul? Lo XO(D) = XO(D). D+UP(D)

r XO(D) 1
= G0)=Tmp) 15D

Dies entspricht genau dem letzten Element von Ggy,5(D) entsprechend der Teilaufgabe (d).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.2 Algebraische und polynomische Beschreibung

Musterlosung zur Aufgabe A3.5

a) Die Impulsantwort g ist gleich der Ausgangssequenz x fiir die Eingangssequenzu = (1, 0, 0, ...).
Anhand der Filterstruktur ergibt sich mit wy = w_; = 0 sowie den Gleichungen

i =y + g+ wy_a.
i |1 |z|2|4]|5|6|7]8
r; = W; + w;_s
(1o j0oj0(0|(0]|0O(O0
das Ergebnisg =x = (1, 1,1, 0, 1, 1, 0, 1, ..) |-
entsprechend Losungsvorschlag 2, wie nebenstehende |#i—z| 0 |9 |1 [1 |0 |1 |1 [0 |.-
Berechn igt. .
erechnung zeigt w;,_y| 0 )‘1 ;1 0 ;1 ;ﬂ 1 P
Man erkennt aus diesem Berechnungsschema weiter | 4, | 17/ 17| 0"[ 17| 17| 0" 17| 1
folgende Periodizititen der Impulsantwort g (bis ins
. L : . x |11 |1|0o(1[1]|0f1
Unendliche) wegen jeweils gleicher Registerbelegung:
2 2013 wararar LI Toererer de
B=g=go=..=1,
91=9g7=gw = ... =0,
g5 =gs =gn =..=1.
Richtig ist also zusétzlich auch noch der Losungsvorschlag 3.
b) Nach dhnlichen Berechnungen wie in Teilaufgabe TRIEIDEIREIE
(a) erkennt man die Richtigkeit der Losungsvorschlige :
1 und 3. Auch die Ausgangssequenz x reicht bisins | # [0 |1 |0 |1 0 f0 1171
Unendliche, und es zeigen sich wieder Periodizititen. |4, . 0 |0 |0 |1 | 1|1 |0 |1]..
= Wi i Pl T
Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man die um |, ool 110l 1| o
. . : . kI Y. 2 Pad i
eine, drei, sechs bzw. sieben Positionen (nach rechts) T
verschobenen Impulsantworteng = (1, 0, 1, 0, 1, 1, i
0, 1, ...) im Galoisfeld GF(2) addiert: x [0(1|1foj1f0 01
+(0.0.0,1.1.1.0.1....)+
+(0.0.0.0.0.0.1.1....)+
+(0.0.0.0.0.0.0.1....)=
=(0.1.1.0.1.0.0.1....).

Aufgrund der Linearitit des betrachteten Systems ist dies erlaubt.

¢) Hier wihlen wir den Weg {iber die D—Transformierten:

u=(1.1.1) oe UD)=1+D+ D
Mit der Ubertragungsfunktion G(D) = (1 + D?)/(1 + D + D?) erhilt man somit fiir die D-Transformierte
der Ausgangssequenz:

1+ D?

DT e
1 +D+rD2 "

X(D)=U(D)-GD)=1+D+ D*.
= x=(1.0.1.0.0.0...).

Richtig ist demnach nur der Losungsvorschlag 1: Trotz unendlich langer Impulsantwort g ist bei dieser
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Eingangssequenz u die Ausgangssequenz x auf drei Bit begrenzt. Zum gleichen Ergebnis kommt man
wieder durch Addition verschobener Impulsantworten:

r=(1.1.1.0.1.1.0.1....)+
+(0.1.1.1.0.1.1.0....)+
+(0.0.1.1.1.0.1.1....) =
=(1.0.1.0.0.0.0.0,...).

d) Auf dem Angabenblatt ist die allgemeine Ubertragungsfunktion eines rekursiven Filters 2. Ordnung
wie folgt gegeben:

ag+ay - D+ as - D?
1+Ir3]'_D+Ir32'.D2 I

G(D) =

Das hier betrachtete Filter ist durch die Koeflizienten ag = a, = b; = by = 1 und a; = 0 bestimmt. Somit
erhdlt man das Ergebnis entsprechend dem Losungsvorschlag 1:

1+ P
14+ D+ DY

Gleichzeitig ist aber G(D) auch die D—Transformierte der Impulsantwort:
g=1(1.1,1,0,1,1.0....) o2 G(D)=1+D+D*+ D'+ D° +....

G(D)

Das bedeutet: Richtig ist auch
der Losungsvorschiag 3. (1+D%)/ (1+D+D%) =1+ D+ D2+ DA+ DS+ DT+ D8 + ...
1 + 772
1+D+P
b
D+D+ 3
DA+ 3
D+ P+
o
DAL DF 4 D6
Zum genau gleichen Ergebnis g: _:_ g; 7
ware man durch Division der o
beiden Polynome 1 + D? und D+ DA+ D"
+
1+ D+ D? gekommen, wie A
die Berechnung ZBlgt @ 2013 wnanar LM Topapap e tTereRe
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Musterlosung zur Aufgabe A3.6

a) Wie aus dem nebenstehenden Ersatzschaltbild hervorgeht, o xD
beinhaltet der Codierer nur ein Speicherelement = Gedéchtnis o
m = 1. Damit gibt es 2™ = 2 Zustdnde, nimlich 1, o o D "
® den Zustand Zustand Sy = u; =0,
_ T ox®
® den Zustand Zustand §1 = u; = 1. ® 013 vwarr LI Tororwr de :

b) Von jedem Zustand gehen 2% = 2 Pfeile zu verschiedenen Zustinden ab. Da es nur zwei Zustinde
gibt, ist die Antwort JA richtig,

c) Das zum Zeitpunkt i anliegende Informationsbit u; ist hinsichtlich des darauf folgenden Zeitpunkts
(j =i+ 1) das vorherige Bit (j_1). Damit gilt ;1 = u;. Nur mit #; = 0 kommt man vons; =Sy nach

Si+1 = S = Losungsvorschlag 1.
Aus s; = S] = u;_; =1 folgt weiter:

= =0, .r‘ET‘:u;—i-u,-_] =0+1=1 = z,=(0,1).

i

Richtig ist also zusdtzlich noch der Losungsvorschlag 3. Den Losungsvorschlag 4 hitte man von Anfang
an ausschlieBen konnen. Die Grafik auf dem Angabenblatt zeigt eindeutig, dass der Coder systematisch

ist: x;(1) = ;. Die Kombination z; = 0 und x; = (1, 0) wiirde dem widersprechen.
d) Auf dhnlichem Loésungsweg wie in der Teilaufgabe (c) gelangt man zum Ergebnis, dass hier die

Losungsvorschldge 2 und 4 zutreffen. Damit ergeben sich das folgende Zustandsiibergangsdiagramm
(links) und das daraus ableitbare Trellisdiagramm:

E 2015 wnanar LI Tramaner de

0|00 1|10
sclBoslE

Rote Pfeile kennzeichnen das Informationsbit #; = 0, wéhrend bei blauen Pfeilen u; = 1 anzusetzen ist.

i=1 =2 | i=3  i=4

e) Beide Losungsvorschlige sind richtig. Fiir die Informationssequenzen gibt es (auller bindr) keine

weiteren Beschrankungen.

f) Richtig ist der Losungsvorschlag 1. Ausgehend vom Zustand Sy kommt man

® mit #; = 1 zum Zustand S}, Ausgabe 11,
® mit #, = 1 zum Zustand S}, Ausgabe 10,
® mit #3 = 0 zum Zustand .S, Ausgabe 01,
® mit 4 = 0 zum Zustand S, Ausgabe 00,

® mit u5 = 1 zum Zustand S}, Ausgabe 11,
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® mit ug = 1 zum Zustand 7, Ausgabe 10.

Dagegen ist die zweite Codesequenz nicht moglich:
¢ Die Ausgabe ,,11” bedeutet, dass man bei S gestartet ist und mit #; = 1 zum Zustand S; kommit.
¢ Im Zustand S sind dann aber nur die Ausgaben ,,01” und ,,10” mdglich, nicht jedoch ,,00”.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.6

a) Der Platzhalter A steht fir den Zustand Sy = u; ; = 0, u;_ 5 = 0, u;_3 = 0. Dies ist der einzige
Zustand S, bei dem man durch das Infobit u; = 0 (roter Pfeil) im gleichen Zustand S, bleibt.

Vom Zustand S7 = wu; 1 = 1,u; 5 =1, u; 3= 1 kommt man mit
u; =1 (blaver Pfeil) auch wieder zum Zustand S,. Einzugeben waren
also flir A der Index z =0 und fiir F der Indexy=7.

b) Ausgehend vom Zustand A = S; kommt man entsprechend der
Ausgangsgrafik im Uhrzeigersinn mit den roten Pfeilen (u; = 0) bzw.
den blauen Pfeilen (#; = 1) zu folgenden Zusténden:

® u;3=0,u; p=0,u; 1=0,u;=1=s,,,=B=S5],
® U 3=0,u; ,=0,u; 1=Luy=0=s,4,=C=35,,
® ui3=0,u =1L u 1=0,u;=1=5,;=D =55
® u3=1Lu =0,y 1=Luy=1=s4;=E=355,
® ui3=0,u; =1,y 1=lLuy=1=s,1=F=9,
® us=lLuy,=lLuy1=Luy=0=s4=G=S

® U 3 =1, Ui p= 1, up 1= =0, U= 0=>Sl+l H= S4,

1 =1, Ui »= 0“11 OUZ 0=Sl’+1:A:So.

E 2013 wnarar L Trapanar de

Einzugeben waren also die Indizes y in der Reihenfolge 1, 2, 5, 3. 6,
4. Die Grafik zeigt den Zusammenhang zwischen den Platzhaltern und den Zusténden S,

¢) VomZustand S} = u; =1, u; 5 =0, u; 3= 0 kommt man mit #; = 0 (roter Pfeil) zum Zustand S,.

Dagegen landet man mit #; = 1 (blauer Pfeil) beim Zustand S5 =u; =1, u; =1, u; 3=0.

Nebenstehende Grafik zeigt das Zustandsiibergangsdiagramm mit
allen Ubergiingen. Aus diesem kann abgelesen werden:

¢ Vom Zustand S3 kommt man mit #; = 0 zum Zustand S,
¢ Vom Zustand S5 kommt man mit #; = 0 zum Zustand 5.

¢ Vom Zustand S kommt man mit #; = 0 zum Zustand S,

Einzugegeben waren also die Indizes in der Reihenfolge 3, 6, 2, 6.

E 2013 ananar LI Twananar de
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Musterlosung zur Aufgabe A3.7

a) Die Berechnung basiert auf den Gleichungen

i|l1]2]z2]a]s]6]7]e

o xW=u+u, wlol1|1][1]o]1]o]o
[ xl(z) =u; + Ui 4+ Uiy i, oo 1 1 1 0 1 0
wolololol1]{1]1]0]1

Zu Beginn sind die beiden Speicher (#; ; und u._
s g -1 2 S | Sg | A1 83|85 B2 [ 5152 |5

x, 0011|100l | 1000 (0l|11
0 2013 sananar LI Trapanar de

mit Nullen vorbelegt = s; =S, Mitu; = 0 ergbt
sich x; = (00) und s, = Sj. Mit u, = 1 erhdlt man die

Ausgabe x5 = (11) und den neuen Zustand s3 = 5.

Aus nebenstehendem Berechnungsschema erkennt man die Richtigkeit der Losungsvorschlige 1 und 4.

b) Durch Auswertung der Tabelle von Teilaufgabe (a) erkennt man, dass alle Aussagen richtig sind. Die
Ergebnisse sind in der folgenden Grafik dargestellt.

o xH

Hig|#ig %

0|0 |5

", 1|05
01|58

1|1 |5

o x®

B X013 wnarar L Twapanar de

¢) Nachfolgend sehen Sie das Zustandsiibergangsdiagramm von Coder B, das bereits im Theorieteil auf
Seite 2 hergeleitet und interpretiert wurde.

E 2015 wnanar LI Trapanar de

Richtig ist nur die Aussage 3. Vertauscht man die beiden Ausgabebits x,(1) und x,?, so kommt man vom
Faltungscodierer A zum Faltungscodierer B (und umgekehrt).
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.7

a) Die D-Transformierte der Codesequenz x ergibt sich mit U(D) = 1/(1 + D) zu

14D+ D*+ D3
B 1+ D

X(D) =14+D* = 2=(1.0.1.0.0.0...).

Zutreffend sind die Antworten 2 und 4. Berlicksichtigt wurde (1 + D) - (1 + DZ) =1+D+D*+D>

b) Wegen (1 + D) (1 + D+ D? =1+ D3 sind hier die Losungsvorschige 3 und 4 zutreffend:

3
X[D}=1+D

=14+ D+ D? r=(1.1.1.0.0.0. ...
T p P = z=d )

¢) Die Polynomdivision (1 + D + D) durch (1 + D) ist im bindren Galoisfeld nicht ohne Rest mdglich.

Man erhdlt X(D) =1 + D3+ D*+ D°+ ... und damit die Ausgangssequenz x = (1, 0,0, 1, 1, 1, ...), die
sich bis ins Unendliche erstreckt. Richtig ist somit allein der Lésungsvorschlag 1.

d) Die Ubertragungsfunktionsmatrix von Coder A lautet:
GA(D)=(14+4D+D*, 1+ D+ D*+D%) |

Das jeweils erste Codebit ist deshalb durch die Sequenz entsprechend Teilaufgabe (c) gegeben und das
zweite Bit durch die Sequenz entsprechend Teilaufgabe (a):

= (10,01, 1 1. ..,

= (1,0.1.0,0.0,...)
=z =(11. 00, 01. 10, 10. 10. ... ).

Dies entspricht dem Lésungsvorschlag 1.

e) Die Ubertragungsfunktion von Coder B lautet Gg(D) = (1 +D3 1 +D +D? +D3). Die erste
Codesequenz ergibt sich nun entsprechend Teilaufgabe (b), wiahrend x® weiterhin der Teilaufgabe (a)
entspricht. Somit erhdlt man hier x = (11, 10, 11, 00, 00, 00, ...) = Losungsvorschlag 2.

Richtig ist aber auch der Losungsvorschlag 4. Unter der hier getroffenen Annahme, dass die Einsfolge
gesendet wurde (1 = 1), beinhaltet die Codesequenz x nur fiinf Einsen. In der ndchsten Teilaufgabe wird
dieser Sachverhalt nochmals aufgegriffen.

f) Wie aus dem Diagramm 1 hervorgeht, fiihrt hier die Informationssequenz u=1=(1,1,1,1, 1, 1, ...)
zur Codesequenz x = (11, 00, 01, 10, 10, 10, ...). Dies bedeutet:

e Zum Coder A gehort das Zustandsiibergangsdiagramm 1.
e Zum Coder B gehort das Zustandsiibergangsdiagramm 2.

Fiir den Coder B gelten dabei folgende Aussagen:

0=(0,0,0,0,0,0,..) = x=(00, 00,00, 00, 00,00, ...),
1=1,1,1,1,1,1,...) = (11, 10, 11, 00, 00, 00, ...).

Das bedeutet: Mit nur fiinf Bitfehlern an den Positionen 1, 2, 3, 5, 6 wird die Nullfolge als Einsfolge
decodiert und umgekehrt. Einen solchen Code nennt man katastrophal = Losungsvorschlige 2 und 3.

u= X
u= X
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.3 Codebeschreibung mit Zustands— und Trellisdiagramm

Musterlosung zur Aufgabe A3.8
a) Die Zeilenzahl der Punktierungsmatrizen gibt den Parameter n des (n, k = 1)-RCPC—Muttercodes
an. Daraus ergibt sich dessen Rate zu Ry = 1/3. Die Spaltenzahl ist gleich der Punktierungsperiode p. Bei

der betrachteten Codeklasse gilt p = 8. Dagegen liefern die Punktierungsmatrizen keine Aussagen iiber
das Gedidchtnis des Codes = Losungsvorschlag 1 und 2.

b) Fiir die Rate des Codes C; = p/N,, wobei N; die Anzahl aller Einsen in der Punktierungsmatrix P; und
p die Punktierungsperiode bezeichnet:

* Ry=8/24=1/3=0.333,

® R;=8/20=2/5=0.400,

* R,=8/16=1/2=0.500,

® R3=28/12=2/3=0.667,

* R,4=8/9=0.889.
c¢) Alle Einsen in der Matrix P, sind auch in den dariiber liegenden Matrizen Ps, ... , Py enthalten. In der
Matrix P; kommen gegeniiber P4 drei Einsen hinzu, in der Matrix P, gegeniiber P; nochmals vier, usw.

= Richtig sind die Losungsvorschldge 1 und 4.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Musterlosung zur Aufgabe A3.9

a) Richtig sind die Losungsvorschlige 1 und 3. Es gibt hier 2k *m = 3 7ustinde. Daraus folgt £k =1 und
m = 1. Pro Codierschritt werden n = 2 Codebits ausgegeben = R = 1/2. Die Informationssequenzlinge
ist L = 4. Erst durch ein (da m = 1) zusétzliches Terminierungsbit kommt man zur Gesamtlinge L' = 5.

b) Die freie Distanz df, ist definiert als die Anzahl der Codebits, in denen sich zwei Sequenzen x und x’
unterscheiden. Als Bezugssequenz wiéhlen wir die Nullsequenz:

z' =0 = (00,00,00,00,...),

ausgedriickt mit der Zustandsabfolge: Sy - Sy = Sy = Sy — ... Eine der Folgenx # 0, die sich von 0
nur in der minimalen Anzahl an Codebits unterscheidet, folgt dem Pfad Sy — S} = Sp = Sp = ... :

x=(11,01,00,00,..) = dr=3.

¢) Wird die Nullsequenz gesendet und diese auch empfangen, so kann die Viterbi-Decodierung durch
das nachfolgende Trellis veranschaulicht werden. Der Endwert der Fehlergrofle ist /'5(S) = 0, und der

Viterbi-Decoder entscheidet mit Sicherheit richtig:z=x = v=1wu.
2 2013 www. LN T v de ISy I(S) Ix(S) TIa(S) TIS) TSy

I_ {ﬂ D D D ﬂ} W 00 L L L L
x = (00, 00, 00, 00, nm_@\ﬂ >(0)

¥ = (00, 00, 00, 00, 00)

v =(0,0,0,0,0)

#=(0,0,0,0,0)
x = (00, 00, 00, 00, 00)

¥ = (00, 00, 00, 11, 01)
v=(0,0,0,1,0)

Fir das untere Trellis gehen wir ebenfalls von u = (0, 0, 0, 0, 0) = x = (00, 00, 00, 00, 00) aus.
Empfangen wird aber nuny = (00, 00, 00, 11, 01). Trotzdem gilt /5(S) = 0. Das Beispiel belegt, dass

die beiden ersten Aussagen falsch sind. Richtig ist hier nur der Losungsvorschlag 3, da das Ereignis ,,Kein
Ubertragungsfehler” sehr viel wahrscheinlicher ist als drei Fehler an genau vorgegebenen Positionen.

d) Richtig sind alle Antworten. Wenn man sicher wei}, dass nur ein Ubertragungsfehler aufgetreten ist,
funktioniert bei einem Faltungscode mit der freien Distanz dp = 3 der Viterbi-Algorithmus perfekt, egal,

an welcher Position der Fehler aufgetreten ist.

e) Keiner der Losungsvorschlige ist richtig, wie aus den nachfolgenden Beispielen zu erkennen ist.
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£ 2013 worw LN T de IySy) I(S) TIu(S) Ti(5) TyS) TSy

(0,0, 0, 0, 0) -
(ﬂﬂ,ﬂﬂ,ﬂﬂ,ﬂn,nﬂ)_(ﬁ:
00, 00, 00, 01, 10)
(0,0, 0, 0, 0)

[T - P -
Il

(0,0,0,0,0)
(00, 00, 00, 00, 00)

00, 00, 00, 01, 01)
(ﬂ! 0.0,1. ﬂ) W

[T - P -
Il
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 7.3.9

a) Ausgehend von I'5(Sy) = 0, I5(S7) = 2 erhilt man mit y3 = (01): ——
I'3(Sp) = min [0+ dy ((00). (01)). 2 4 dy((01), (01))] Iy(Sy)
=min[0+1.240] =1 aDn
I3(S1) = min [0 +du ((11). (01)). 2 4 du((10). (01)) ]
=min[0+1,24+2] =1 «—— I1(S)
Eliminiert werden also die beiden Teilpfade, die zum Zeitpunkt i = 2 : (01)
vom Zustand §; ausgehen = Punktierung in der Grafik. 2)-<——TIy(S)
b) Analog zur Teilaufgabe (a) erhélt man mit y, = (11): (o1)
I'3(So) = min[1+du((00). (11)). 1+ du((01). (11)) ] — Iy(S,)
=min[l1+2.14+1] =2,
I4(S1) = min [1 4 dy (1), (11)), 1 + dys((10). (11))] )
=min[l+0,1+1] =1 —— Iy(S)
= Eliminierung der beiden Teilpfade Sy, — Sy und S - S} im y: =(01)
Decodierschritt i = 4. I'2(Sp)

c¢) Firi=5 = Terminierung erhdlt man mit ys = (01): S, R —
F; |:5ru} = min [2 + ff][ ([[]‘[]‘}. [[]‘1}) 1+ ff][([[]‘l}. [[]‘1}” f“{Sn}
=min[2+1.140] =1. 2, = (1)
Zu eliminieren ist hier der Teilpfad Sy — S ) — I(8)
'
d) Die Riickwirtssuche des durchgehenden Pfades von I'5(Sy) nach ¥z = (01)
F()(So) liefert S() « Sl <~ SO <~ SO « Sl <~ So. In VOI'W;ciI'tSI'iChtUIlg r {S }
< 2
ergibt dies den Pfad Sy - S; = Sy = Sp = S7 = Sy und damit die :
= (01
¢ die wahrscheinlichste Codesequenz z = (11, 01, 00, 11, 01), ¥ = O
e die wahrscheinlichste Informationssequenz v = (1, 0, 0, 1, 0). : r 3{5#}
Richtig sind also die Losungsvorschldge 1 und 3. Ein Vergleich mit vy =(11)
dem vorgegebenen Empfangsvektor y = (11, 01, 01, 11, 01) zeigt, rys)
dass das sechste Bit bei der Ubertragung verfilscht wurde. A
e) Ohne Terminierung = endgiiltige Entscheidung beii = 4 hitte es yg = (01)
zwei durchgehende Pfade gegeben: Ts(Sy)

e vonSy, = S; = Sp = 51 > S (geb eingezeichnet),

e vonSy > S; = Sy — Sp —» S (den letztendlich richtigen),

Die Zwangsentscheidung zum Zeitpunkt ; = 4 hétte hier wegen I'4(S7) <14(Sp) zum zweiten Pfad und
damit zum Ergebnis v = (1, 0, 0, 1) geflihrt. Also zur gleichen Entscheidung wie in der Teilaufgabe (d) mit
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Terminierungsbit. Es gibt aber viele Konstellationen, bei denen erst das Terminierungsbit die richtige und
sichere Entscheidung ermdglicht.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Musterlosung zur Aufgabe A3.10

a) Beiallen Knoten S, muss eine Entscheidung zwischen den beiden ankommenden Zweigen getroffen
werden. Ausgewdhlt wird dann jeweils der Zweig, der zur (minimalen) Fehlergrofie 75(S),) geftihrt hat.
Mit ys = (01) erhdlt man:

Ftﬁ[Su} = min [F.1[Su} -|-|ii][{[|:|'[|':|. [Dl}) . F1[S'gj| +tf][{[11}. [Dl})] =
=min[3+1.2+1] =3.

Fq(gj} = min [Fq(Su} +|ii][{|:].1::l. [Dl}) . Fqlis-gj' +tf][{|:|j[}}. I:Dljl)] =
=min3+1.2+1] =3.

I5(Sy) = min [Iy(Sy) +dy ((10), (01)), Iy(Ss) +du((01), (01))] =
=min[3+2,24+0] =2.

min [F.il:S]}"‘fi][{l:Dl}. I:Dljl;] . Fj(&}} +tf][{|:1|:|'}. (Dl})] =

=min[3+0.2+2] =3.

I5(53)

Die linke Grafik zeigt das endgiiltig ausgewertete 77(S,,)-Trellis.

53

1= O1)
I8,
¥z = (11)
€— I(8,)
¥3 = (00)
€— I5(8,)
r4=(01)
€ Ty(8,)
yg = (01)
T8,
¥g = (01)
e I(8,)
¥7= (11)

<« Iy(8,)

) 013 wnanar LI Tanapar die

b) Zum Zeitpunkt i = 6 ist bereits die Terminierung wirksam und es gibt nur noch zwei Fehlergrof3en.
Fir diese erhélt man mit vy = (01) :
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F;;(Sh} = min [ﬂj(ngn} + dy (I:[]'[]'::I . ([}1}] . ﬂ;l:.gg} + dy (I:lljl . I:[]'ljljl] =
=min3+1.2+1] =3.
[6(52) = min[I5(51) 4+ du((10). (01)) . I5(S3) +du((01). (01))] =
=min[3+2.3+0] =3.
¢) Der Endwert ergibt sich zu
I7(So) = min [F(So) +du((00). (11)) . Ts(S2) +du((11). (11))] =
=min3+2.3+0] =3.
Beim BSC-Modell kann aus /7(S,) = 3 darauf geschlossen werden, dass drei Ubertragungsfehler
aufgetreten sind = Losungsvorschldge 1 und 3.

d) Richtig sind die Aussagen 1 und 2. Die Maximierung der Metriken A,(S,) entsprechend der rechten

Grafik liefert das gleiche Ergebnis wie die links dargestellte Minimierung der Fehlergrofien 73(S),). Auch
die iiberlebenden und gestrichenen Zweige sind in beiden Grafiken identisch.
Die angegebene Gleichung ist ebenfalls richtig, was hier nur am Beispiel i = 7 gezeigt wird:
A7(So)) =2-[i— I7(Sp)]=2-[T—3] =8.
Die letzte Aussage ist falsch. Vielmehr gilt (x;', v;) € {-2, 0, +2}.

Hinweis: In der Aufgabe A3.11 wird fiir das gleiche Beispiel die Pfadsuche demonstriert, wobei von
den A;(S,)-Metriken entsprechend der rechten Grafik ausgegangen wird.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.10
a) Die zwei Bindrfolgen seien x und y mit x; € {-1, +1},y; € {-1, +1}. Die Folgenlinge sei jeweils L.
Die Hamming—Distanz dy(x, v) gt die Anzahl der Bit an, in denen sich x und y unterscheiden, fiir die
alsox; —y; =2 = (x; - yi)2 = 4 gilt. Gleiche Symbole (x; = y;) tragen zur Hamming—Distanz nicht

beiund ergeben (x; — yi)2 = 0. Entsprechend dem Losungsvorschlag 3 kann daher geschrieben werden:
L
| R
y > (@ —y) = difz. y).
1

=

1
11 y'_I

b) Beim BSC—Modell ist es allgemein tiblich, zum gegebenen Empfangsvektor y das Codewort x mit
der kleinsten Hamming-Distanz dy(x, v) auszuwdhlen:

z=argmin dyl(z. y).
IEL -

Entsprechend der Teilaufgabe (a) gilt aber auch:

. ¥ ¥
z=argmin df(z, y)/4 = z=argmind(x,y) = z=argmindelz, y).
xz =l - Fd l':L - F4 l':L -

Der Faktor 1/4 spielt flir die Minimierung keine Rolle. Da dg(x, y) > 0 ist, ist es auch egal, ob die
Minimierung hinsichtlich dg(x, ¥) oder dEZ(x, y) vorgenommen wird. Alle L.ésungsvorschldge sind richtig.

¢) Das Quadrat der Euklidischen Distanz kann wie folgt ausgedriickt werden:
L

di(z. y) = Z r; — ;) Zr‘—i—Zg, — 2. Zr ;.

i=1

=

Die beiden ersten Summanden sind jeweils gleich L und miissen fiir die Minimierung nicht berticksichtigt
werden. Fiir den letzten Ausdruck in dieser Gleichung kann —2 - {x, y) geschrieben werden. Aufgrund
des negativen Vorzeichens wird aus der Minimierung eine Maximierung = Antwort 2.

d) Fir den AWGN-Kanal kann im Gegensatz zum BSC keine Hamming—Distanz angegeben werden.
Richtig sind die Losungsvorschlige 2 und 3. Ausgehend von der Gleichung

g

L L
deg (., y) = Z r? + Z vt - Z T -
i=1 i=1

= |'=]

gelten fiir den ersten und letzten Summanden die gleichen Aussagen wie flir das BSC—Modell — siehe
Teilaufgabe (c). Fiir den mittleren Summanden gilt mit y; = x; + n; und x; € {-1, +1}:

=

L

L
Z,gf: Z.r,—f +ZH + 2 Z T -

i=1 i=1 i=1 i=1

=~

Der erste Summand ergibt wieder L, der zweite ist proportional zur Rauschleistung und der letzte Term
verschwindet, da x und n unkorreliert sind. Fiir die Minimierung von dg(x, y) muss also die Summe iiber

yl-2 nicht bertiicksichtigt werden, da kein Bezug zu den Codesequenzen x besteht.
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Buch: Einfiihrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.4 Decodierung von Faltungscodes

Musterlosung zur Aufgabe A3.11

a) Eindeutig findet man den iiberlebenden Pfad durch Riickwértssuche, also vom Knoten A4(S;) zum
Knoten Ay(Sy). Anhand der an den Ubergiingen angegebenen Codesequenzen (00, 01, 10 oder 11)
erhélt man somit in Vorwartsrichtung das Ergebnis geméf3 Losungsvorschlag 2 = &(S,) in Grafik:

z=1{00.11.10.00.01.01. 11).

Entlang der anderen Pfade gelangt man nicht bis zum Endknoten A-(S).

b) Durch Vergleich der in der Teilaufgabe (a) ausgewdhlten Codesequenz z mit der Empfangssequenz
y= (01.11.00,01.01.01. 11)

erkennt man drei Bitfehler an den Positionen 2, 5 und 8. Wurde eine Codesequenz x # z gesendet, so
konnen es natiirlich mehr sein. Aufgrund des Endwertes A-(Sy) = 8 bzw. I7(Sy) = 3 — siehe Aufgabe

A3.10 — kann man aber davon ausgehen, dass eine richtige Entscheidung = z= x getroffen wurde.

¢) Anhand der Farben des {iberlebenden Pfades — rot
steht flir #; = 0 und blau fiir ; = 1 — erkennt man die

53

Richtigkeit von Losungsvorschlag 1: rot — blau — rot —

blau — blau — rot — rot. Es ist anzumerken, dass die

eigentliche Informationssequenz u nur die Linge L = 5

aufiveist. Erst durch die Terminierung kommt man zur
Gesamtlinge L'=L+m=17.
d) Zur Zeit i = 6 gibt es noch zwei {iberlebende Pfade.

Eine Entscheidung konnte man zwangsweise anhand der
groBeren Metrik treffen. Wegen Ag(Sj) = A¢(S,) = 6 ist

dies aber in unserem Beispiel nicht moglich = Nein.

e) Die Grafik zeigt, dass alle Losungsvorschlige richtig
sind. Die Pfade sind mit @5(Sy), ... , P5(S3) bezeichnet.

f) Die Zwangsentscheidung zum Zeitpunkt i = 5 wiirde
den Pfad mit der grof3ten Metrik A5(S,,) auswéhlen, also

den Pfad &5(S,) entsprechend Losungsvorschlag 3.

g) Aufgrund unserer Losung zur Teilaufgabe (a) wire
der Pfad @5(S3) gemiB Losungsvorschlag 4 die bessere
Wahl gewesen. Dieser ist Teil des Pfades @4(S). Zum

Zeitpunkt i = 5 spricht aber noch nichts fiir diese Wahl.
Der (letztlich richtige) Pfad wird erst durch die beiden
Terminierungsbit herausgehoben.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 29/35 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.5 Distanzeigenschaften und Fehlerwahrscheinlichkeitsschranken

Musterlosung zur Aufgabe A3.12

a) Der Zustand S, muss entsprechend nebenstehender Grafik in . ]
Zmstandsiitbergangsdingramin:

einen Startzustand Sy und einen Endzustand S\ aufgespalten 0[00 110

werden. Der Grund hierfiir ist, dass fiir die folgende Berechnung .@ @.
der Pfadgewichtsfunktion 7(X, U) alle Uberginge von S nach

Sy ausgeschlossen werden miissen.

@ Nach Eedulition:

Jedes Codesymbol x € {0, 1} wird durch X* dargestellt, wobei

X eine Dummy—Variable hinsichtlich der Ausgangssequenz ist: Xz X

x=0 =2X%=1,x=1 = X! =X Daraus folgt weiter @

00) = 1,(01) = X, (10) = X,(11) = X2 UX @113
wrarar LM Toanarar.de

Bei einem blauen Ubergang im urspriinglichen Diagramm — dies
steht flir #; = 1 — ist im modifizierten Diagramm der Faktor U hinzuzufligen. Aus der nebenstehenden

Grafik erkennt man, dass die Losungsvorschldge 1, 3. 4 und 5 richtig sind.
b) Das reduzierte Diagramm ist entsprechend der Auflistung im Theorieteil ein ,,Ring”. Daraus folgt:

A(X.U)- B(X.U)
I —C(X.U)

T;\uh[}(' '['} = -

Mit A(X, U) = UX?, BX, U)=X, C(X, U) = UX erhilt man mit der angegebenen Reihenentwicklung:
T;uzl:l:“{' '['} = L\{i =U ‘1{3 ' [1 + I:'[' ‘1{} T I:'[' ‘Y}j T ] '
1 -UX
Richtig sind somit die Losungsvorschldge 2 und 3.

¢) Man kommt von der erweiterten Pfadgewichtsfunktion zu 7(X), indem der Formalparameter U = 1
gesetzt wird. Richtig sind also beide [.osungsvorschlige.

d) Die freie Distanz df, Iisst sich aus der Pfadgewichtsfunktion 7(X) ablesen, und zwar als der niedrigste
Exponent der Dummy—Variablen X = dp=3.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 30/35 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.5 Distanzeigenschaften und Fehlerwahrscheinlichkeitsschranken

Musterlosung zur Zusatzaufgabe 73.12

a) Richtig sind die Losungsvorschldge 1 und 2. Allgemein ausgedriickt: Man geht zundchst von S nach
S5, verbleibt j—mal im Zustand S, (f = 0, 1, 2, ...) und geht abschlieBend von S, nach S5 weiter.
b) Entsprechend den Ausfiihrungen zur Teilaufgabe (a) erhdlt man fiir die Ersetzung des Ringes:
E=A.B+A.C.B+A.-C*.B+A.-C°.B+.. =
= A-B- 1+C+C*+ " +..].
Der Klammerausdruck ergibt 1/(1 — C). Somit erhdlt man das Ergebnis gemaf3 Lésungsvorschlag 2:

A(X.U)-B(X.U)
- C(X.0)

B(X.U) =

¢) Man geht zundchst von S} nach S, und zum Abschluss immer von S5 nach Sy.

® Zundchst von S| nach S, = A(X, U),

e dannvon S, nach S5 = C(X, U),

¢ anschlieBend j—mal zuriick nach S, und wieder nach S5 (j =0, 1, 2, ...) = E(X, U),
e abschliefend von S3nach S, = B(X, U).

Richtig sind also die Lésungsvorschldge 1, 3 und 4.
d) Entsprechend der Musterlosung zur Teilaufgabe (c) gilt:
FIX.U)=AX.U)-C(X.U) - E(X.U)-B(X.U)
Hierbei beschreibt £(X, U) den Weg ,j—mal” zuriick nach S, und wieder nach S5 j =0, 1, 2, ...):

1

o e 2 3 —
EX,U)=14+D-C+{(14+Df+(1+D)+ ... 1D

AX.U)-B(X.U)- C(X,U)

= F(X.U)= 1—C(X.U) D[X.U)

Richtig ist also der Losungsvorschlag 1.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.5 Distanzeigenschaften und Fehlerwahrscheinlichkeitsschranken

Musterlosung zur Aufgabe A3.13

a) Der Ubergang von S nach.S; ist durch ,1 | 11” gekennzeichnet. Die Ausgangssequenz x; = (11)
wird durch X 2 ausgedriickt, das Eingangsbit #; = 1 durch U. Gleiches Ergebnis erhilt man fiir G(X, U):

AX.U)=GIX.U)=UX?,
Die Ausgangssequenzen x; = (01) sowie x; = (10) werden beide mit X markiert. Unter Beriicksichtigung
der Eingangsbits erhdlt man somit:

w,=1: B(X.U)=D(X.U)=UX. w=0: C(X.U)=FX.U)=X,
Der Ubergang ,,0 | 00” von S, nach S; wird durch F(X, U) = 1 ausgedriickt. Im angepassten Diagramm

(B) sind alle Ubergiinge eingezeichnet. Man erkennt, dass alle LésungsvorschEige richtig sind.

E Diagramm (B) Ihagramm (I}

irxe
L T: ——
1
X X
X
Tl 2 2013 wnarar L Traranar de

b) Entsprechend der Vorgehensweise auf Seite 4c im Theorieteil wird zundchst der Ubergang von S;

nach S, via S5 durch einen Ring zusammengefasst.

® Man erhilt fiir die rote Hinterlegung im Diagramm (B):

L A(XLU)-B(X,U) X.X
TX,U) = 1-C(X.U) 1-U-X°

e Die beiden parallelen Ubergiinge entsprechend der blauen Hinterlegung im Diagramm (C)
konnen wie folgt zusammengefasst werden:

X2 ) X247 —12X?
“1_Ux UA = 1—-UX

¢ Die erweiterte Pfadgewichtsfunktion ergibt sich entsprechend Diagramm (D) als Riickkopplung:

T(X.U) = Ty(X.U) + B(X.U)

AX.U) GX,U) T(X,U) UX?.UX? XHEXLXC

T X.U) = : : LT
eun( X, U) 1 — F(X.U) Ty(X.0) |1 AT

Dem Autor ist es auch nach mehreren Versuchen nicht gelungen, diesen Ausdruck zielftihrend weiter zu
vereinfachen. Er tendiert zum Losungsvorschlag 3 mit dem Zusatz ,,ohne Gewadhr”. Dieses Ergebnis
wiirde jedoch bedeuten, dass sich die erweiterte Pfadgewichtsfunktion des dquivalenten systematischen
Codes von der des nichtsystematischen Codes unterscheidet. Wir werden diese Frage noch mit einem
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Fachmann kldren.
c¢) Setzt man in der erweiterten Funktion 7, (X, U) den Formalparameter U = 1, so erhdlt man

X x-_xt = =
B X4 4]‘_—11 bE X

T(X)= o IX _ _ _ |
(X) [ ImE X T-X-X 1-2%

Richtig ist somit der Losungsvorschlag 1 und mit der Reihenentwicklung 1/(1-x) =1 +x + x2 + ... auch
der Losungsvorschlag 2. Das heifit: Die einfache Pfadgewichtsfunktion stimmt bei beiden Codes tiberein.
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Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 3 Faltungscodes und geeignete Decoder Abschnitt: 3.5 Distanzeigenschaften und Fehlerwahrscheinlichkeitsschranken

Musterlosung zur Aufgabe A3.14
a) Der Bhattacharyya—Parameter ergibt sich fiir das BSC—Modell mit ¢ = 0.01 zu
F=2.yec-(1-2)=2-v0.01-0.99 =0.199.
Fiir noch kleinere Verfilschungswahrscheinlichkeiten € kann ndherungsweise geschrieben werden:
Fm2.F = =10 5 =002,

b) Es gilt Pr(Burstfehler) < Pr(Bhattacharyya) mit Pr(Bhattacharyya) = 7(X = ). Fiir den betrachteten

Faltungscode der Rate 1/2, dem Gedichtnism = 2 und G(D)= (1 + D+ D? 1+ D?) lautet die
Pfadgewichtsfunktion:

X0 7

T(X)= 7 Pr(Bhattacharvva) = T(X = j3) = 33
: 0.199° _
= =107*: Pr(Bhattacharyya) = —————— = 5.18 . 10",
= r(Bhattacharvya) T 5.01% 3
= = 10~*: Pr(Bhattacharvya) = LE'E ~3.33- 10"
- ' Y T 20002 T |
¢) Zur Berechnung der Viterbi-Schranke gehen wir von der erweiterten Pfadgewichtsfunktion aus:
rx°
T"lll X.U)= FEETTET
(5 U) = To0x
¢ Die Ableitung dieser Funktion nach dem Eingangsparameter U lautet:
d . (1-2UX). X°-UX".(-2X) X7
— 1. X.U)= — = e
qp Tt X, U) (1—20X) (1—20X)
¢ Diese Gleichung liefert flir U = 1 und X = S die Viterbi-Schranke:
d . (1-2UX). X°-UX".(-2X) rxs
— 1. X.U)= — = e
qp Tt X,U) (1—20X) (1—20X)
s - . (1.199° N
= £ =10"%: Pr(Viterbi) = 1—2.019) = = 8.61-107",
(.02°
E = —4. V1 ""]1 — = /& - . _ﬂl
e =107": Pr(Viterbi) T—2.0027 3.47- 10

Wir tiberpriifen das Ergebnis anhand der folgenden Naherung:
T X.U) = UXP 4 202X 403X T 80X + ..

d 5 ; 24T R T
i Tenn X U) = XP+4UX 4+ 1207 X7 +320° X% + ..

Setzt man U = 1 und X = 8 so erhilt man wieder die Viterbi-Schranke:

Pr(Viterbi) = 3+ 4341237+ 323+ ... =
=3 (14+43+12F74+32F 4+ ..).

=

Fire=102 = S =0.199 erhdlt man, wenn man die unendliche Summe nach dem ,83—Term abbricht:
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Pr(Viterbi) = 3.12. 10~ . (1 +0.796 + 0.475 4 0.252) = 7.87. 10*.

Der Abbruchfehler — bezogen auf 8.61 - 1074- betrigt hier ca. 8.6%. Fiir ¢ = 1074 = B =0.02 macht
man durch den Abbruch nahezu keinen Fehler:

Pr(Viterbi) = 3.20 - 107" . (1 4 0.086 + 0.0048 + 0.0003) = 3.47 - 107"

d) Fir B = 0.5 ergeben sich fiir beide Schranken

i I analparameten] Schranke nach
der Wert ,unendlich”. Fiir noch grofere f/—Werte - £ |Bhattacharyya Viterbi
wird die Bhattacharyya—Schranke negativ und auch
das Ergebnis fiir die Viterbi-Schranke ist dann nicht |[3-1072[ 0.341 [ 1.45-1072 4.56-102
anwendbar. Daraus folgt: 102 | 0199 | 518-10% 8.61-104
—_— 3-1073| 0109 | 197-10F 1.52-10%
B =2-Veo (1 —e) = 103 | 0063 | 114.108 | 130.10°%
= o (1 —=0) =0.25" = 0.0625 3.104[ 0035 | 565.10% | 607.10°8
- ,_-; ey 4+ 0.0625 = 0 10 | 0020 | 333.107° 3471077
= g9=0.5-(1 —V0.75)=_0.067.
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