Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lerntutorial LNTwww (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Bindre Blockcodes zur Kanalcodierung

Uberblick zu Kapitel 1 von ,,Einfiihrung in die Kanalcodierung”

Das erste Kapitel behandelt Blockcodes zur Fehlererkennung und Fehlerkorrektur und liefert die
Grundlagen zur Beschreibung effektiverer Codes wie zum Beispiel die Reed—Solomon—Codes (siehe
Kapitel 2), die Faltungscodes (Kapitel 3) sowie die iterativ decodierbaren Produkt— (Turbo—Codes)
und Low—density Parity—check Codes (Kapitel 4). Wir beschranken uns hier auf bindre Codes.

Man bezeichnet dieses spezifische Fachgebiet als Kanalcodierung im Gegensatz zur Quellencodie rung
(Redundanzminderung aus Griinden der Datenkomprimierung) und zur Leitungscodierung (zusdtzliche
Redundanz zur Anpassung des Digitalsignals an die spektralen Eigenschaften des Ubertragungsmediums).

Im Einzelnen werden behandelt:

e Definitionen und einflihrende Beispiele zur Fehlererkennung und Fehlererkorrektur,

e cine kurze Wiederholung geeigneter Kanalmodelle und Entscheiderstrukturen,

® bekannte bindre Blockcodes wie Single Parity-check—, Wiederholungs— und Hamming—Code,
e die allgemeine Beschreibung linearer Codes mittels Generatormatrix und Priifmatrix,

¢ die Decodiermoglichkeiten fiir Blockcodes, unter anderem die Syndromdecodierung,

e cinfache Ndherungen und obere Schranken fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit, sowie

e cine informationstheoretische Grenze der Kanalcodierung.

Geeignete Literatur: [Boch15] — [Bos98] — [Bos99] — [CT06] — [Fri96] — [Gal68] — [Hag04] — [Hin02] —
[JZ99] — [KM+08] — [Liv10] — [RLO09] — [Sha48] — [Tr674]

Die grundlegende Theorie wird auf 60 Seiten dargelegt. Dazu beinhaltet dieses Kapitel noch 80 Grafiken,
17 Aufgaben und zehn Zusatzaufgaben mit insgesamt 143 Teilaufgaben, sowie zwei Lernvideos (LV) und
sieben Interaktionsmodule (IM):

« FEigenschaften des Ubertragungskanals (LV zu Kap. 1.2 — Dauer 5:50)

+  Komplementire Gau3sche Fehlerfunktionen (IM zu Kap. 1.2)

* Symbolfehlerwahrscheinlichkeit von Digitalsystemen (IM zu Kap. 1.2)

+  WDEF, VTF und Momente (IM zu Kap. 1.2)

* Ereigniswahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung (IM zu Kap. 1.3)

* Galoisfeld: Eigenschaften und Anwendungen (LV zu Kap. 1.4 — 3—teilig, Dauer: ca. 39:00)
*  Gram-Schmidt—Verfahren (IM zu Kap. 1.4: Herleitung der Basisfunktionen)

*  Mehrstufiges PSK und Union Bound (IM zu Kap. 1.6: Union Bound)
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Kapitel: 1 Binére Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.1 Zielsetmng der Kanalcodierung

Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

Bei einem jeden Nachrichteniibertragungssystem kommt es zu Ubertragungsfehlern. Man kann zwar die
Wahrscheinlichkeit pg fiir einen solchen Symbolfehler sehr klein halten, z7um Beispiel durch eine sehr

grofle Signalenergie. Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg = 0 ist aber wegen der Gauschen WDF
des stets vorhandenen thermischen Rauschens nie erreichbar.

Insbesondere bei stark gestorten Kandlen und auch fiir sicherheitskritische Anwendungen ist es deshalb
unumganglich, die zu {ibertragenden Daten angepasst an Anwendung und Kanal besonders zu schiitzen.
Dazu fligt man beim Sender Redundanz hinzu und nutzt diese Redundanz beim Empfinger, um die Anzahl
der Decodierfehler zu verringern. Dabei unterscheidet man:

e Fehlererkennung (englisch: Error Detection): Der Decoder priift die Integritidt der empfangenen
Blocke und markiert gefundene Fehler. Eventuell informiert der Empfinger den Sender {iber
fehlerhafte Blocke via Riickkanal, so dass dieser den entsprechenden Block noch einmal sendet.

e Fehlerkorrektur (englisch: Error Correction): Der Decoder erkennt einen (oder mehrere)
Bitfehler und liefert fiir diese weitere Informationen, z.B. deren Positionen im iibertragenen Block.
Damit konnen unter Umstdnden die entstandenen Fehler vollstindig korrigiert werden.

Die Kanalcodierung (englisch: Channel Coding oder auch Error—Control Coding) umfasst sowohl
Verfahren zur Fehlererkennung als auch solche zur Fehlerkorrektur.

Alle ARQ—Verfahren (englisch: Automatic Repeat Request) nutzen ausschliefSlich Fehlererkennung. Fiir
die Fehlererkennung ist weniger Redundanz erforderlich als fiir eine Fehlerkorrektur. Ein Nachteil der
ARQ ist der geringe Durchsatz bei schlechter Kanalqualitdt, also dann, wenn hiufig ganze Datenblocke
vom Empfinger neu angefordert werden miissen.

In diesem Buch behandeln wir groBtenteils die Vorwirtsfehlerkorrektur (englisch: Forward Error
Correction, FEC), die bei einem ausreichend guten Kanal (groles SNR) zu sehr kleinen Fehlerraten
fiihrt. Bei schlechteren Kanalbedingungen dndert sich am Durchsatz nichts, das heil3t, es wird die gleiche
Informationsmenge iibertragen. Allerdings kann dann die Fehlerrate sehr grole Werte annehmen.

Oft werden FEC— und ARQ—Verfahren kombiniert, und zwischen diesen die Redundanz so aufgeteilt,

e dass eine kleine Anzahl von Fehlern noch korrigierbar ist,
® bei vielen Fehlern aber eine Wiederholung des Blocks angefordert wird.
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Einige einfiihrende Beispiele (1)
Es folgen zundchst einige Beispiele zur Fehlererkennung. Auf der ndchsten Seite werden dann ein paar
Einsatzgebiete von Fehlerkorrektur genannt.

Single Parity Check Code (SPC)
Erginzt man k = 4 Bit um ein sog. Priifbit (englisch: Parity Bit) derart, dass die Summe aller Einsen
geradzahlig ist, zum Beispiel (mit rotem Priifbit)

00000, 00011, ..., 11110, ...

so kann man einen Einzelfehler sehr einfach erkennen. Zwei Fehler innerhalb eines Codewortes bleiben
dagegen unerkannt. Die deutsche Bezeichnung ist Paritdtspriifcode.

International Standard Book Number (ISBN)

Seit den 1960er Jahren werden alle Biicher mit 10—stelligen Kennzahlen (ISBN—10) versehen. Seit 2007
ist zusétzlich noch die Angabe entsprechend ISBN—13 verpflichtend. Beispielsweise lauten diese flir das
Fachbuch [S6d93]:

3-540-57215-5 (ISBN-10) bzw. 978-3-54057215-2 (ISBN-13).
Die letzte Ziffer z;, (rot markiert) ergibt sich bei ISBN—10 aus den vorherigen Ziffern z; = 3, z, = 5, ...,

zg = 5 nach folgender Rechenregel:

1
210 = (z J-:,-) mod 11 =(1-3+2.54+...4+9-5) mod 11 =35.

i=1
Zu beachten ist, dass z; = 10 als z;, = ,,X” geschrieben werden muss (romische Zahlendarstellung von
,107), da sich die Zahl 10 im Zehnersystem nicht als Ziffer darstellen lisst.

Entsprechend gilt fiir die Priifziffer bei ISBN—13:

12
1y = 10— (Z z. . gl “‘”‘”) mod 10 =

i=1
= 10—[(94+8+5404+74+1)-1+(T+3+4+5+2+5)-3] mod 10 =
= 10— (108 mod 10) = 10— 8 = 2.

Bei beiden Varianten werden im Gegensatz zum obigen Parititspriifcode (SPC) auch Zahlendreher wie
57 = 75 erkannt, da hier unterschiedliche Positionen verschieden gewichtet werden.

Strichcode oder Balkencode (englisch: Bar Code) zur Kennzeichnung ‘ “I “‘ |““I ‘“

von Produkten, zum Beispiel EAN-13 (European Article Number) mit | Land 4101550000587 Parity
Hersteller

Strichcode (eindimensionaler Barcode)
Der am weitesten verbreitete fehlererkennende Code weltweit ist der "

13 Ziffern. Diese werden durch verschieden breite Balken und Liicken

dargestellt und konnen mit einem opto—elektronischen Lesegeridt leicht entschliisselt werden. Die ersten
drei Ziffern kennzeichnen das Land (beispielsweise Deutschland: 400 — 440), die ndchsten vier bzw. flinf
Stellen den Hersteller und das Produkt. Die letzte Ziffer ist die Priifziffer z; 5, die sich genau so berechnet

wie bei ISBN—13.
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Einige einfiihrende Beispiele (2)

Es folgen noch einige Beispiele zur Fehlerkorrektur. Genauere Details hierzu finden Sie in [KM+09].

2D-Barcodes fiir Online—Tickets

Wenn Sie eine Fahrkarte der Deutschen Bahn online buchen und ausdrucken, finden Sie ein Beispiel
eines zweidimensionalen Barcodes, ndmlich den 1995 von Andy Longacre bei der Firma Welch Allyn in
den USA entwickelten Aztec—Code, mit dem Datenmengen bis zu 3000 Zeichen codiert werden
konnen. Aufgrund der Reed—Solomon-Fehlerkorrektur ist die Rekonstruktion des Dateninhalts auch
dann noch mdglich, wenn bis zu 40% des Codes zerstdrt wurden, zum Beispiel durch Knicken der
Fahrkarte oder durch Kaffeeflecken.

Omnline- Ticket der DB

Ouick Response—Code

mit folzendern Inhalt |, Der OR-Code entstand in den
1990er Jakren in Japar. Er erlavbt die Verschlisselmg
wonhiz zu 4.200 alphanutretischen Zeichen und kann
mit Handylameras eingelesen und decodiert werden

Rechts ist ein QR—Code (Quick Response) mit zugehdrigem Inhalt dargestellt. Der QR—Code wurde
1994 fiir die Autoindustrie in Japan zur Kennzeichnung von Bauteilen entwickelt und erlaubt ebenfalls
eine Fehlerkorrektur. Inzwischen ist der Einsatz des QR—Codes sehr vielfiltig. In Japan findet man ihn
auf nahezu jedem Werbeplakat und auf jeder Visitenkarte. Auch in Deutschland setzt er sich mehr und
mehr durch.

Bei allen 2D—Barcodes gibt es quadratische Markierungen zur Kalibrierung des Lesegerétes.

Codes fiir die Satelliten— und Weltraumkommunikation

Eines der ersten Einsatzgebiete von Fehlerkorrekturverfahren war die Kommunikation von/zu Satelliten
und Raumfihren, also Ubertragungsstrecken, die durch niedrige Sendeleistungen und grofe Pfadverluste
gekennzeichnet sind. Schon 1977 wurde bei der Raum—Mission Voyager 1 zu Neptun und Uranus eine
Kanalcodierung eingesetzt, und zwar in Form der seriellen Verkettung eines Reed-Solomon—Codes
und eines Faltungscodes.

Damit geniigte schon der Leistungskennwert 10 - g Eg/N = 2 dB, um die geforderte Fehlerrate 5 - 1072

(bezogen auf die komprimierten Daten nach der Quellencodierung) zu erreichen. Ohne Kanalcodierung

sind dagegen fiir die gleiche Fehlerrate fast 9 dB erforderlich, also eine um den Faktor 1097 ~ 5 groflere
Sendeleistung,

Auch das geplante Marsprojekt (die Dateniibertragung vom Mars zur Erde mit 5W—Lasern) wird nur mit
einem ausgekliigelten Codierschema erfolgreich sein.

Die Aufzihlung wird auf der nichsten Seite fortgesetzt.
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Einige einfiihrende Beispiele (3)

Kanalcodes fiir die M obilkommunikation

Ein weiteres umsatzstarkes Anwendungsgebiet, das ohne Kanalcodierung nicht funktionieren wiirde, ist
die M obilkommunikation. Hier ergiben sich bei ungiinstigen Bedingungen ohne Codierung Fehlerraten
im Prozentbereich und aufgrund von Abschattungen und Mehrwegeausbreitung (Echos) treten die Fehler
oft gebiindelt auf. Die Fehlerbiindellinge betrdgt dabei manchmal einige hundert Bit.

® Bei der Sprachiibertragung im GSM—System werden die 182 wichtigsten (Klasse 1a und 1b)
der insgesamt 260 Bit eines Sprachrahmens (20 ms) zusammen mit einigen wenigen Paritdts— und
Taibbits faltungscodiert (mit Memory m = 4 und Rate R = 1/2) und verwiirfelt. Zusammen mit den
78 weniger wichtigen und deshalb uncodierten Bits der Klasse 2 flihrt dies dazu, dass die Bitrate
von 13 kbit/s auf 22.4 kbit/s ansteigt.

e Man nutzt die (relative) Redundanz vonr = (22.4 — 13)/22.4 ~ 0.42 zur Fehlerkorrektur.
Anzumerken ist, dass ,;» = 0.42” aufgrund der hier verwendeten Definition aussagt, das 42% der
codierten Bits redundant sind. Mit dem Bezugswert ,Bitrate der uncodierten Folge” ergibe sich
r=9.4/13 = 0.72 mit der Aussage: Zu den Informationsbits werden 72% Priifbits hinzugefigt.

e Bei UMTS (Universal Mobile Telecommunications System) werden Faltungscodes mit den
RatenR = 1/2 bzw. R = 1/3 eingesetzt. Bei den UMTS—Modi fir hohere Datenraten und
entsprechend geringeren Spreizfaktoren verwendet man dagegen Turbo—Codes der Rate R=1/3
und iterative Decodierung. Abhingig von der Anzahl der Iterationen erzielt man hier gegeniiber der
Faltungscodierung Gewinne von bis zu 3 dB.

Fehlerschutz der Compact Disc

Bei einer CD (Compact Disc) verwendet man einen cross—interleaved Reed-Solomon—Code (RS)
und anschlieBend eine sogenannte Eight—to—Fourteen—Modulation. Die Redundanz nutzt man zur
Fehlererkennung und —korrektur. Dieses Codierschema zeigt folgende Charakteristika:

¢ Die gemeinsame Coderate der zwei RS—Komponentencodes betrdgt Ry = 24/28 - 28/32 = 3/4.
Durch die 8-to—14—Modulation und einiger Kontrollbits kommt man zur Gesamtcoderate R ~ 1/3.

e Bei statistisch unabhidngigen Fehlern gemid3 dem BSC—Modell (Binary Symmetric Channel) ist
eine vollstindige Korrektur mglich, so lange die Bitfehlerrate den Wert 10> nicht iiberschreitet.

e Der CD-sperzifische Cross Interleaver verwiirfelt 108 Blocke miteinander, so dass die 588 Bit
eines Blockes (jedes Bit entspricht ca. 0.28 um) aufetwa 1.75 cm verteilt werden.

e Mit der Coderate R = 33% kann man ca. 10% Erasures korrigieren und die verloren gegangenen
Werte lassen sich durch Interpolation (ndherungsweise) rekonstruieren = Fehlerverschleierung.

Zusammenfassend ldsst sich sagen: Weist eine CD einen Kratzer von 1.75 mm Linge in Abspielrichtung
auf (also mehr als 6000 aufeinanderfolgende Erasures), so sind immer noch 90% aller Bit eines Blockes
fehlerfrei, so dass sich auch die fehlenden 10% rekonstruieren lassen, oder dass die Ausloschungen
zumindest so verschleiert werden konnen, dass sie nicht horbar sind.

Auf der ndchsten Seite folgt eine Demonstration zur Korrekturfihigkeit der CD.
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Die ,,Geschlitzte CD” — eine Demonstration des LNT der TUM

Ende der 1990er Jahre haben Mitarbeiter des Lehrstuhls fiir Nachrichtentechnik der TU Miinchen unter
Leitung von Professor Joachim Hagenauer eine Musik—CD gezielt beschiddigt, indem insgesamt drei
Schlitze von jeweils mehr als einem Millimeter Breite eingefrdst wurden. Damit fehlen bei jedem Defekt
fast 4000 fortlaufende Bit der Audiocodierung.

Die Grafik zeigt die ,,geschlitzte CD”. Sowohl in der
Spur 3 als auch in der Spur 14 gibt es bei jeder
Umdrehung zwei solcher fehlerhafier Bereiche. Sie
konnen sich die Musikqualitit mit Hilfe der beiden
Audioplayer (Abspielzeit jeweils ca. 15 Sekunden)
verdeutlichen. Die Theorie zu dieser Audio—Demo
finden Sie auf der vorherigen Seite.

Spur 14
Spur 3

Musil:
Johann Sehastian Bach © 1998 LNT- TUM

Resumee dieser Audiodemo:

e Die Fehlerkorrektur der CD basiert auf zwei seriell-verketteten Reed—Solomon—Codes sowie
Eight—to—Fourteen Modulation. Die Gesamtcoderate zur RS—Fehlerkorrektur betragt R = 3/4.

e Ebenso wichtig fliir die Funktionsfihigkeit der CD wie die Codes ist der dazwischen geschaltete
Interleaver, der die ausgeldschten Bits (,,Erasures”) iiber eine Linge von fast 2 cm verteilt.

® Bei der Spur 14 liegen die beiden defekten Bereiche geniigend weit auseinander. Deshalb ist der
Reed—Solomon-Decoder in der Lage, die fehlenden Daten zu rekonstruieren.

e Bei der Spur 3 folgen die beiden Fehlerblocke in sehr kurzem Abstand aufeinander, so dass der
Korrekturalgorithmus versagt. Das Resultat ist ein fast periodisches Klackgerdusch.

Wir bedanken uns bei Rainer Bauer, Thomas Hindelang und Manfred Jiirgens herzlich dafiir, diese
Audio—Demo verwenden zu diirfen.
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Zusammenspiel zwischen Quellen— und Kanalcodierung (1)

Die Nachrichteniibertragung natiirlicher Quellen wie Sprache, Musik, Bilder, Videos, usw. geschieht
meist entsprechend dem nachfolgend skizzierten zeitdiskreten Modell.

Beispiel: Foto im BMP-Format

ooo10011
H?HEH;; Komprimierte Daten
o1000010 10010110 Komprimierte Daten
11011111 Quellen- 01001010 Kanal + Redundanz
| codierer | codierer 10010110
p1001010
10101101
L
ca. 3025 | Digitaler
Kanalfehler Kanal
10010110 ooooi1110
D1001000 p1101000
QHE]].EII.— » Kﬂﬂﬂl— 10011001
decoder decoder

Zu dieser aus [Liv10] entnommenen Grafik ist Folgendes anzumerken:
® Quelle und Sinke sind digitalisiert und werden durch (gleich viele) Nullen und Einsen reprasentiert.

e Der Quellencodierer komprimiert die biniren Daten — im betrachteten Beispiel ein Digitalfoto —
und reduziert somit die Redundanz der Quelle.

e Der Kanalcodierer fligt wieder Redundanz hinzu und zwar gezielt, so dass die auf dem Kanal
entstandenen Fehler im Kanaldecoder grof3tenteils korrigiert werden konnen.

e Fiir den Kanal wird hier ein zeitdiskretes Modell mit binirem Eingang und Ausgang verwendet,
das auch die Komponenten der technischen Sende— und Empfangseinrichtungen (Modulator,
Entscheider, Taktwiedergewinnung) geeignet bertiicksichtigen sollte.

Bei richtiger Dimensionierung von Quellen— und Kanalcodierung ist die Qualitit des empfangenen Fotos
hinreichend gut, auch wenn die Sinkensymbolfolge aufgrund nichtkorrigierter Fehlermuster nicht exakt mit
der Quellensymbolfolge iibereinstimmen wird. Im Beispiel erkennt man einen Bitfehler.

Fir obige Grafik wurde beispielhaft angenommen, dass der Quellencoder die Daten um den Faktor
40/16 = 2.5 komprimiert und der Kanalcoder 50% Redundanz hinzufiigt. Ubertragen werden miissen
also nur 60% aller Quellensymbole, zum Beispiel 24 statt 40.

Wiirde man auf die Quellencodie rung verzichten, in dem man das urspriingliche Foto im BMP—Format
ibertragen wiirde und nicht das komprimierte JPG-Bild, so wire die Qualitdt vergleichbar, aber eine um
den Faktor 2.5 hohere Bitrate und damit sehr viel mehr Aufivand erforderlich.
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Zusammenspiel zwischen Quellen— und Kanalcodierung (2)

Wiirde man sowohl auf die Quellen— als auch auf die Kanalcodierung verzichten, also direkt die BMP—
Daten ohne Fehlerschutz {ibertragen, so wire das Ergebnis trotz (um den Faktor 40/24) grof3erer Bitrate
duBerst diirflig,

poo10011
poo10011
01110000
o1000010

11011111 goo10011

ooo10011

d1110000

g1000010

11011111

v
ca. 3005 | Digitaler
001104114 Kanalfehler | Kanal

goi00001
01101000

(TIYERER v ” so110111

11001110 sgo100001

T e P g1101000

) r gonnd1140

11001110

. .

Die untere Grafik zeigt das Ergebnis fiir den Fall, dass man die komprimierten Daten (zum Beispiel JPG)
ohne Fehlersicherungsmafnahmen direkt tibertrdgt. Dieses Codierschema (Quellencodierung, aber keine
Kanalcodierung) sollte auf jeden Fall vermieden werden.

ooo10011
ooo10011
01110000
o1000010 10010110 EKomprimierte Daten,
11011111 Quellen- 01001010 ohne Redundanz
codierer
10010110
1001010
v
Fehlerfortpflanzung ca. 3004 | Digitaler
ca. 5020 Fehler Kanalfehler Kanal
boooid10 v goooi110
01101000 01101000
Quellen- |,
decoder |

~

Da die komprimierte Quelle nur noch wenig Redundanz besitzt, fiihrt jeder einzelne Ubertragungsfehler
dazu, dass ganze Bildblocke falsch decodiert werden.
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Blockschaltbild und Voraussetzungen

Im weiteren Verlauf gehen wir von folgendem Blockschaltbild aus:

[t

U | Kanal- | * | Digitaler| J Kanal- | U
codierer "| Kanal | decoder

Dabei gelten folgende Voraussetzungen:

Der Vektor u = (uy, uy, ... , uy) kennzeichnet einen Informationsblock mit k& Symbolen. Meist
beschrdnken wir uns auf Bindrsymbole (Bits) = wu; € {0, 1} firi =1, 2, ... , k mit gleichen
Auftrittswahrscheinlichkeiten flir Nullen und Einsen.

Jeder Informationsblock u wird durch ein Codewort (oder Codeblock) x = (x1, X3, ... , X;,) mit
n >k, x; € {0, 1} dargestellt. Man spricht dann von einem binéren (n, k)-Blockcode C. Die
Zuordnung bezeichnen wir mit x = enc(u), wobei ,,enc” fiir ,,Encoder—Funktion” steht.

Das Empfangswort y ergbt sich aus dem Codewort x durch Modulo—2—-Addition mit dem
ebenfalls bindren Fehlervektor e = (e, ey, ... , ¢,), wobei ,e; = 1” flir einen Ubertragungfehler

steht und ,.e; = 0” anzeigt, dass das i—te Bit des Codewortes richtig iibertragen wurde. Es gilt also:

y=xde, y=mrde, t=1..n,
rp € {01}, e e {001} =y € {0.1}.

Die Beschreibung durch das digitale Kanalmodell — also mit binirem Eingang und Ausgang — ist
allerdings nur dann anwendbar, wenn das Ubertragungssystem harte Entscheidungen trifft — siehe
Kapitel 1.2. Systeme mit Soft Decision sind mit diesem einfachen Modell nicht modellierbar.

Der Vektor v nach der Kanaldecodierung hat die gleiche Lange k wie der Informationsblock .
Den Decodiervorgang beschreiben wir mit der ,,Decoder—Funktion” als v = dec(y). Im fehlerfreien
Fall gilt analog z7u x = enc(x) auch v = enc_l(z).

Ist der Fehlervektor ¢ # 0, so ist y meist kein giiltiges Flement des verwendeten Blockcodes,
und der Decodiervorgang ist dann keine reine Zuordnung vy — v, sondern bezeichnet dann eine aut
maximale Ubereinstimmung (mimimale Fehlerwahrscheinlichkeit) basierende Schitzung von p.
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Einige wichtige Definitionen zur Blockcodierung

Wir betrachten nun den beispielhaften bindren Blockcode

C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,0),(1,0,1,0,1) {1, 1,1, 1,1)} .

Dieser Code wire zum Zwecke der Fehlererkennung oder —korrektur weniger gut geeignet. Aber er ist

so konstruiert, dass er die Berechnung wichtiger Beschreibungsgréf3en anschaulich verdeutlicht:

Jedes einzelne Codewort x wird durch fiinf Bit beschrieben. Im gesamten Buch driicken wir
diesen Sachverhalt durch die Codeldnge (englisch: Code Length) n =5 aus.

Der obige Code beinhaltet vier Elemente. Damit ist der Codeumfang (englisch: Size) |C| = 4.

Entsprechend gibt es auch vier eindeutige Zuordnungen (englisch: Mappings) zwischen u und x.

Die Informationsblockldnge u wird mit k bezeichnet. Da bei allen bindren Codes |C| = 2k gilt,
folgt aus |C| = 4 der Wert k = 2. Die Zuordnungen zwischen z und x lauten bei obigem Code C:

g = (0,0) = (0,0,0,0,0) = xo, uy=1(0,1) ~(0,1,0,1,0) = a4,

uy = (1. 0) — (1.0.1.[]&1}:2. Uz = (1.1) <—>|:1.1.1.1.1}=£.

Der Code weist die Coderate R = k/n = 2/5 auf. Dementsprechend betrigt seine Redundanz
1 — R, also 60%. Ohne Fehlerschutz — also fiir den Fall n = k — wire die Coderate R= 1.

Eine kleine Coderate zeigt an, dass von den n Bits eines Codewortes nur sehr wenige tatsdchlich
Information tragen. Beispielsweise gilt flir einen Wiederholungscode (k= 1) mit n = 10: R=0.1.

Das Hamming—-Gewicht wy(x) des Codewortes x gibt die Zahl der Codewortelemente x; # 0

an. Bei einem bindren Code = x; € {0, 1} ist wy(x) gleich der Summe x{ + x5 + ... + x,;:

wi(zy) =0, walz,) =2, walz,) =3, wulz;) = 5.
Die Hamming—-Distanz dy(x, x') zwischen den beiden Codewortenx und x’ bezeichnet die

Anzahl der Bitpositionen, in denen sich x und x' unterscheiden:

Eine wichtige Figenschaft eines Codes C, die seine Korrekturfihigkeit wesentlich beeinflusst, ist
die minimale Distanz zwischen zwei beliebigen Codeworten:

Amin(C) = min_ dp(z. x').
Manchmal fligt man den Parameter d,;, noch an die Kurzbezeichnung an und spricht dann von
einem (n, k, d,;,)-Blockcode. Nach dieser Nomenklatur handelt es sich im hier betrachteten

Beispiel um einen (5, 2, 2)-Blockcode.
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Beispiele fiir Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

Beispiel A: Wir betrachten zundchst einen (4, 2, 2)-Blockcode mit den Zuordnungen
=|ZD.D}<—>IID.D.D.D}=£0. wg = (0.1) = (0,1.0.1) = x

_g=|:1u} (L0 10) =2, uz=(L1)—(1.1.1,1) =3,

Die nach rechts bzw. links zeigenden Pfeile verdeutlichen den Codiervorgang bzw. die Decodierung.

2% mogliche

(4.2.2)—Blockcode / . O O é\’

Codeworte x
{farbig)
22 mégliche Kanalcodierung - O O O O
Informations- ) "
worte u 1Kanaldecudierung O O O O
24 mogliche
Empfangs-
Codeworte x \O © 0O Q/ worte y

Rechts sind alle 2% = 16 moglichen Empfangsworte y dargestelit. Von diesen konnen 2" — 2K =12 nur
durch Bitfehler entstanden sein. Empfingt der Decoder ein ,,weiles” Codewort, so erkennt er zwar einen
Fehler, er kann diesen aber wegen d,;, = 2 nicht korrigieren. Empfiingt er y = (0, 0, 0, 1), so kann mit

gleicher Wahrscheinlichkeit das Codewort x = (0, 0, 0, 0) oder x; = (0, 1, 0, 1) gesendet worden sein.
Im Beispiel B betrachten wir den (5, 2, 3)-Blockcode gemidl3 der zweiten Grafik mit den (giltigen)
Codeworten (0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1, 0) und (1, 1, 1, O, 1). Dargestellt ist die

Empfingerseite. Von den 2" — 2k =28 unzuldssigen Codeworten lassen sich nun 20 einem giiltigen
Codewort (rot, griin, blau oder ocker) zuordnen, wenn man davon ausgeht, dass ein einziger Bitfehler
wahrscheinlicher ist als deren zwei. In der Grafik erkennt man verfalschte Bit an der Kursivschrift.

(5,2, 3)— Blockcode

00100 oooon| O O@O O |70117 10410

01000 00000/|O @ @ O|10110 17110
10000 00010 O@O O [10100 _oo110s

01711 01010 O O@O O [|'11100 11001
106011 010110 @ OO 10101
11010 0100111 O@O O [11111 _¢1101

Nicht decodierbar: 00101 01100 10001 11000
(2 oder mehr Fehler) 00111 01110 10011 11010

Die Fehlerkorrektur ist aufgrund der minimalen Distanz d,;, = 3 zwischen den Codeworten moglich.

Allerdings sind acht Empfangsworte nicht decodierbar. Beispielsweise konnte das Empfangswort
y=1(0,0, 1, 0, 1) sowohl aus dem Codewort x = (0, 0, 0, 0, 0) durch zwei Bitfehler entstanden sein
oder auchaus x = (1, 1, 1, 0, 1). Auch in diesem Fall waren zwei Bitfehler aufgetreten.
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Zur Nomenklatur in diesem Buch

Eine Zielvorgabe unseres Lerntutorials LN7www war, das gesamte Fachgebiet der Nachrichtentechnik
und der zugehdrigen Grundlagenficher mit einheitlicher Nomenklatur zu beschreiben. In diesem zuletzt in
Angriff genommenen LNTwww—Buch ,Einfihrung in die Kanalcodierung” miissen nun doch einige
Anderungen hinsichtlich der Nomenklatur vorgenommen werden. Die Griinde hierfiir sind:

Die Codierungstheorie ist ein weitgehend in sich abgeschlossenes Fachgebiet und nur wenige
Autoren von einschligigen Fachbiichern zu diesem Gebiet versuchen, einen Zusammenhang mit
anderen Aspekten der Digitalsignaliibertragung herzustellen.

Die Autoren der wichtigsten Biicher zur Kanalcodierung — englischsprachige und auch deutsche —
verwenden eine in weiten Bereichen einheitliche Nomenklatur. Deshalb erlauben wir uns nicht, die
Bezeichnungen zur Kanalcodierung in unser Ubertragungstechnik—Schema zu pressen.

Die wichtigsten Anderungen gegeniiber den anderen LN Twww-Biichern sind:

Alle Signale werden durch die entsprechenden Symbolfolgen in Vektorschreibweise dargestelt.
Beispielsweise kennzeichnet u = (uy, uy, ... , uy) die Quellensymbolfolge und v = (vq, vy, ... , Uf)

die Sinkensymbolfolge. Bisher wurden diese Symbolfolgen mit {(g,) bzw. {v,) bezeichnet.

Das zeitdiskrete Aquivalent zum Sendesignal s(f) bzw. zum Empfangssignal r(f) in anderen
Biichern sind die Vektorenx = (x1, Xy, ... , Xx,) und ¥y = (1, ¥, ... , y,). Die Coderate ergbt sich
7u R = k/n (Werte zwischen O und 1 = n > k), und m = n — k gibt die Anzahl der Priifbits an.

Im Kapitel 1 sind die Elemente »; und v; (jeweilsi = 1, ... , k) der Vektoren u und v stets bindr
(0 oder 1), ebenso wie die n Elemente x; des Codewortes x. Bei digitalem Kanalmodell (BSC,
BEC, BSEC = Kapitel 1.2) gilt auch fiir die » Empfangswerte y; € {0, 1}.

Das AWGN-Kanalmodell (erste Seite von Kapitel 1.2) ist durch reellwertige Ausgangswerte y;
gekennzeichnet. Der Codewortschdtzer gewinnt daraus den bindren Vektor z = (zy, zy, ... , z;),
der mit dem Codewort x zu vergleichen ist.

Der Ubergang von y aufz erfolgt entweder durch Schwellenwertentscheidung = Hard Decision
oder nach dem MAP—KTriterium = Soft Decision. Die Schitzung gemdl3 ,,Maximum Likelihood”
fiihrt bei gleichwahrscheinlichen Eingangssymbolen ebenfalls zur minimalen Fehlerrate.

Im Zusammenhang mit dem AWGN-Modell macht es Sinn, die bindren Codesymbole x; bipolar

(also als +1 oder —1) darzustellen. An den statistischen Eigenschaften dndert sich dadurch nichts.
Wir kennzeichnen im Folgenden die bipolare Signalisierung durch eine Tilde. Dann gilt:

% +1 falls @; =0,
=1 = 2. =
I; 1 — 2 { -1 falls x; = 1.
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AWGN-Kanal bei bindrem Eingang

Wir betrachten das bekannte zeitdiskrete AWGN—Kanalmodell gemi3 der unteren Grafik (links):

e Das bindre und zeitdiskrete Nachrichtensignal x nimmt mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Werte 0
und 1 an, das heiBt, es ist Pr(x = 0) = Pr(x = +1) = 1/2 sowie Pr(x = 1) = Pr(x = 1) = 1/2.

¢ Die Ubertragung wird durch additives weiBes gauBverteiltes Rauschen (AWGN) n mit der
(normierten) Rauschleistung o2 = Ny/(2E) beeintrachtigt. Die Streuung der GauB—WDF ist o.

e Aufgrund der GauBschen WDF kann das Ausgangssignal y = X + n alle reellen Werte annehmen.
Der Signalwert y ist zwar wie X zeitdiskret, im Gegensatz zu diesem aber wertkontinuierlich.

Bipolare Harte
Darstellung Entscheidung
-_1':., 1—2x X y — < » WDF unter Bedingungx =1 bzw. x =0
eto, ;" =leto,13
£ |x=1)

AWGN-—
Rauschen

Die rechte Grafik zeigt die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (in blau bzw. rot):

| 1 — 17
.F;-’I.r:ﬂ |:.";J' | = U} = \/{’E . FEXp |:_ [HEHE} :| :
. . 1 _ (y+ 1)
fype=t (ylz=1) = g P [_ 9072 ] '

Nicht dargestellt ist die gesamte (unbedingte) WDF, fiir die bei gleichwahrscheinlichen Symbolen gilt:
Fuly) = 1/2- [fyamo (ylz = 0) + fypama (y|z = 1)] .

Die beiden schraffierten Flichen (jeweils €) markieren Entscheidungsfehler unter der Voraussetzung
x=0 = x=+1(blau) bzw. x=1 = X =1 (rot), wenn harte Entscheidungen getroffen werden:

0 falls y = 00,
1 falls y < 0.

Bei gleichwahrscheinlichen Eingangssymbolen ist dann die mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit Pr(z # x)
ebenfalls gleich e. Mit dem komplementiren Gauf3schen Fehlerintergral Q(x) gilt dabei:

1 = 1o
==Q(l/e) =Q(/p) = vord /, e~ = de.

Hierbei bezeichnet p = 1/02 =2 - Eg/Ny das Signal-zu—Rauschverhiltnis (SNR) vor dem Entscheider,
wobei folgende Systemgréf3en verwendet werden:

e [ ist die Signalenergie pro Symbol (ohne Codierung gleich £, also der Signalenergie pro Bit),

® N, bezeichnet die konstante (einseitige) Rauschleistungsdichte des AWGN-Kanals.

Wir verweisen hier auf das interaktive Flash-Modul Fehlerwahrscheinlichkeit von Digitalsystemen.
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Binary Symmetric Channel - BSC

Das AWGN-Kanalmodell ist kein digitales Kanalmodell, wie wir es im Kapitel 1.1 zur Beschreibung
der Kanalcodierverfahren vorausgesetzt haben. Berlicksichtigen wir aber eine harte Entscheidung, so
kommen wir zum digitalen Modell Binary Symmetric Channel (BSC):

BSC—Maodell Bedingte WDEF, giiltig fiir AWGN

» 17 empfangen | ,,0* empfangen

» 1% gesendet » 0 gesendet

¥a

1
G=10

Wihlt man die Verfilschungswahrscheinlichkeiten Pr(y =1 | x = 0) bzw. Pr(y =0 | x = 1) jeweils zu

= = Q(vD).

so ist der Zusammenhang z7um AWGN-Kanalmodell hergestellt. Die Entscheidungsgrenze liegt dabei
bei G = 0, wodurch auch die Eigenschaft ,,symmetrisch” begriindet ist.

Hinweis: Beim AWGN—-Modell haben wir die bindre Ausgangsgrofle (nach Schwellenwertentscheidung)
mit z € {0, 1} bezeichnet. Bei den digitalen Kanalmodellen (BSC, BEC, BSEC) bezeichnen wir nun den
wertdiskreten Ausgang wieder mit y. Um Verwechslungen zu vermeiden, nennen wir das Ausgangssignal
des AWGN —Modells nun y . Fiir das analoge Empfangssignal gilt y, = X + n.

Das BSC—Modell liefert eine statistisch unabhédngige Fehlerfolge und eignet sich somit zur Modellierung
gedichtnisloser riickkopplungsfreier Kanéle, die in diesem Buch ausnahmslos betrachtet werden.

2 2011 sananar LI Trananar die

Zur Beschreibung gedichtnisbehafteter Kandle miissen andere Modelle herangezogen werden, die im
Kapitel 5 des Buches ,,Digitalsignaliibertragung” behandelt werden, zum Beispiel Biindelfehler nach

¢ dem Gilbert-Elliott—M odell,
¢ dem M cCullough-Kanalmodell.

Die Abbildung zeigt statistisch unabhingige Fehler nach dem BSC—Modell (links) und so genannte
Biindelfehler gemi3 Gilbert—Elliott (rechts), wobei die Bitfehlerrate in beiden Féllen 10% betrigt. Aus
der rechten Grafik ist zu erkennen, dass das Bild zeilenweise iibertragen wird.
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Binary Erasure Channel - BEC

Das BSC—Modell liefert nur die Aussagen ,richtig” und ,.falsch”. Manche Empfinger — so zum Beispiel
die so genannten Soft-in Soft—out Decoder — konnen jedoch auch gewisse Informationen iiber die
Sicherheit der Entscheidung liefern, wobei sie natiirlich dariiber informiert werden miissen, welche ihrer
Eingangswerte sicher sind und welche eher unsicher.

BEC—Modell Bedingte WDF, giiltig fiir AWGN
1-4 . — . _ _ . —
x=1 ryr=1 Bereichy=1 |y=E| Bereichy =10
A y=E I gesendetr,h 7 0 gesendet
A e
x=0 »0 =0 ) i /
1-2 J - . 3
G,=—05 G,=05 &

Der Binary Erasure Channel (BEC) liefert eine solche Information. Anhand der Grafik erkennt man:

¢ Das Eingangsalphabet des BEC—Kanalmodells ist binir = x € {0, 1} und das Ausgangsalphabet
terndr = y € {0, 1, E}. Ein , E” kennzeichnet eine unsichere Entscheidung. Dieses neue ,,Symbol”
steht fiir Erasure, zu deutsch: Ausléschung.

e Bitfehler werden durch das BEC—Modell per se ausgeschlossen. Eine unsichere Entscheidung (E)
wird mit der Wahrscheinlichkeit A getroffen, wahrend die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtige (und
gleichzeitig sichere) Entscheidung 1 — A betragt.

® Rechts oben ist der Zusammenhang zwischen BEC— und AWGN-Kanalmodell dargestellt, wobei
das Erasure—Entscheidungsgebiet (,,E”) grau hinterlegt ist. Man erkennt, dass es im Gegensatz zum
BSC—Modell (G = 0) nun zwei Entscheidungsgrenzen G = G und G| =—G gbt, und es gilt:
A= Qlvp- (1 -aG).
Wir weisen hier nochmals auf zwei interaktive Flash-Module hin:
¢ Fehlerwahrscheinlichkeit von Digitalsystemen
e Komplementare Gauflsche Fehlerfunktion
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Binary Symmetric Error & Erasure Channel - BSEC

Das BEC—Modell ist aufgrund der Fehlerwahrscheinlichkeit O eher unrealistisch und nur eine Naherung
fiir ein extrem grofles Signal-zu—Rausch-Leistungsverhiltnis (kurz SNR) p. Starkere Storungen = ein
kleineres p sollten besser durch den Binary Symmetric Error & Erasure Channel (BSEC) mit den
zwei Parametern

e Verfilschungswahrscheinlichkeit e =Pr(y=1|x=0)=Pr(y=0|x =1),
e FErasure-Wahrscheinlichkeit A = Pr(y =E|x =0)=Pr(y=E|x=1)

modelliert werden. Es gilt auch hier x € {0, 1} und y € {0, 1, E}.

BEEC—Modell Bedingte WDEF, giiltig fiir AWGN
x=1a2=2"% ,o[y=1 Bereichy=1 |y=E| Bereichy=0
» 1" gesendet ... . 0" zesendet
y=E S
y=0 G, =05 G,=0.5 ¥a

Beispiel: Wir betrachten das BSEC-Modell mit den beiden Entscheidungsgeraden G = G = 0.5 und

G1=-G, dessen Parameter ¢ und A durch das SNRp = 1/62 des vergleichbaren AWGN—-Kanals
festgelegt sind. Dann gilt
e firo=05 = p=4:
£ = Qvp-(1+ G}] =0Q(3) = 0.14%.
A= Q[/p-(1- G}] — e =0Q(1) — Q(3) = 15.87% — 0.14% = 15.73%.
e fircg=0.25 = p=16:
e=Q6) =107, A =Q(2) =~ 2.27%.

Fiir die rechts dargestellte WDF wurde p = 4 vorausgesetzt. Fiir p = 16 konnte das BSEC—Modell
durch die BEC—Variante ersetzt werden, ohne dass es zu einer gravierenden Verfilschung kommt.
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MAP- und ML—Kriterium (1)

Wir gehen nun von dem nachfolgend skizzierten Modell aus und wenden die bereits im Kapitel 4.2 des
Buches ,,Digitalsignaliibertragung” genannten Entscheidungskriterien auf den Decodiervorgang an.

I
I
u X ¥ = Z ' v
= .| Kanal- Ll MAP/ - () ——
@ enc(u) | modell :' ML e (ﬁ)
1

Kanalecoder === 0 —mmmm=mm=—=—===-—=-=-==-==
Kanaldecoder

[t

Aufgabe des Kanaldecoders ist es, den Ausgabevektor v so zu bestimmen, dass er ,,moglichst gut” mit
dem Informationswort u iibereinstimmt. Etwas genauer formuliert: Die Blockfehlerwahrscheinlichkeit

Pr(Blockfehler) = Pr(y # u)
bezogen auf die Vektoren z und v der Linge k soll moglichst gering sein. Aufgrund der eindeutigen
Zuordnung x = enc(x) durch den Kanalcoder bzw. empfingerseitig v = enc_l(g) gilt in gleicher Weise:
Pr(Blockfehler) = Pr(z # x).
Der Kanaldecoder in obigem Modell besteht aus zwei Teilen:

e Der Codewortschditzer ermittelt aus dem Empfangsvektor y einen Schitzwertz € C gemil
einem vorgegebenen Kriterium.

e Anschliefend wird aus dem (empfangenen) Codewort z das (empfangene) Informationswort v
durch einfaches Mapping ermittelt, das moglichst mit u {ibereinstimmen sollte.

Fiir den Codewortschdtzer gibt es insgesamt vier unterschiedliche Varianten, namlich

¢ den Maximum-—a—posteriori-Empfinger (MAP—Empfinger) fiir das gesamte Codewort x,
¢ den Maximum-a—posteriori-Empfinger (MAP-Empfinger) fiir die einzelnen Codebits x;,

¢ den Maximum-Likelihood—Empfinger (ML—Empfinger) fiir das gesamte Codewort x,
¢ den Maximum-Likelihood—Empfinger (ML—-Empfinger) fiir die einzelnen Codebits x;.
Deren Definitionen folgen auf der nichsten Seite. Vorab aber gleich die wichtige Information:

e Ein MAP-Empfingerberiicksichtigt im Gegensatz zum ML-Empfinger auch unterschiedliche
Auftrittswahrscheinlichkeiten fiir das gesamte Codewort bzw. fiir deren einzelne Bits.
e Sind alle Codeworte bzw. alle Codebits x; der Codeworte gleichwahrscheinlich, so ist der

einfachere ML-Empfinger zum entsprechenden MAP—Empfinger dquivalent.
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MAP- und ML—Kriterium (2)

Definition: Der M aximum-a—posteriori-Empfanger auf Blockebene — kurz: block—wise M AP
— entscheidet sich unter den 2% zulissigen Codewortenx; € C fir das Codewort mit der groBten
Riickschlusswahrscheinlichkeit (englisch: a—posteriori probability, APP):

2 = arg may Priz;|y).

Pr(x; | v) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass x; gesendet wurde, wenn y empfangen wird.

Nach dem Satz von Bayes kann die Riickschlusswahrscheinlichkeit wie folgt umgeformt werden:

Pr(y|z;) - Pr(z;)
Pr(y)

F”:L'|E} =

Die Wahrscheinlichkeit Pr(y) ist unabhédngig von x; und muss bei der Maximierung nicht berticksichtigt
werden. Sind zudem alle 2% Informationsworte u; gleichwahrscheinlich, dann kann bei der Maximierung

auch auf den Beitrag Pr(x;) = 27 im Zihler verzichtet werden.

Definition: Der M aximum-Likelihood-Empfinger auf Blockebene — kurz: block—wise ML —
entscheidet sich unter den 2% zuldssigen Codewortenx; € C fir das Codewort mit der grofiten
Ubergangswahrscheinlichkeit:

z = arg max Pr(y[z,).

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr(v | x;) ist nun in Vorwdrtsrichtung zu verstehen, ndmlich, dass der

Vektor y empfangen wird, wenn das Codewort x; gesendet wurde.

Im Folgenden verwenden wir auf Blockebene stets den ML—Empfinger. Aufgrund der vorausgesetzten
gleichwahrscheinlichen Informationsworte liefert auch dieser stets die bestmogliche Entscheidung.

Anders sieht es jedoch auf Bitebene aus. Ziel einer iterativen Decodierung ist es gerade, fiir alle Codebits
x; &in; {0, 1} Wahrscheinlichkeiten zu schétzen und diese an die néchste Stufe weiterzugeben. Hierzu

bendtigt man einen MAP—Empfinger.

Definition: Der M aximum-a—posteriori-Empfanger auf Bitebene (kurz: bit-wise M AP) wihit
fiir jedes Codebit x; den Wert ( 0 oder 1) mit der groten Riickschlusswahrscheinlichkeit Pr(x; | v):

— = - F. - ,
2= arg max r(xi|y)
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ML—Entscheidung beim BSC-Kanal

Wenden wir nun das ML—Kriterium auf den gedédchtnislosen BSC—Kanal an. Dann gilt:
R : ] ] A o 1== falls oy = a1 .
P1 (E|L|’} - HPI (.@'r |-fr} mit Fl(.@'r | 'rl'} - { - falls " ?é T . :
S Priylm) = e E) (1 - i =),

Dies ldsst sich wie folgt begriinden:
¢ Die Hamming-Distanz dy(v, x;) gibt die Anzahl der Bitpositionen an, in denen sich die beiden
Worte y und x; mit jeweils n bindren Elementen unterscheiden. Beispielsweise ist die Hamming—

Distanz zwischeny = (0, 1,0, 1, 0, 1, 1) und x; = (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1) gleich 2.

¢ Inn —dy(y, x;) Positionen unterscheiden sich demnach die beiden Vektoren y und x; nicht. Im

obigen Beispiel sind 5 der n = 7 Bit identisch. Zu obiger Gleichung kommt man schlieSlich durch
Einsetzen der Verfilschungswahrscheinlichkeit € bzw. deren Erganzung 1 — €.

Die Vorgehensweise bei der Maximum-Likelihood—Detektion ist, dasjenige Codewort x; zu finden, das

die Ubergangswahrscheinlichkeit Pr(v | x;) maximiert:

z=argmax [0 2. (] — g)r-dunlezd]
z,eC

Da der Logarithmus eine monoton steigende Funktion ist, erhdlt man das gleiche Ergebnis nach folgender
Maximierung;

z=argmax L(z;)
Tl

mit L(z;) = In[sfle2d. (] —g)rdnlu-2d] =
= dyly. x;) - Inc+ [n—dyly, z;)]-In(l — =) =
. duly. z;) +n-In(l —=).

=1
ny

Der zweite Term dieser Gleichung ist unabhédngig von x; und muss fiir die Maximierung nicht weiter
betrachtet werden. Auch der Faktor vor der Hamming-Distanz ist fiir alle x; gleich. Da aber In ¢/(1 — ¢)

negativ ist (zumindest flir € < 0.5, was ohne grofe Einschrankung vorausgestzt werden kann), wird aus
der Maximierung eine Minimierung, und man erhilt folgendes Endergebnis:

MIL—-Entscheidung beim BSC-Kanal: Wahle von den A zulassigen Codeworten dasjenige mit der
geringsten Hamming—Distanz dy(v, x;) zum Empfangsvektor y aus:

z=arg min duly, z;), y € GF(2"), z; € GF(2").

Anwendungen der ML/BSC—Entscheidung finden Sie auf den folgenden Seiten:
¢ Single Parity—check Code (SPC)
e Wiederholungscode (englisch: Repetition Code, RC).
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ML—-Entscheidung beim AWGN-Kanal

Das AWGN-Modell fiir einen (7, k)-Blockcode unterscheidet sich vom Modell auf der ersten Seite
dieses Kapitels dadurch, dass fiir x, X und y nun die entsprechenden Vektoren x, X und y verwendet
werden miissen, jeweils bestehend aus n Elementen. Die Schritte zur Herleitung des ML—Entscheiders
bei AWGN werden nachfolgend nur stichpunktartig angegeben:

® Der AWGN-Kanal ist per se gedachtnislos (hierflir steht das White im Namen), so dass fiir die
bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion geschrieben werden kann:

flylz) = H.f[.f;r E12
=1

¢ Die bedingte WDF ist fiir jedes einzelne Codeelement (/ =1, ... , n) gauBBisch. Damit geniigt auch
die gesamte WDF einer (eindimensionalen) Gauf3verteilung;

. N 1 — 7 2
flapl &) = o - eXp {‘%}

. - 1 1 n .
= JWlD) = G o [‘— (yr—-rr}'].

¢ Da y nun nicht mehr wie beim BSC—Modell wertdiskret ist, sondern wertkontinuierlich, miissen
jetzt entsprechend der MIL—Entscheidungsregel Wahrscheinlichkeitsdichten untersucht werden
und nicht mehr Wahrscheinlichkeiten. Das optimale Ergebnis lautet:

z=argmax f(y|Z,). ye R", z, € GF(2").
z;eC " = =
e In der Algebra bezeichnet man den Abstand zweier Punkte y und X im n—dimensionalen Raum als
die Euklidische Distanz, benannt nach dem griechischen Mathematiker Euklid, der im dritten
Jahrhundert vor Christus lebte:

]

dely, i) = Z (yr — )%, yeR", r;C.

=1

e Damit lautet die ML—Entscheidungsregel beim AWGN—Kanal fiir einen jeden Blockcode unter
Berticksichtigung der Tatsache, dass der erste Faktor der WDF f{y | x;) konstant ist:

dely. I;
Z = arg max exp [— dely, L) __'}] ., YER", z,€GF2").

z,EC -

Nach einigen weiteren Zwischenschritten kommt man zum Ergebnis:

M L—-Entscheidung beim AWGN—-Kanal: Wihle von den o zuldssigen Codeworten x; dasjenige
mit der kleinsten Euklidischen Distanz zum Empfangsvektor y aus:

z=argmin defy, z,), yeER", z;€GF(2").
T;k = -
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Single Parity—check Codes (1)

Der Single Parity—check Code (SPC) fligt zu dem Informationsblock u = (uq, u,, ... , u;) ein Priibit
(englisch: Parity) p hinzu:
= (., o tly) = = (r1.70....0,) = (.U, ... . U.D).

Die Grafik zeigt drei Beispiele solcher Codes mit |C| =4 (k= 2), |C|=8 (k=3) und |C| =16 (k = 4).

SPC (3,2, 2): SPC (4,3, 2): SPC (5,4, 2):

][ || || | u) || e ]| s | 2| oy

Dieser sehr einfache Code ist wie folgt charakterisiert:

e Ausn=k+ 1 folgt fir die Coderate R = k/n = (n — 1)/n und fiir die Redundanz 1 — R = 1/n. Fiir
k = 2 ergibt sich zum Beispiel die Coderate 2/3 und die relative Redundanz betrigt 33.3%.

® Das Priitbit erhdlt man durch die M odulo—2—Addition. Darunter versteht man die Addition im
Galoisfeld zur Basis 2 = GF(2), sodass 1®1 = 0 ergibt:
p=t Bus ... U,

e Damit enthilt jedes giiltige Codewort x eine gerade Anzahl von Einsen. Ausgedriickt mit ® bzw.
in vereinfachter Schreibweise entsprechend der zweiten Gleichung lautet diese Bedingung;

7

Ty B P... Bx, =0, oder: z r; =0, Addition in GF(2).

i=1

e Fiirk = 2 = n = 3 ergeben sich die folgenden vier Codeworte, wobei in der ersten Zeile das
Priifbit jeweils durch einen kleinen Pfeil markiert ist:

Ty =(0.0_.0). 2, =(0.1_1), o, =(L0_1). zy=(1.1_0)
= C={(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

® Es handelt sich um einen linearen Code, da die Summe zweier beliebiger Codeworte wieder ein
giiltiges Codewort ergibt, zum Beispiel x| @ x, = x3.

e Fiir beliebiges k = n =k + 1 unterscheidet sich jedes Codewort von allen anderen an einer
geraden Anzahl von Positionen. Bei diesem Code ist die minimale Distanz d,;;, = 2.

Mit der allgemeinen Codebezeichnung (n, k, d;,) ldsst sich jeder Single Parity—check Code auch mit
(n, n — 1, 2) benennen. Die Grafik zeigt den SPC (3, 2, 2), den SPC (4, 3, 2) und den SPC (5, 4, 2).

Definition: Jeder Single Parity—check Code (SPC) lasst sich formal wie folgt beschreiben:
C = {z € GF(2"): mit geradzahliger Anzahl von Einsen in z}.
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Single Parity—check Codes (2)

Der digitale Kanal dndert mdglicherweise das Codewortx = (xy, xp, ... , X,) in das Empfangswort
y=1, Y2 - »Vy), wobei mit dem Fehlervektor e = (ey, ey, ... , €,) git:y =x & e. Zur Decodierung
des Single Parity—check Codes bildet man das sogenannte Syndrom:

S=Y Y B Bya=>_ 4 € {01}
i=1

Das Ergebnis ,,s = 1” weist dann auf (mindestens) einen Bitfehler innerhalb des Codewortes hin, wihrend
. = 0” wie folgt zu interpretieren ist:

¢ Die Ubertragung war fehlerfrei, oder:
¢ Die Anzahl der Bitfehler ist geradzahlig.

Beispiel: Wir betrachten den SPC (4, 3, 2) und gehen davon aus, dass das Nullwort gesendet wurde.
Die Tabelle zeigt alle Moglichkeiten, dass f Bit verfialscht werden und gibt das jeweilige Syndrom s
(entweder 0 oder 1) an.

F=0,5=0| f=1s=1| f=2,5=0| f=3,5=1| f=4,5=0
0000 0001 0011 1110 1111
0010 0101 1101
0100 1001 1011
1000 0110 0111
1010
1100

Fiir das BSC—Modell mit € = 1% ergeben sich dann folgende Wahrscheinlichkeiten:
® Das Informationswort wird richtig decodiert (blaue Hinterlegung):

Pr(y = u) = Pr(y = z)=(1—¢g)" =0.99" = 9%6%.

e Der Decoder erkennt, dass Ubertragungsfehler aufgetreten sind (griine Hinterlegung):

7 P,

Pr(s =1) = Z G’) ef (1 -t =

f=1

f ungerade

_ G) .0.01-0.99° + G) -0.01% - 0.99 =~ 3.9%.

¢ Das Informationswort wird falsch decodiert (rote Hinterlegung):

Pr(v#u) = z G) e (1 =) =

§ merade

= 1-Priu=u) —Pr(s =1) = 0.1%.
Wir verweisen hier auf das Modul Ereigniswahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung.

In der Aufgabe A1.5 werden die hier gewonnenen Ergebnisse noch ausfiihrlich diskutiert.
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Single Parity—check Codes (3)

Eine Fehlerkorrektur des Single Parity—check Codes ist beim BSC—Modell nicht moglich im Unterschied
zum BEC—Kanal (Binary Erasure Channel). Bei diesem werden Bitfehler ausgeschlossen. Ist nur ein
Bit ausgeloscht (englisch: Erasure, E), so ist aufgrund der Tatsache ,,die Anzahl der Einsen im Codewort
ist gerade” auch eine Fehlerkorrektur mdglich, zum Beispiel fiir den SPC (5, 4):

= (LO.E.1L1) = z=(L0.1.1.1) = v=(1.0.1.1) = wu.
= (0.L1L1LE.0O) = z2=(0.1,1.0.0) = v=(0.1.1.0) = u.

= (0.L1.0.1LE) = 2=(0.1.0,1.0) = v=(0.1.0.1) = u.

Jex e

)

[ e

Auch beim AWGN-Kanal ist Fehlerkorrektur moglich, wenn man Soft Decision anwendet. Fiir das
Folgende gehen wir von bipolarer Signalisierung aus:x =0 - x=+1, x=1 - x=-1.

¥,=+1 ¥,=+1
™ it i a-------r-- Symbol 0
o |
1-1:"'0.8 : o
| v, =+0.5
¢—[Il o
am vs=—0.6
Q
I-.:_]. I-q'l'_]. Isz_
----------- o-----0---—----r----—--10 Symbol 1
(o]
1-.2:_1.2

Die Grafik verdeutlicht den hier dargelegten Sachverhalt:

e Beispielsweise lautet der Empfangsvektor (rote Punkte):
y = (+0.8, —1.2, =0.1, 40.5, —0.6).

e Bei harter Entscheidung (Schwelle G = 0, nur die Vorzeichen werden ausgewertet) wiirde man zu
folgendem bindren Ergebnis kommen (griine Quadrate Y; = y; / [v;]):
Y = (+1, -1, -1, +1.-1).

¢ In Symbolschreibbweise ergibt sich daraus (0, 1, 1, 0, 1), was kein giiltiges Codewort ist =
Syndrom s = 1. Also miissen ein, drei oder flinf Bit verfilscht worden sein.

e Die Wahrscheinlichkeit fiir drei oder fiinf Bitfehler ist allerdings um GréBenordnungen kleiner als
diejenige fiir einen einzigen Fehler. Die Annahme ,ein Bitfehler” ist deshalb nicht abwegig.
¢ Da der Empfangswert y;3 sehr nahe an der Schwelle G = 0 liegt, geht man davon aus, dass genau

dieses Bit verfalscht wurde. Damit fillt bei Soft Decision die Entscheidung fir z = (0, 1, 0, 0, 1)
= p=(0, 1, 0, 0). Die Blockfehlerwahrscheinlichkeit Pr(v # i) ist so am geringsten.
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Wiederholungscodes (1)

Definition: Man bezeichnet einen linearen bindren (n, k)-Blockcode
C={reGF(2"):2; = firalle i.j =1,...,n}
als Wiederholungscode (englisch: Repetition Code, RC) der Liange n. Es gilt also stets k = 1.

Entsprechend existieren nur zwei Codeworte (0, 0, ..., 0) und (1, 1, ..., 1), die sich in n Binirstellen
unterscheiden. Daraus folgt fiir die minimale Distanz d,;,, = n.

Ein solcher (7, 1, n)-Blockcode besitzt nur die sehr kleine Coderate R = 1/n, ist aber auch sehr robust.
Insbesondere beim BEC—Kanal geniigt ein einziges richtig tibertragenes Bit an beliebiger Position (alle
anderen Bit konnen ausgeldscht sein), um das Informationswort richtig zu decodieren.

RC (3,1, 3): RC (4,1 RC (5,1

Jdid CEEE MEood

Betrachten wir zunichst die Decodierung und Fehlerwahrscheinlichkeiten beim BSC—Kanal.

Beispiel: Es gelte der BSC—Kanal mit € = 10%. Die Decodierung basiere auf dem Majoritatsprinzip.
Bei ungeradem n konnen e = n — 1 Fehler erkannt und # = (n — 1)/2 Bitfehler korrigiert werden. Damit
ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit der korrekten Decodierung der Informationsbits u:

Priv =u =IE”_”I;2 f”. ef (1 =y f,
w=w=Y (f) (1-¢)

f=0
Die nachfolgenden Zahlenwerte gelten fiir n = 5. Das heif3t: Es sind ¢ = 2 Bitfehler korrigierbar:
Priv=u)=(1—-2+5.e-(1—-2)' +10.2%. (1 —)* = 99.15%
= Priv#£u)=1-— Fr(z‘ = u) = 0.85%.
Bei geradem n konnen dagegen nur n/2 — 1 Fehler korrigiert werden. Erhoht man z von 5 auf 6, so

sind weiterhin auch nur zwei Bitfehler innerhalb eines Codewortes korrigierbar. Einen dritten Bitfehler
kann man zwar nicht korrigieren, aber zumindest erkennen:

Pr(nicht korrigierbarer Fehler) = G) et (11— =20-01% 09 =~ 1.46 %.

Ein (unerkannter) Decodierfehler (v # u) ergbt sich erst, wenn innerhalb des 6 Bit—Wortes vier oder
mehr Bit verfalscht wurden. Als Ndherung unter der Annahme, dass fiinf oder sechs Bitfehler sehr viel
unwahrscheinlicher sind als vier, gilt:

Pr(v # u) ~ G) et (1 —e)*=0.122%.

Interessant ist, dass beim RC(6, 1, 6) die Wahrscheinlichkeit Pr(v = u) fiir eine mogliche und richtige
Decodierung mit 98.42% Kkleiner ist als beim RC(5, 1, 5).
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Wiederholungscodes (2)

Nun interessieren wir uns fiir die Leistungsfahigkeit des Wiederholungscodes beim AWGN—-Kanal. Bei
uncodierter Ubertragung (oder dem Wiederholungscode mit n = 1) ist der Empfangswerty =X + 7,
wobeix € {+1, -1} das Informationsbit bei bipolarer Signalisierung bezeichnet und 7 den Rauschterm.
Um Verwechslungen mit dem Codeparameter 7 zu vermeiden, wurde das Rauschen umbenannt: n — 7.

Fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit gilt mit dem komple mentaren Gau3schen Fehlerintegral Q(x)
Pr(v # u) = Q(v/p).
wobei folgende physikalische Groflen zu verwenden sind:

e das Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis p = 1/0% = 2 Eg/N,,
¢ die Energie Eg pro Codesymbol = Symbolenergie,

¢ die normierte Streuung o des Rauschens, giiltig fiir das Nutzsignal x € {+1, -1}, und
¢ die konstante (einseitige) Rauschleistungsdichte N, des AWGN—Rauschens.

Bei einem (n, 1, n)-Wiederholungscode ergibt sich dagegen fiir den Eingangswert des ML—Decoders
y'=Xx"'+n'"mit folgenden Eigenschaften:

T

~ - . 3 .

T = E i; € {+n.—n} = n—fache Amplitude = n~—fache Leistung.
i=1

T

n' = Z ;. = n—fache Varianz : 6 —n - o°.
i=1
2 —Y
, oont " B / E
pr=——=np= Pl(r%u}—Q[Mn-}%}.

Die linke Grafik zeigt die Fehlerwahrscheinlichkeit in doppelt logarithmischer Darstellung. Als Abszisse ist
10 - Ig (Eg/Nyy) aufgetragen. Die Bildbeschreibung folgt auf der ndchsten Seite.

10 -lg (Eg/N) in dB — 10 -lg (Eg/N,) in dB —»
] 3 ] 0 12 ] 3 6 L 12
Tll:l"' — Tll:l': —_—
10-! 10-1
£ 1072 £ 1072
R -l N E 10-3
3 | s
g 10~ £ 10~
E 105} E 10-*
- =
2 105 2 106
| Es ol -3
EB
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Wiederholungscodes (3)

Es folgt nun die Interpretation der angegebenen Grafiken.

10 -lg (Eg/N,) indB —» 10 -lg (Eg/Np) indB —»

] 3 ] o 12 ] 3 i L 12
——————————— 100 ———————————

100

10-1
103

102 f-- 1N

10—

105}

Felilerwalivs clicinlichleit —

Fehlerwahrscheinlichleit —»

105

Die linke Grafik kann wie folgt interpretiert werden:
e Trigt man die Fehlerwahrscheinlichkeit iber der Abszisse 10 - Ig (Eg/Ny) auf; so ergibt sich durch
n—fache Wiederholung gegeniiber uncodierter Ubertragung (n = 1) eine signifikante Verbesserung,

e Die Kurve fiir den Wiederholungsfaktor n erhdlt man durch Linksverschiebung um 10 - Ign (in
dB) gegeniiber der Vergleichskurve. Der Gewinn betrdgt 4.77 dB (n = 3) bzw. ca. 7 dB (n =5).

¢ Allerdings ist ein Vergleich bei konstantem Eg nicht fair, da man mit einem (5, 1) Repetition Code

fiir die Ubertragung eines Informationsbits eine um den Faktor n groBere Energie aufiwendet:

.E];=?1'I=H-E_L;.

Aus der rechten Grafik erkennt man, dass alle Kurven genau {ibereinander liegen, wenn auf der Abszisse
10 - Ig (E/Ny) aufgetragen wird. Daraus folgt:

Zusammenfassung der Ergebnisse fiir den Wiederholungscode bei AWGN
¢ Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist bei fairem Vergleich unabhingig vom Wiederholungsfaktor 7:

Pr{v?éu}=q(\/%).

¢ Beim AWGN—-Kanal ist durch einen Wiederholungscode kein Codiergewinn zu erzielen.
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Hamming—Codes (1)

Richard Wesley Hamming hat 1962 eine Klasse bindrer Blockcodes angegeben, die sich durch die
Anzahlm = 2, 3, ... der zugesetzten Parity Bits unterscheiden. Firr diese Codeklasse gilt:

Die Codelinge ergibt sich zu n = 2™ — 1. Moglich sind demzufolge beim Hamming—Code nur die
Lingenn=3,n=7,n=15,n=31,n=63, n =127, n= 255, usw.

Ein Informationswort besteht aus k = n — m Bit. Die Coderate ist somit gleich

Eoo2m—1—m y -~ L e
R = P W e {1/3. 4/7. 11/15, 26/31, 57/63, 120/127, 247/255, ... }.

Alle Hamming-Codes weisen die minimale Distanzd,;, = 3 auf Bei groferer Codelinge n
erreicht man die minimale Distanz 3 schon mit weniger Redundanz, also bei gréf3erer Coderate R.
Aus der Angabe d,;, = 3 folgt weiter, dass hier e = d,;, — 1 = 2 Fehler erkannt werden kénnen

und ¢ = (dyyi, — 1)/2 = 1 Fehler korrigiert werden kann.
Der Hamming—Code (3, 1, 3) ist identisch mit dem Wiederholungscode (3, 1, 3):
C ={(0,0,0),(1,1,1)}.

Bei systematischer Codierung sind die ersten k Stellen eines jeden Codewortes identisch mit dem
Informationswort. AnschlieBend folgen bei einem Hamming—Code die m = n — k Paritétsbit:

x= (11,02, . ) = (W U2, U P P2 Pk )

Im Folgenden betrachten wir stets den (7, 4, 3)-Hamming—Code, der durch das folgende Schaubild
verdeutlicht wird. Daraus lassen sich die drei Bedingungen ableiten:

Im Schaubild kennzeichnet der rote Kreis die erste Priifgleichung, der w v
griine die zweite und der blaue die letzte. In jedem Kreis muss die A
Anzahl der Einsen geradzahlig sein.

B rsBaydrys = 0.
T o By Frg = 0.

T BBy Gar = 0.
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Hamming—Codes (2)

Bei systematischer Codierung des (7, 4, 3)-Hamming—Codes
Ty =, TIg =z, T3=U3z, Ig= iy,
Iy = . Ty =2, Iy =Py

lauten die Bestimmungsgleichungen der drei Priifbit, wie aus dem wv
Schaubild rechts hervorgeht: Q

M = Uy bz hus.,
Py = Up g B uy,

P3 = Uy B e b oug.

Die nachfolgende Tabelle zeigt die 2% = 16 zulissigen Codeworte x = (uy, Uy, U3, Uy, Py, P2 P3) des
systematischen (7, 4, 3)-Codes. Das Informationswort u = (uy, uy, u3, uy) ist schwarz dargestellt und
die Priifbits p;, py, p3 rot. Man erkennt anhand dieser Tabelle, dass sich jeweils zwei der 16 mdglichen

Codeworte in mindestens d,;,, = 3 Bindrwerten unterscheiden.

0000000 0100111 1000101 1100010
0001011 0101100 1001110 1101001
0010110 0110001 1010011 1110100
0011101 0111010 1011000 1111111

Die Decodierung linearer Blockcodes wird im Kapitel 1.5 ausfiihrlich behandelt. Das nun folgende
Beispiel soll die Decodierung des Hamming—Codes eher intuitiv erkldren.

Beispiel: Wir gehen vom systematischen (7, 4, 3)-Code aus und betrachten das Empfangswort
Y=01,Y2Y3 Vs Vs Ve V7). Zur Decodierung bilden wir die drei Paritdtsgleichungen

hEp ey =0, (I)
By BysBye = 0. (I
ndp Gudy = 0. (1)
Unter der Voraussetzung, dass in jedem Codewort hdchstens ein Bit verfilscht wird, gelten dann die
folgenden Aussagen. v bezeichnet das Decodierergebnis und sollte mit z = (1, 0, 1, 0) iibereinstimmen:
e Das Empfangsworty = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 1) erfiillt alle drei Paritdtsgleichungen. Das heif3t, dass
kein einziger Ubertragungsfehler aufgetretenist = y=x = u=(1,0, 1, 0).
e Werden zwei der drei Parititsgleichungen erfiillt wie zum Beispiel flir das empfangene Wort
y=(1,0,1,0,0, 1, 0), so wurde ein Paritdtsbit verfilscht und es gilt auch hier v = (1, 0, 1, 0).
e Mity=(1,0,1,1,0, 1, 1) wird nur die Gleichung (I) erfiillt und die beiden anderen nicht. Somit
kann man die Verfilschung des vierten Bindrsymbols korrigieren, und es gilt auch hier v = u.
¢ Ein Ubertragungsfehler des zweiten Bits = y = (1,1, 1, 0, 0, 1, 1) fiihrt dazu, dass alle drei
Paritdtsgleichungen nicht erfiillt werden. Auch dieser Fehler Iisst sich eindeutig korrigieren.
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Lineare Codes und zyklische Codes

Alle bisher behandelten Codes — Single Parity—check Code, Repetition Code und Hamming—Code —
sind linear. Nun wird die fiir bindre Blockcodes giiltige Definition von Linearitdt nachgereicht.

Definiton: Ein linearer Blockcode C ist ein Satz von 2% Codeworten x = (x1, X, ... , X,), wobei die

(Modulo—2)-Summe zweier beliebiger Codeworte x und x' wiederum ein giiltiges Codewort ergibt:

r,x'e GF(2"), z.2'eC = z+4+z'€eC.

Diese Bedingung muss auch fiir x = x' erfiillt sein.

Hinweis: Die Modulo—Addition wird nun nicht mehr durch das Modulo—Additionszeichen ausgedriickt,
sondern mit dem herkdmmlichen Pluszeichen. Diese Vereinfachung der Schreibweise wird fiir den Rest
dieses Buches beibehalten.

Beispiel: Wir betrachten zwei (3, 2)-Blockcodes:

¢y = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} ,
Co = {(0.0.0).(0,1.1). (1. 1.0}). (1. 1. 1).

Man erkennt:
e Der Code Cj ist linear, da die Modulo—2—Addition zweier beliebiger Codeworte stets auch ein
giiltiges Codewort ergibt, zum Beispiel (0, 1, 1) + (1, 0, 1) = (1, 1, 0).

¢ Die obige Definition gilt auch fiir die Modulo—2—Addition eines Codewortes mit sich selbst, zum
Beispiel (0, 1, 1) + (0, 1, 1) = (0, 0, 0) = Jeder lineare Code beinhaltet das Nullwort.

e Obwohl die letzte Voraussetzung erfiillt wird, ist C, kein linearer Code. Fiir diesen Code gilt
namlich beispielsweise: (0, 1, 1) + (1, 1, 0) = (1, 0, 1). Dies ist kein giiltiges Codewort von C,.

Im Folgenden beschrdnken wir uns ausschlief3lich auf lineare Codes, da nichtlineare Codes fiir die Praxis
von untergeordneter Bedeutung sind.

Definition: Ein linearer Blockcode C heilt zyklisch, wenn eine jede zyklische Verschiebung eines
Codewortes x (nach links oder rechts) wieder ein giiltiges Codewort ergibt:

= (r1.09,....7,) €C = z'=(1,.71,....7,4) €C.

Man erkennt aus der Tabelle
fir den HC (7, 4, 3), dass
dieser linear und zyklisch ist

0000000 0l1o0111 1000101 1100010
oo0lol1l 0101100 lo01110 1101001
ool0l10 0110001 1010011 1110100

hwarz: 4 Informationsbit
(schwarz Ormatons®L 'oo11101 | 0111010 | 1011000 | 1111111

rot: n — k = 3 Priifbit).

AuBBerdem ergibt sich auch dann ein giiltiges Codewort, wenn man alle Bit invertiert: 0 « 1. Auch das
0—Wort (n mal eine ,,0”) und das 1-Wort (n mal eine ,,1”) sind bei diesem Code zulissig.
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Codefestlegung durch die Priifmatrix

Wir betrachten den (7, 4, 3)-Hamming—Code mit Codeworten x der Lange n = 7, ndmlich

¢ den k = 4 Informationsbits xy, x5, X3, X4 , und

e denm = 3 Priifbits x5, x¢, X7.

Die Paritdtsgleichungen lauten somit:

T+ + a4 as = (. %’

Ta + I3+ Iy +Ig = 0.
i +rs+ay+xr = 0.

In der Matrixschreibweise lautet dieser Gleichungssatz:

H.-z' =0".

In dieser Gleichung werden verwendet:
¢ die Priiffmatrix H mit m = n — k = 3 Zeilen und n = 7 Spalten:

1110100
H=|0111010
1101001

e das Codewort x = (xy, Xp, ... , X7) der Linge n =7,
e der Nullvektor 0 = (0, 0, 0) der Lange m = 3.

Durch Transponieren werden aus x und 0 die entsprechenden Spaltenvektoren x T und 07"

Beispiel: Die Grafik illustriert die m = 3 Paritdtsgleichungen eines Codes
C mit den Codeparameternn = 6 und k = 3 in der Reihenfolge rot, griin

und blau. Entsprechend H - gT = QT lautet die Prifimatrix: \ ﬁ

110100
H=|1010120
011001

Die 2k = 8 Worte einer systematischen Realisierung dieses Codes lauten
(mit den Priifbits rechts vom kleinen Pfeil):

= (0,0,0.0,0,0), z, =(0,0,1.0,1.1), z, = (0,1,0.1,0,1).
= (0,1,1.1,1,0), z, =(1,0,0_.1,1.0), z,=(1.0,1.1,0,1).
= (1,1,0.0,1,1), z; =(1,1,1.0,0.0).

GRS

Man erkennt aus diesen Angaben:

¢ Die Anzahl der Spalten von H ist gleich der Codelinge n.
¢ Die Anzahl der Zeilen von H ist gleich der Anzahl m = n — k der Priifgleichungen.

e AusH- xT = ( folgt nicht, dass alle Codeworte eine gerade Anzahl von Einsen beinhalten.
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Codefestlegung durch die Generatormatrix

Die Priifmatrix H eines (n, k)-Blockcodes C hat m =n — k Zeilen und n Spalten. Den gleichen Code
kann man aber auch durch die Generatormatrix G mit ebenfalls  Spalten, aber k Zeilen beschreiben:

Definition: Ein linearer Blockcode C kann durch die Priifmatrix H bzw. mit der Generatormatrix G
wie folgt charakterisiert werden:

C = {1-5 GF{E") - H.x' =QT}._

C = {x€GF(2"),u e GF(2*): z=u-G}.

Bevor wir uns den Eigenschaften der Generatormatrix zuwenden, beschreiben wir an einem Beispiel die
Erzeugung der Codeworte.

Beispiel: Wir betrachten einen linearen (5, 3)-Blockcode mit der Generatormatrix

1 1011
G=|01010]=
01110

Damit werden die Informationsworte u = (11, Uy, uz) den Codeworten x = (X1, Xy, X3, X4, X5) gemal

der folgenden Tabelle mit 8 Eintragen zugeordnet. Es gilt x = u - G.

wy = (0.0,0) — x,=1(0.0.0.0,0).

w, = (0.0,1) — z,;=1(0,1.1,1.0) = g,

uy, = (0,1,0) — ,=1(0,1,0.1,0) = g,

uy = (0,1,1) — z3=(0,0,1,0,0) = g, +g,,
u, = (1,0,0) — z,=(1,1,0,1,1) =g .
ug = (1,0,1) — x,=(1,0,1,0,1) = g, +g,.
w, = (1.1,0) — x,=1(1.0.0,0,1) = g, +g,.
u; = (L,L,1) — z,=(LLLL1) =g +g,+g

It

Die hier zur Berechnung herangezogenen Basisvektoren gy, g5, g3 — jeweils mit der Lingen = 5 —

entsprechen den k = 3 Zeilen der Generatormatrix G. Anzumerken ist ferner, dass dieser Code wegen
dpin = 1 weder zur Fehlerkorrektur noch zur Fehlererkennung geeignet ist. Trotzdem wird er auch auf

den ndchsten Seiten beispielhaft weiter betrachtet.

Hinweis: An dieser Stelle mochten wir Sie auf ein Interaktionsmodul zum Buch , Digitalsignaliibertragung”
aufmerksam machen, das die Bedeutung und Berechnung von Basisfunktionen vermittelt, wenn auch in
vollig anderem Zusammenhang als in diesem Buch:

Gram-Schmidt—Verfahren (Dateigrof3e: 1.43 MB)
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Systematische Codes (1)

Die im Beispiel auf der letzten Seite verwendeten Vektoren gy, g5, ... , g sind die Basisvektoren des

linearen Blockcodes C. Der Code selbst kann als k—dimensionaler Untervektorraum von GF(2")
angesehen werden. Die Basisvektoren g;, g5, ... , g, sind linear unabhéngig,

Der Untervektorraum C wird aber nicht nur durch die Basisvektoren

g, =(L1011), g,=(01010), g,=(01110

aufgespannt, sondern andere Basisvektoren g';, g', und g'; sind ebenso geeignet, so lange zwischen

diesen die lineare Unabhéingigkeit gewidhrleistet ist.

Beispiel: Wir vergleichen die beiden Codes C und C' mit den Generatormatrizen

74 10001
¢éhl=l01010
g4 00100

Die beiden Codes sind identisch: Sie beinhalten die genau gleichen Codeworte; es gilt nur eine andere
Zuordnung. Bei dem Ubergang von G auf G' wurden folgende erlaubte Operationen ausgefiihrt:

91=9,1+9,. 9>=4,,

u, = (0.0,0) — z4=1(0,0,000) =

w = (0,0,1) — z7=1(0,0,1,00) = x4
w = (01,00 — =z5=1(0,1,0,1,0) = z
u; = (0,1,1) — z5=1(0,1,1,1,0) = x,
w, = (1,0,00) — z/\=(1,0,0,0,1) = gz,
uy = (1.0,1) — zy=(1.0,1,0,1) =
w = (1,1,0) — zi=1(11011) = gz,
u, = (L,1,1) — z;=(LLLL1) = .

Die Codeworte x;. beziehen sich auf die Generatormatrix G. Sie finden diese auf der letzten Seite.

Diese Codetabelle macht nochmals deutlich:
e (Cund C' beinhalten die genau gleichen Codeworte. Sie sind damit identische Codes und besitzen
beide die gleiche Korrekturfihigkeit (siehe nichste Seite).
e (' ist aber nun ein systematischer Code, da die ersten k Bindrstellen eines jeden Codewortes x'

mit den Bindrstellen des Informationswortes u ibereinstimmen.
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Systematische Codes (2)

Die Eigenschaft ,,systematisch” soll nun noch in mathematischer Form angegeben werden.

Definition: Bei einem systematischen (n, k)-Blockcode C,, . beinhaltet jedes Codewort x explizit

Sys
das Informationswort u, das heif3t es gilt

= (U1 U, Ug) — L= (U1.Ua. .o U Thp1eaas Tn) s
und die Generatormatrix hat die spezifische Form

Gays = (I : P)

mit der kxk—Einheitsmatrix I} und einer geeignet zu wahlenden (n — k)*k—Matrix P.

Fiir das Beispiel auf der letzten Seite kann also auch geschrieben werden:

1 00 0 1
Gye =(L;:P) mit =0 1 0| wd P=(1 0
0 01 0 0

Erfreulich aus Sicht der Kanalcodierung ist, dass fiir jeden Code C ein systematischer (identischer oder

zumindest dquivalenter) Code C.., gefunden werden kann.

Sys

Zum identischen Code (das heif3t x und x, ¢ haben die gleichen Codeworte, nur die Zuordnung u — x

ys
ist unterschiedlich) kommt man durch folgende Manipulationen beziiglich G:

e Vertauschen oder Permutieren der Zeilen,
e Multiplizieren aller Zeilen mit einem konstanten Vektor ungleich 0,
e FErsetzen einer Zeile durch eine Linearkombination zwischen dieser Zeile und einer anderen.

Ein identischer systematischer Code kann immer dann gefunden werden, wenn zu einer Generatormatrix
G eine Matrix A existiert, so dass Ggys = A - G gilt. Ist dies nicht moglich, so findet man zumindest

durch Vertauschen oder Permutieren der Spalten von G einen dquivalenten systematischen Code:
Cos = ﬁl:l:} mit ﬁ[} . Permutationsoperator.

Die Codes C und C,, beinhalten dann zwar andere Codeworte, aber sie zeigen gleiche Eigenschaften.

Sys
Beispielsweise weist Cy¢ die gleiche minimale Hamming-Distanz dyyy;,, auf wie der Code C.

Beispiel: Wir betrachten die Generatormatrizen

1100 1010
G= (u 0 1 1_) und - Goys = (u 10 1) |
Gy ergibt sich aus G durch Vertauschen der zweiten und dritten Spalte. Die zugehdrigen Codes

beinhalten unterschiedliche Codeworte und sind somit auch nicht identisch. Aber sie sind dquivalent:
Es handelt sich in beiden Féllen um einen (4, 2, 2)-Blockcode = d,;, = 2:

¢ = {(0,0,0,0),(0,0,1,1),(1,1,0,0),(1,1,1,1)},
Coye = {(0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(1,1,1,1)}.
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Zusammenhang zwischen Generator— und Priifmatrix (1)
Zur Definition dieser beiden Beschreibungsmatrizen gehen wir von folgenden Definitionsgleichungen aus:
z=u-G = z'=G'-u",
H-z'=0.
Verkniipft man diese zwei Gleichungen, so erhdlt man:

H- G .u"=0 vYueGF2") = H.G'=0.

Anzumerken ist, dass in diesen Gleichungen 0 einen Zeilenvektor mit & Elementen bezeichnet und 0 eine
Matrix mit m Zeilen und k Spalten. Alle Elemente von 0 und 0 sind identisch 0.

Beispiel: Wir betrachten wie im Beispiel auf der dritten Seite dieses Kapitels den (5, 3)-Blockcode
C ={(0.0,0. 0.0).

(

( 1.0)
( 1.0),
(0,0,1,0,0).
( 1.1)
( 0.1)
( 0.1)
(

L1L1 1}} .

Ausn =5 und k = 3 folgt fiir die Anzahl der Priifgleichungen m = 2. Durch Analyse der moglichen
Codeworte erhdlt man folgende Ergebnisse:

T Ers = 0. =}-H—1[}DD1

1 00
(1 1 1\
00 1;F=
1
0

Die Nullmatrix besteht hier aus m = 2 Zeilen und k = 3 Spalten. Beispielsweise gilt flir das Element in
der ersten Zeile und der ersten Spalte:

1-1¢0-1¢0-0¢00-1¢1-1=0.

o

=
= =
e

=

Im allgemeinen Fall konnen H und G nicht direkt ineinander umgerechnet werden, schon allein aufgrund
der unterschiedlichen Dimensionen von Priifmatrix (m x n) und Generatormatrix (k x n).
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Zusammenhang zwischen Generator— und Priifmatrix (2)
Der Rechengang vereinfacht sich, wenn die k*n—Generatormatrix in systematischer Form vorliegt:
Gas = (I : P) .
Dann folgt aus H - GT = 0 fiir die mxn—Priifinatrix mit m = n — k:
H=(-P": L.)=[(P":L.)],.. -

Die erste der beiden Gleichungen gilt allgemein. Da wir uns im gesamten Kapitel 1 auf bindre Codes

beschrinken = C € GF(2"), gilt —P = +P, und man erhilt die Form, die wir im Weiteren verwenden.

Beispiel: Wir betrachten weiterhin den beispielhaften (5, 3)-Blockcode, gehen aber nun von der

systematischen Generatormatrix Gy ¢ aus
1 0001
Go=(01 01 0)=(I: P)
00 100
1 00 01
= I3=|010}. P=|1 0 :-PT—(?ég)
001 0 0
Damit erhdlt man fiir die Priifmatrix
_ tpT. (01 0 1 0
H_{P'IEJ_(IDDDI '
und es ergibt sich folgende Codetabelle:
y = (0.0.0) — zo=1(0.0,0.0.0). wy=(1.0.0) — z4=(1.0.0.0.1).
w, = (0.0,1) — z,=1(0,0,1.0,0), g =(1,0.1) — z5=(1,0,1.0,1),
w, = (0.1,0) — z5=(0,1.0.1,0). e =(1.1.0) — zs=(1.1.0.1,1).
w, = (0.1,1) — x;_[Dl.l.l.D}. w-=(1.1.1) — z7;=(1.1.1.1,1).

Zusammen mit dem Vektor x = (uy, Uy, usz, p1, pp) = (X1, X2, X3, X4, X5) lauten dann die Priifbits

=

1 = Uz, P2 =1,
und die entsprechenden Priifgleichungen des Decoders:
T2 + Iy =10. T+ x5 = 0.

Man erkennt aus diesen Gleichungen und auch aus obiger Codetabelle, dass dieser Code gegeniiber
einem Ubertragungsfehler hinsichtlich des dritten Bits (x3 = u3) keinen Schutz bieten. Damit ist natiirlich

weder eine Fehlererkennung und noch weniger Fehlerkorrektur moglich. Gleiches gilt aber auch fiir den
nichtsystematischen Code auf der letzten Seite.
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Darstellung von SPC und RC als duale Codes

Nun sollen fiir die bereits in Kapitel 1.3 behandelten Codes noch jeweils die Generatormatrix G und die
Priifmatrix H angegeben werden. Die Codeldnge sei fiir die folgenden Beispiele stets n = 5, doch lassen
sich die Ergebnisse auch flir andere Codeldngen in gleicher Weise interpretieren. Es gilt flir

¢ den Single—Parity—check Code = SPC (5, 4):

1L 000
01 0 0
001 0
0001

H=(11111,., G=

=t b el

¢ den Wiederholungscode (Repetition Code) = RC (5,1):

1 0001
010 01
00101
00011

G=(11111, H=

Die jeweils erste Gleichung ldsst sich einfach aus der jeweiligen Definition herleiten und die abgeleitete
Gleichung folgt aus der Beziehung H - GT = 0. Aus den obigen Matrizen kann verallgemeinert werden:
¢ Die Generatormatrix des RC (5, 1) ist identisch mit der Priifmatrix des SPC (5, 4). Es handelt sich
jeweils um (5, 1)-Matrizen.
e Die Priifmatrix des RC (5, 1) ist identisch mit der Generatormatrix des SPC (5, 4). Die beiden
Matrizen haben jeweils 5 Spalten und 4 Zeilen.

¢ Dieser Sachverhalt ergibt sich, weil es sich bei den hier betrachteten Beispielen um duale Codes
handelt. Zur Erklirung benétigen wir noch zwei Definitionen:

Definition 1: Zwei lineare Codes C und C', beide aus GF(2"), sind orthogonal, wenn alle Codeworte
X € C zuallen Codeworten x' € C' orthogonal sind. Man bezeichnet C und C"' als duale Codes.

Definition 2: Zwei Codeworte x € GF(2") und x' € GF(2") sind immer dann zueinander
orthogonal, wenn das innere Produkt verschwindet:

-z} = irrfi =0, (z-z')eGF(2").

Wegen der Produktbildung in GF(2") sind auch folgende Codewort—Paare zueinander orthogonal:
((0.1.1.0), (1L1.1.0)y =0, ((0.1.1.0). (0.1.1.0)) =0.

Der Code C spannt einen k—dimensionalen Untervektorraum in GF(2") auf. Der Untervektorraum des

dualen Codes C' ist zu diesem orthogonal und weist die Dimension n — k auf. Damit gilt:

dim{C} 4+ dim{C'} = n.
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Fassen wir die bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels am Beispiel des systematischen Hamming—Codes
nochmals zusammen, der bereits im Kapitel 1.3 ausfiihrlich beschrieben wurde. Dieser (7, 4, 3)-Code

Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.4 Allgemeine Beschreibung linearer Blockcodes

Einige Eigenschaften des (7, 4, 3)-Hamming—Codes

ist gekennzeichnet durch
die Anzahl der Priifgleichungen: m = 3,
die Codelinge: n=2"—-1=17,

die Informationswortlinge: k = n —m = 4,
die Anzahl der Codeworte (Dimension): 2% = 16,

die Rate R= k/n =4/7,
die minimale Distanz d,;, = 3 (unabhéngig von m, n und k).

In der obigen Tabelle sind die 2k = 16 Codeworte angegeben (Informationsbit schwarz, Priifbit rot).

0000000 |(0l00111|]|1000101|| /1100010
0001011/ [|(olo1100 |(lool110||[1101001]|
0010110 (0110001 |(1010011||(1110100|
[0o11101|||0o111010|||1011000]| 1111111

Man erkennt daraus, dass

e der Code sowohl das 0—Wort (0000000) als auch das 1-Wort (1111111) beinhaltet,
e es siecben Codeworte gibt, die sich aus (0001011) jeweils durch zyklische Verschiebung ergeben

e es siecben Codeworte gibt, die sich aus (0011101) jeweils durch zyklische Verschiebung ergeben

¢ zu jedem Codewort auch das ,negierte” Codewort existiert, zum Beispiel neben (0001011) auch

(alle gelb

(alle griin

hinterlegt),

hinterlegt),

das Codewort (1110100),
e die Priifmatrix wie folgt geschrieben werden kann:

e dementsprechend fiir die

oo O

G
()
1
()
()

={PT:

eneratorma

=0 = O O
= OO O
L B

I.'i)

o R |

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT)

37160

Technische Universitat Minchen




Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Binédre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Blockschaltbild und Voraussetzungen

Wir gehen von dem bereits im Kapitel 1.2 gezeigten Blockschaltbild aus, wobei als Kanalmodell meist
der Binary Symmetric Channel (BSC) verwendet wird. Zur Codewortschitzung verwenden wir den

Maximum-—Likelihood—-Entscheider (ML), der fir binire Codes = x € GF(2") das gleiche Ergebnis
liefert wie der M AP-Empfanger.

Eanaldecoder
Kanalcoder @ | &  ~—cccmmmmmeeeee ==

I
L] ! : & 'y
= Maximum | = =yl ! =
I
[

Die Aufgabe des Kanaldecoders kann wie folgt beschrieben werden:

Digitaler
Kanal (BSC)

e Der Vektor v nach der Decodierung (an der Sinke) soll moglichst gut mit dem Informationswort u
ibereinstimmen. Das heif3t: Die Blockfe hlerwahrscheinlichkeit soll moglichst klein sein:

Pr(Blockfehler) = Pr(z # u) - Minimum.
¢ Aufgrund der deterministischen Zuweisungen x = enc(x) bzw. v = enc_l(g) gilt aber auch:
Pr(Blockfehler) = Pr(z # z) L Minimum .

e Gesucht ist somit das zum gegebenen Empfangswort y = x + e am wahrscheinlichsten gesendete
Codewort x;, das als Ergebnis z weiter gegeben wird:

Z = arg max Fl’[L‘ |E:'

z; eC
e Beim BSC—Kanal gilt sowohl x; € GF(2") als auchy € GF(2"), so dass die ML—Regel auch mit

der Hamming—Distanz dy(y, x;) geschrieben werden kann:

z=arg min duly, r,).
ll: =i -
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Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Prinzip der Syndromdecodierung

Vorausgesetzt wird hier ein (1, k)-Blockcode mit der Priifmatrix H und den systematischen Codeworten
T
Mit dem Fehlervektor e gilt dann fiir das Empfangswort:

e GF(2"). z € GF(2"). e € GF(2").

T = (T1.T9, ... T, .... =

(U1 U voes W Ple s Prack ) -

E=£+E-

Ein Bitfehler an der Position 7, das heif3t y; # x;, wird ausgedriickt durch den Fehlerkoeffizienten e; = 1.

Definition: Das Syndrom s = (s, Sy, ... , S;;_1) berechnet sich (als Zeilen— bzw. Spaltenvektor) aus

dem Empfangswort y und der Priifmatrix H in folgender Weise:
§=E-HT bzw. §T=H-ET.

Die Vektorlinge von s ist gleich m = n — k (Zeilenzahl von H).

Das Syndrom s zeigt folgende Charakteristika:
e Wegenx - H = 0 hdngt s nicht vom Codewort x ab, sondern allein vom Fehlervektor e:
g:E-HT =£-HT—|—§-HT= E-HT.

¢ Bei hinreichend wenig Bitfehlern liefert s einen eindeutigen Hinweis auf die Fehlerpositionen und
ermoglicht so eine vollstindige Fehlerkorrektur.

Beispiel: Ausgehend vom systematischen (7, 4, 3)-Hamming—Code erhdlt man beispielsweise fiir
den Empfangsvektor y = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1) das folgende Ergebnis:

0

o/t 110100 |1 0
Hy'=[0111010]) |1|=[1]=¢
1101001 |0 1

(
\1/
Vergleicht man das Syndrom mit den Priifgleichungen des Hamming—Codes, so erkennt man, dass

¢ am wahrscheinlichsten das vierte Symbol (x4 = u4) des Codewortes verfdlscht wurde,
e der Codewortschitzer somit das Ergebnis z= (0, 1, 1, 0, 0, 0, 1) liefern wird.
e die Entscheidung nur dann richtig ist, wenn bei der Ubertragung nur ein Bit verfilscht wurde.

Nachfolgend sind die erforderlichen Korrekturen fiir den (7, 4, 3)-Hamming—Code angegeben, die
sich aus dem errechneten Syndrom s entsprechend den Spalten der Priifmatrix ergeben:

s = (0.0.0) = keine Korrektur; s=(1.0.0) = p, invertieren;
s = (0,0.1) = p; invertieren; s=(1.0.1) = uy invertieren ;
5 (0.1.0) = po invertieren; s=(1.1.0) = ug invertieren ;
5 (0. 1. 1} = w4 1nvertieren: s=(1.1. l} = U9 1nvertieren.
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Verallgemeinerung der Syndromdecodierung (1)

Wir fassen die Ergebnisse der letzten Seiten zusammen, wobei wir weiterhin vom BSC—Kanalmodell

ausgehen. Das bedeutet: y und e sind Elemente von GF(2"), wéhrend die moglichen Codeworte x; zum

Code C gehoren, der einen (n — k)—dimensionalen Untervektorraum von GF(2") darstellt. Dann gilt:

e Die Syndromdecodierung ist eine Realisierungsmdglichkeit der Maximum-Likelihood—Detektion
von Blockcodes. Man entscheidet sich flir das Codewort mit der geringsten Hamming—Distanz
zum Empfangswort:

z = arg min fi][[f;. L‘j'-
o f:L

¢ Die Syndromdecodierung ist aber auch die Suche nach dem wahrscheinlichsten Fehlervektor e,
der die Bedingung ¢ - HT = s erfiillt. Das Syndrom liegt dabei durchs =y - H' fest.
e Mit dem Hamming—Gewicht wy(e) kann die zweite Interpretation auch wie folgt mathematisch

formuliert werden:

z=y+arg min wyle;).
£ g, GF(2n)

Zu beachten ist, dass der Fehlervektor ¢ ebenso wie der Empfangsvektor v ein Element von GF(2") ist
im Gegensatz zum Syndrom s € GF(2"™) mit der Anzahl m = n — k der Priifgleichungen. Das bedeutet,
e dass die Zuordnung zwischen Syndrom s und Fehlervektor e nicht eindeutig ist, sondern

e dass jeweils 2K Fehlervektoren zum gleichen Syndrom s flihren, die man zu einer Nebenklasse
(englisch: Coset) zusammenfasst.

e == “‘.

Die Grafik verdeutlicht diesen Sachverhalt am Beispieln =5und k=2=m=n—-k = 3.

Svndrom S,

Coset ¥,

¢ Die insgesamt 2" = 32 moglichen Fehlervektoren e werden in 2" = 8 Nebenklassen ¥, ... , ¥

aufgeteilt, auch ,,Cosets” genannt. Explizit gezeichnet sind hier nur die Cosets ¥ und ¥s.
e Alle 2F = 4 Fehlervektoren des Cosets ¥, fihren zum gleichen Syndroms,. Zudem hat jede
Nebenklasse einen Anflihrer e, ndmlich denjenigen mit dem minimalen Hamming-Gewicht.

Die Vorgehensweise bei der Syndromdecodierung wird auf den nichsten Seiten nochmals ausfiihrlich an
einem Beispiel erldutert.
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Verallgemeinerung der Syndromdecodierung (2)

Die Syndromdecodierung wird hier am Beispiel eines systematischen (5, 2, 3)-Codes beschrieben:
C = {(0.0.0.0. 0). (0.1.0,1.1). (1.0.1.1.0). (1.1.1.0. 1}} .
Generatormatrix und Priifmatrix lauten:

10
G:(lﬂlln).H=ll
0 1

1
(0
01 011 0

o R e
|l R

Die Tabelle fasst das Endergebnis zusammen.

Index x| Syndrom s, Nebenklasse ¥, inklusive ,Anfihrer” ¢,
0 (0,0,0) 0,0,0,0,0) (1,0,1,1,0) (0,1,0,1,1) (1,1,1,0,1)
1 (0,0,1) 0,0,0,0,1) (1,0,1.1,1) (0,1,0,1,0) (1,1.1,0,0)
2 0,1,0) 0,0,0,1,0) (1,0,1.0,0) (0,1,0,0,1) (1,1.1,1,1)
3 (1,0,0) 0,0,1,0,00 (1,0,0,1,0) (0,1,1,1,1) (1,1,0,0,1)
4 (0,1,1) 0,1,0,0,0) (1,1,1,1,0) (0,0,0,1,1) (1,0.1,0,1)
5 (1,1,0) 1,0,0,0.0) (0,0,1.1,0) (1,1,0.1,1) (0.1.1,0,1)
6 (1,0,1) 1,1,0,0.0) (0,1,1.1,0) (1,0,0.1,1) (0,0,1,0,1)
7 (1,1,1) 0,1,1,0.0) (1,1,0,1,0) (0,0,1,1,1) (1,0,0,0,1)

Zur Herleitung dieser Tabelle ist anzumerken:
® Die Zeile 1 bezieht sich auf das Syndrom s, = (0, 0, 0) und die dazugehérige Nebenklasse ¥,.

Am wahrscheinlichsten ist hier die Fehlerfolge (0, 0, 0, 0, 0) = kein Bitfehler, die wir als
Nebenklassenanfiihrer ¢ bezeichnen. Auch die weiteren Eintrdge in der ersten Zeile, ndmlich

(1,0,1,1,0),(0, 1,0, 1, 1) und (1, 1, 1, O, 1), liefern jeweils das Syndrom s, = (0, 0, 0),
ergeben sich aber nur mit mindestens drei Bitfehlern und sind entsprechend unwahrscheinlich.

® In den Zeilen 2 bis 6 beinhaltet der jeweilige Nebenklassenanfihrer e, genau eine einzige Eins.
Dementsprechend ist e, stets das wahrscheinlichste Fehlermuster der Klasse ¥, (u = 1, ..., 5).
Die , Mitliufer” ergeben sich erst bei mindestens zwei Ubertragungsfehlern.

e Das Syndromsg = (1, 0, 1) ist mit nur einem Bitfehler nicht mdglich. Bei der Erstellung obiger
Tabelle wurden darauthin alle ,,5 tiber 2” = 10 Fehlermuster e mit Gewicht wy(e) = 2 betrachtet.
Die zuerst gefundene Folge mit Syndrom s = (1, 0, 1) wurde als ¢4 = (1, 1, 0, 0, 0) ausgewdhit.
Bei anderer Probierreihenfolge hétte sich auch die Folge (0, 0, 1, 0, 1) aus ¥, ergeben konnen.

e Ahnlich wurde bei der Bestimmung des Anfiihrers e; = (0, 1, 1, 0, 0) der Nebenklasse ¥
vorgegangen, die durch das einheitliche Syndroms; = (1, 1, 1) gekennzeichnet ist. Auch in der
Klasse ¥ gibt es eine weitere Folge mit Hamming—Gewicht wy(e) = 2, ndmilich (1, 0, 0, 0, 1).

Die Beschreibung wird auf der nichsten Seite fortgesetzt.
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Verallgemeinerung der Syndromdecodierung (3)
Das Beispiel der letzten Seite wird fortgesetzt. Beachten Sie bitte bei der Tabelle, dass der Index y nicht
identisch ist mit dem Bindrwert von s,,. Die Reihenfolge ergibt sich vielmehr durch die Anzahl der Einsen
im Nebenklassenanftihrer e,,. So ergibt sich beispielsweise das Syndrom s5 zu (1, 1, 0) und das Syndrom
Se = (1, 0, 1)

Index | Syndrom s, Nebenklasse ¥, mklusive ,Anfihrer” g,
0 (0,0,0) 0,0,0,0,0) (1,0,1.1,0) (0,1,0.1,1) (1.1.1,0,1)
1 (0,0,1) 0,0,0,0,1) (1,0,1.1.1) (0,1,0,1,0) (1,1.1,0,0)
2 (0,1,0) 0,0,0,1,00 (1,0,1,0,0) (0,1,0,0,1) (1,1.1,1,1)
3 (L,0,0) 0,0,1,0,00 (1,0,0,1,0) (0,1,1,1,1) (1,1,0,0,1)
4 (0,1,1) 0,1,0,0,0) (1,1,1,1,0) (0,0,0,1,1) (1,0.1,0,1)
5 (1,1, 0) 1,0,0,0.0) (0,0,1.1,0) (1,1,0,1,1) (0,1.1,0,1)
6 (1,0,1) 1,1,0,0.0) (0,1,1.1,0) (1,0,0.1,1) (0,0,1,0,1)
7 (1,1.1) 0,1,1,0.0) (1,1,0,1,0) (0,0,1,1,1) (1,0,0,0,1)

Die obige Tabelle muss nur einmal erstellt und kann beliebig oft genutzt werden. Lautet beispielsweise
der Empfangsvektor y = (0, 1, 0, 0, 1), so muss zundchst das Syndrom ermittelt werden:

110
(D 1 1\
g:E-HT:{D lEI'Dl:I- 1 00 :{Dl D}:gg.
0 1 0
LEI' 0 1 J
Mit dem Nebenklassenanfiihrer e, = (0, 0, 0, 1, 0) aus obiger Tabelle (roter Eintrag fiir Index 2) gelangt

man schlieBlich z7um Decodierergebnis:

z=y+e,=1(0,1.0.0.1)+(0.0.0 1.0) = (0. 1.0. 1. 1).

Aus dieser Kurzzusammenfassung geht schon hervor, dass die Syndromdecodierung mit einem enormen
Aufwand verbunden ist, wenn man nicht wie bei zyklischen Codes gewisse Eigenschaften nutzen kann.
Bei gro3en Blockcodelingen versagt diese Methode vollstandig. So miisste man zur Decodierung eines
BCH—-Codes — die Abkiirzung steht fiir deren Erfinder Bose, Chaudhuri und Hocquenghem — mit den

Codeparametern n = 511, k = 259 und d,;;, = 61 genau 2°1-259 1076 Fehlermuster der Léange 511

auswerten und abspeichern. Fiir diese Codes und auch fiir andere Codes grof3er Blocklinge gibt es aber
spezielle Decodieralgorithmen, die mit weniger Aufwand zum Erfolg fiihren.
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Codiergewinn — Bitfehlerrate bei AWGN

Wir betrachten nun die Bitfehlerrate (englisch: Bit Error Rate, BER) fiir folgende Konstellationen:
e Hamming—Code (7, 4, 3),
o AWGN-Kanal, gekennzeichnet durch den Quotienten E/N (in dB),
e Maximum-Likelihood—Detektion (ML) mit Hard Decision bzw. Soft Decision.

100

—
[
=
|
A

Gewinn ca. 1.5 dB

1032

Gewinn ca. 0.4 dB

103

Bitfehlerrate

Ohne Codierung
10— O O O Hamming (7,4,3)

Hard Decision (ML—HD)
X X ®Xx Hamming (7,4,3)
Soft Decision (ML—5D)

10—

10-°¢

] 2 4 ] 3 1IEI 12
10 -Ig (Eg/N,)indB ——»

Zu dieser Grafik ist anzumerken:

e Die schwarze Vergleichskurve gilt beispielsweise fiir die bindre Phasenmodulation (BPSK) ohne
Codierung. Hierfiir bengtigt man fiir die Bitfehlerrate 10> etwa 10 - Ig Ep/Ny= 9.6 dB.

e Die roten Kreise gelten fiir den (7, 4, 3)-Code und harte Entscheidungen des MIL—Decoders
(ML-HD). Die Syndromdecodierung ist hierfiir eine mogliche Realisierungsform.

¢ Diese Systemkonfiguration bringt erst fiir 10 - g Eg/N, > 6 dB eine Verbesserung gegeniiber dem
Vergleichssystem. Fiir BER = 10~ benétigt man nur noch 10 - Ig £ B/Ny= 9.2 dB.

e Die griinen Kreuze fir den Hamming—Code mit Soft-Decision (ML—-SD) liegen im gesamten
Bereich unterhalb der Vergleichskurve. Fiir BER = 107> ergibt sich 10 - Ig (Eg/Ny) = 7.8 dB.

Definition: Als Codiergewinn einer Systemkonfiguration (gekennzeichnet durch seinen Code und die
Art der Decodierung) bezeichnen wir das gegeniiber dem Vergleichssystem (ohne Codierung) kleinere
10 - Ig (Eg/Ny), das fiir eine vorgegebene Bitfehlerrate (BER) erforderlich ist:

Goodel System | BER ) =

= 10-1g Eg/Ny (ohne Codierung |BER ) — 10 - 1g Eg /Ny ( System |BER).

Angewendet auf obige Grafik erhdlt man:

Goode( Hamming (7. 4.3). ML — HD|BER = 10" ) = 0.4dB.
Geodel Hamming (7, 4. 3), ML — SD|BER = 107" ) = 1.8dB.

Lehrstuhl far Nachrichtentechnik (LNT) 43/ 60 Technische Universitat Minchen



Buch: Einfithrung in die Kanalcodierung Lemtutorial LNT www (online unter www.Intwww.de)
Kapitel: 1 Bindre Blockcodes mr Kanalcodierung Abschnitt: 1.5 Decodierung linearer Blockcodes

Decodierung beim Binary Erasure Channel (1)

Abschliefend soll noch gezeigt werden, in wie weit der Decoder zu modifizieren ist, wenn anstelle des
BSC-Modells (Binary Symmetrie Channel) das BEC-Kanalmodell (Binary Erasure Channel) zum
Finsatz kommt, der keine Fehler produziert, sondern unsichere Bit als Ausloschungen markiert.

Beispiel: Nebenstehende Grafik zeigt |[ger n=(0,1) é u=(0,1) REC
das Systemmodell und gibt beispielhafte Coden
Werte fiir die einzelnen Vektoren wider. x = encix)
Der linke Bildteil (blau hinterlegt) gilt fiir L o

das BSC—Modell (ein Bitfehler 0 - 1)|  ~ ©,1,0,1,1) é x=0,1,0,1,1)
und der rechte (griin hinterlegt) fiir das BSCK“ﬂ:BFC
BEC—Modell (zwei Erasures 1 — E).

¥y=(0,1,1,11) é y=(0,E,0,E, 1)

Codewortfinder
ry—>z

z=(0.1,0,11) é 2=(0,1,0,11)

Decoder-BMapping:
o = enc1(g)

b=(0) § =1

Ohne Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit betrachten wir wie im Beispiel auf Seite 3¢ dieses
Kapitels wieder den systematischen (5, 2, 3)-Blockcode mit den vier Codeworten

¢ ={(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1), (1,0,1,1,0), (1,1,1,0,1)}.

Man erkennt:
e Bei BSC kann wegend,;, = 3 nur ein Bitfehler (# = 1) korrigiert werden (rot markiert).
Beschridnkt man sich auf Fehlererkennung, so funktioniert diese bis zu e = d,;;, — 1 = 2 Bitfehler.

¢ Bei BEC macht Fehlererkennung keinen Sinn, denn bereits der Kanal lokalisiert ein unsicheres
Bit als Erasure E (Ausloschung). Die Nullen und Einsen im BEC—-Empfangswort y sind sicher.
Deshalb funktioniert hier die Fehlerkorrektur bis zu e = 2 Ausléschungen mit Sicherheit.

e Auche = 3 Ausloschungen sind manchmal noch korrigierbar. So kann y = (E, E, E, 1, 1) zu
z=1(0, 1,0, 1, 1) korrigiert werden, da kein zweites Codewort mit zwei Einsen endet. Dagegen
isty = (0, E, 0, E, E) aufgrund des im Code erlaubten Nullwortes nicht korrigierbar.

e Wird sichergestellt, dass in keinem Empfangswort mehr als zwei Ausloschungen vorkommen, so
ist die BEC—Blockfehlerwahrscheinlichkeit Pr(z # x) = Pr(v # u) identisch 0. Dagegen ist die
entsprechende Blockfehlerwahrscheinlichkeit beim BSC—Modell stets grof3er als 0.

Da nach dem BEC ein jedes Empfangswort entweder richtig oder gar nicht decodiert wird, nennen wir
hier den Block y — z zukiinftig ,,Codewortfinder”. Eine ,,Schitzung” findet nur beim BSC—Modell statt.
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Decodierung beim Binary Erasure Channel (2)

Wie funktioniert aber nun die Decodierung eines Empfangswortes y mit Ausloschungen algorithmisch?
Ausgehend vom Empfangswort y = (0, E, 0, E, 1) des letzten Beispiels setzen wir den Ausgang des
Codewortfinders formal zuz= (0, zp, 0, z4, 1), wobei die Symbolez, undz; (jeweils 0 oder 1)

entsprechend der folgenden Gleichung zu bestimmen sind:
:H' =0 = H-z"=0".
Es geht nun darum, diese Bestimmungsgleichung moglichst effizient umzusetzen.
Beispiel: Wir betrachten wieder den auf der letzten Seite skizzierten Fall mit dem Empfangsvektor
y=1(0, E, 0, E, 1). Damit ergeben sich folgende Rechenschritte:
e Mit der Priifmatrix H des (5, 2, 3)-Blockcodes und dem Vektor z = (0, z5, 0, z4, 1) lautet die

obige Bestimmungsgleichung:
0
1L 01 00 22 (0
H-:'=|11010)-{0}=]0
01 0 01

) v

® Wir fassen die sicheren (korrekten) Bit z7um Vektor zx zusammen und die ausgeloschten Bit zum

Vektor zg. Dann teilen wir die Priifmatrix H in die entsprechenden Teilmatrizen Hy und H auf:

:-:[D[}l} H]{:

=

0
0 = Spalten 1. 3 und 5 der Priifmatrix.
1

zp = (23,29), Hg= = Spalten 2 und 4 der Priifmatrix.

11
10
0 0
0 0
11
1 0

e Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass in GF(2) die Subtraktion gleich der Addition ist, lasst
sich die obige Gleichung wie folgt darstellen:

,T T _ T T T
Hx -zgx +He-2p =0 = Hg-zgp=Hk- 2

0 0 ) 110 0 0
:,.11.(:2):100.0:0
10 = 001 1 1

¢ Dies flihrt zu einem linearen Gleichungssystem mit zwei Gleichungen flir die beiden unbekannten
zp und z4 (jeweils 0 oder 1). Aus der letzten Zeile erhdlt man z, = 1 und aus der zweiten Zeile

folgt somit z, + z4 =0 = z4 = 1. Damit ergibt sich das zuldssige Codewort z= (0, 1, 0, 1, 1).
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Distanzspektrum eines linearen Codes (1)

Wir gehen weiterhin von einem linearen und bindren (7, k)-Blockcode C aus. Ein wesentliches Ziel des
Codedesigns ist es, die Blockfehlerwahrscheinlichkeit Pr(v # 1) = Pr(z # x) mdglichst gering zu
halten. Dies erreicht man unter anderem dadurch, dass
¢ die minimale Distanz d,;, zwischen zwei Codeworten x und x' mdglichst grof ist, so dass man bis
zu t = | (dy,—1)/2] Bitfehler richtig korrigieren kann;
e gleichzeitig die minimale Distanz d;, = worst—case moglichst selten aufiritt, wenn man alle

zuldssigen Codeworte berticksichtigt.

Definition: Wir benennen die Anzahl der Codeworte x' € C mit der Hamming-Distanzi vom
betrachteten Codewort x des gleichen Codes C mit W;(x), wobei gilt:

Wiz) = |[{z,z' € C|dulz, ') =i}].

Man bezeichnet diesen Wert auch als Vielfachheit (englisch: Multiplicity).

Die Betragsstriche kennzeichnen hierbei die Anzahl der Codeworte x', die die Bedingung { ... } erfiillen.

Beispiel: Wir betrachten den (5, 2)-Blockcode C mit der Generatormatrix

10110
G=(L} 101 1)'

Die nachfolgende Tabelle zeigt die Hamming—Distanzen zwischen allen Codeworten x mit den vier
moglichen Bezugsworten xy, ... , X3.

x=1(0,0,000)=x, x=(0,1,01 1)=x

£°=(0,0,0,0,0) = dylx, x) = ‘= (0,0,0,0,0) = dylx,x) =3
'E{:{U:- ]-:-n:- ]-:- 1} = v {={U, ].,U, 1, 1} == dH{-l:J-Er} =0

N
B
o
—
I
e o
Tl

x=(10,1,1,0) = dgx.x) =3 | x*=(1,0,1,1,0) = dulxx) =4
x=(1,1,1,01) = dglxx) =4 | x=(1,1,1,01) = dylxx) =3
x=(1,0/110)=x, x=(1,1,10 1)=x;5

'E{:{U:-ﬂrﬂ:-ﬂrﬂ} = d‘H{'E-“E‘} =3 £{={U,U,U,U,ﬂ} == dH{-l:J-Er} =4
£=0,1,0,11) = dyixx) =4 |x=0,1,0,1,1) = dylt, x9) =2
x‘=(1,0,110) = dyglx,x) =0 | x'=(1,0,110) = dylxx9) =3
£=(1,1,1,0,1) = dgxx) =3 |x=(1,1,1,0,1) = dyle,x) =0

Man erkennt, dass unabhéingig vom Bezugswort x; gilt:

Wo=1 Wi=Wi=0, Wi=2, Wy=1 = dnn=3.
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Distanzspektrum eines linearen Codes (2)

Nicht nur im letzten Beispiel, sondern bei jedem linearen Code ergeben sich fiir jedes Codewort die
gleichen Vielfachheiten ;. Da zudem das Nullwort 0 = (0, 0, ..., 0) Bestandteil eines jeden linearen

Bindrcodes ist, lasst sich die Definition der letzten Seite auch wie folgt formulieren:

Definition: Das Distanzspektrum eines linearen bindren (n, k)-Blockcodes ist die Menge {W;} mit
i=0,1, ..., n. Hierbei gibt W; die Anzahl der Codeworte x € C mit Hamming-Gewicht wy(x) = 7 an.
Oft beschreibt man die Menge {W;} auch als Polynom mit einer Pseudovariablen X:

(Wi} & W)= W, Xi' =Wo+ Wy - X+ Wy X4 .. + W, X",
i=0

Man bezeichnet W(X) auch als Gewichtsfunktion (englisch: Weight Enumerator Function, WEF).

Beispielsweise lautet die Gewichtsfunktion des (5, 2)—-Codes
C={(0,0,0,0,0), (0,1,0,1,1), (1,0,1,1.0), (1,1,1,0.1)}

vom Beispiel auf der letzten Seite
WX)=1+2.- X"+ X*,

Wie aus der Tabelle seiner Codeworte hervorgeht, erhilt man fiir den (7, 4, 3)-Hamming—Code:
WX)=1+7- X +7- X'+ X7,

Die Uberflihrung des Distanzspektrums {W;} in die Gewichtsfunktion W(X) bietet zudem bei manchen

Aufgabenstellungen grofle numerische Vorteile. Ist beispielsweise die Weight Enumerator Function
W(X) eines (n, k)-Blockcodes bekannt, so gilt fiir die WEF des hierzu dualen (n, n—k)—Codes Cpy,r:

.

. 14+ X)" 1 =X
" ]JLI:'LI.I:‘Y} = % -1 (1_’_—1{) .

Beispiel: Gesucht ist die Gewichtsfunktion W(X) des Single Parity—check Codes mitn = 6, k =5
= SPC (6, 5). Man erhilt diese durch Vergleich aller 2> = 32 Codeworte mit dem Nullwort:

Wapce.s(X)=14+15-X2 +15 - X* + X5,
Unter Berticksichtigung obiger Gleichung kommt man sehr viel schneller zum gleichen Ergebnis:

e Der zu SPC (6, 5) duale Code ist der Repetition Code RC (6, 1) mit nur zwei Codeworten
(0,0,0,0,0,0)und (1, 1, 1, 1, 1, 1), die sich in keiner bzw. allen Bitpositionen unterscheiden:

Wroe, 1)(X) =1+ X5,
e Daraus folgt fiir die Gewichtsfunktion des SPC (6, 5) nach obiger Gleichung mit k£ = 1:

Wspogs,5(X) = m;—]ﬂ W L+((1 - X)/Q + X)) =

=1/2- [Q+XPF+(1-X)f] =1+15-X*+15- X* + X®.
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Union Bound der Blockfehlerwahrscheinlichkeit

Wir betrachten wie im Beispiel zum Distanzspektrum den (5, 2)-Blockcode C = {xy, x;, X5, X3}

und setzen voraus, dass das Codewort xy gesendet wurde. Die Grafik verdeutlicht den Sachverhalt).

GF(27) El. e Richtige Entscheidung fiir x,

Entscheidung eher fiir x, als fiir x,

Entscheidung eher fiir x, als fiir x;,

X7 * Entscheidung eher fiir x, als fiir x;

Im fehlerfreien Fall wirde dann der Codewortschitzer z = x liefern. Andernfalls kime es zu einem

Blockfehler (das heifit z # x und dementsprechend v # 1) mit der Wahrscheinlichkeit
Pr(Blockfehler) = Pr [z, — z,] U [z, — 2] U [z, — z4]) .
Das Ereignis ,,Verfilschung von x;, nach x;” tritt fiir ein gegebenes Empfangswort v entsprechend der
MIL—Entscheidungsregel genau dann ein, wenn fiir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gilt:
[y~ ] = flaply) < flzly)-
Da [xg = x1], [xg = X3], [xg — X3] nicht notwendigerweise disjunkte Ereignisse sind (die sich somit

gegenseitig ausschliefen wiirden), ist die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge kleiner oder
gleich der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten:

Pr(Blockfehler) < Prlz, — z,] + Pr[z, — z,] + Pr[z, — z4].

Man nennt diese obere Schranke fiir die (Block—)Fehlerwahrscheinlichkeit die Union Bound. Diese
wurde bereits im Kapitel 4.3 des Buches , Digitalsignaliibertragung” verwendet.

Verallgemeinern und formalisieren wir diese Ergebnisse (sowohl x als auch x' gehéren zum Code C):

Blockfehlerwahrscheinlichkeit :
Pr(Blockfehler) = Pr [ | ) [z 2]
T'#Fx
Obere Schranke nach der Union Bound:
Pr(Union Bound) < Z Prjz — 2],

z'#Ex

Paarweise Fehlerwahrscheinlichkeit (nach dem MAP— bzw. ML—Kriterium):
Priz— 2] = Prf(z|y) < f(Z]y)] -

Auf den ndchsten Seiten werden diese Ergebnisse auf verschiedene Kanéle angewendet.
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Union Bound fiir das BSC—Modell

Wir betrachten weiterhin den beispielhaften (5, 2)-Code:

x,=1(0,0,0,0,0)
X) = 0,1,0,1,1) Maximum
C=|x=001,10 Likelihood| > & € €
x;=(1,1,1,0,1) Digitaler
Kanal (B5C)

Fiir den digitalen Kanal verwenden wir das BSC-M odell (Binary Symmetric Channel):
Priy =1|z=0) = Pry=0|x=1)=Pr(e =1) ==,
Priy =0jz=0) = Pry=1|r=1)=Prlfe =0) =1-
Die beiden Codeworte x = (0, 0, 0, 0, 0) und x; = (0, 1, 0, 1, 1) unterscheiden sich in genaud = 3
Bitpositionen, wobei d die Hamming-Distanz zwischen x, und x; angbt. Ein falsches Decodierergebnis
[xg — x;] erhdlt man immer dann, wenn mindestens zwei der drei Bit an den Bitpositionen 2, 4 und 5
verfilscht werden. Die Bitpositionen 1 und 3 spielen hier dagegen keine Rolle, da diese flir x, und x;

gleich sind. Da der betrachtete Code ¢t = [(d-1)/2] = 1 Fehler korrigieren kann, gilt:
d d—i 3 2 _ 3\ 3
U —e) =(2)"‘ _‘+(3)”‘=
i= |'+] ’ ’

- —g)+ = = Prlg, — z,].
und x5 unterscheiden sich in vier Bitpositionen. Zu einer falschen Decodierung des

Fl‘[ﬁu = i]] =

Die Codeworte x

Blocks kommt es deshalb mit Sicherheit, wenn vier oder drei Bit verfilscht werden. Eine Verfalschung
von zwei Bit hat mit 50—prozentiger Wahrscheinlichkeit ebenfalls einen Blockfehler zur Folge, wenn man

hierfiir eine Zufallsentscheidung voraussetzt:
Prizy —x3] =c'+4.27 . (1 —g)+1/2.6.27.
Daraus ergibt sich fiir die ,,Union Bound”:
Pr(Union Bound) = Pr[z, — x,] + Pr|z, — x5 + Pr[z, — z4] > Pr(Blockfehler).

In der Tabelle sind die Ergebnisse fiir verschiedene Werte des BSC—Parameters € zusammengefasst:

£ Prfxy = x;] | Prlxy = x;] | Prlxy > x3] | Union Bound
101 2.8-10% 2.8-10% 28-102 8.4-10%
102 29810 29810 198 . 104 8.94 .10
1073 | 2998.10°% 2.998 - 1076 2.998 - 1076 8.994 . 1076
10~ ] 29998 10% | 29998 .10% | 29998-10% | 89994 .10%

Zu erwéhnen ist, dass die vollig unterschiedlich zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten Pr(x, — x;) und

Pr(xy — x3) genau das gleiche Ergebnis liefern.
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Die obere Schranke nach Bhattacharyya (1)

Eine weitere obere Schranke fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit wurde von Bhattacharyya angegeben:
Pr(Blockfehler) < W{X = ) — 1 = Pr(Bhattacharvya).
Hierzu ist anzumerken:

e W(X) ist die zu Beginn dieses Kapitels 1.6 definierte Gewichtsfunktion, die den verwendeten
Kanalcode charakterisiert.

e Der Bhattacharyya—Parameter 5 kennzeichnet den digitalen Kanal. Beispielsweise gilt:

A fiir das BEC — Modell.
4.5.(1—¢) fiir das BSC — Modell.
exp|—R - Ep/Ny| fitlr das AWGN — Modell.

g =

e Die Bhattacharyya—Schranke liegt stets (und meist deutlich) oberhalb der Kurve fiir die ,,Union
Bound”. Mit dem Ziel, eine fiir alle Kanile einheitliche Schranke zu finden, miissen hier sehr viel
grobere Abschidtzungen vorgenommen werden als flir die Herleitung der Union Bound.

Bhattacharyya—Schranke fiir das BSC-Modell
Fiir die paarweise Verfilschungswahrscheinlichkeit des BSC—Modells wurde vorne hergeleitet:

o o
r . . { . .
Pr . — e (1 == d—i _ 21 == d—i .
wenl= 3 ()= ¥ (1) ea-e
i=|(d—1)/2 i=[d/2]
Hierbei kennzeichnet € = Pr(y = 1| x = 0) = Pr(y = 0] x = 1) < 0.5 das BSC—Modell und d = dy(xy, X;)
gibt die Hamming—Distanz der betrachteten Codeworte an.

Um zur Bhattacharyya—Schranke zu kommen, miissen folgende Abschitzungen getroffen werden:

b Fiirallei<dgﬂtgi-(1_g)d*i£[8.(1_6)]d/2:

i

Prlzy -z, <[e-(1-))?- ) (f)

i=[d/2]

¢ Anderung beziiglich der unteren Grenze der Laufvariablen i:
o i
> (f‘) <) (“) =2, 3=2.\/e-(1—¢) = Prlgyr z,]=73"%
1 1
i=[d}2] i=0

¢ Umsortierung gemidll den Hamming—Gewichten W; (Hamming—Distanz d = i kommt W; mal vor):
Pr(Blockfehler) < » W, 5 =14+ W 54+Wy: 2 +... + W, 5",
i=1
e Mit der Gewichtsfinktion W(X) =1+ Wy - X+ Wy - X2+ .+ W, - X"

Pr(Blockfehler) < W{X = ) — 1 = Pr(Bhattacharyva).
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Die obere Schranke nach Bhattacharyya (2)

In der Tabelle ist die Bhattacharyya—Schranke fiir verschiedene BSC—Parameter ¢ abgegeben, giiltig fiir
den beispielhaften (5, 2)-Code. Fiir diesen gilt:

Wo=1, Wy =Wa=0, Wy=2,

=2, Wy=1 = W{X)=1+2. X"+ X*
= Pr(Blockfehler) < W(4) —1

= 2.3 + 3' = Pr(Bhattacharvva).

£ Fi) 253 i Battacharyya| Union Bound
107! | 0600 [432-1071|130-1071 | S62-1070 | 8.40-107°
102 | 0199 | 1.58-102 | 1.57-1073 1.74-1072 8.94 . 104
1073 | 0063 |500.104[1.58-10% | 5161074 9.00 . 108
10~ | 0.020 | 1.60-107% | 1.60- 1077 1.62-10% 9.00 . 10#®

Basierend auf diesem Beispiel fiir den einfachen (5, 2)-Code, der allerdings wenig praxisrelevant ist,
sowie dem Beispiel auf der ndchsten Seite fiir den (7, 4, 3)-Hamming—Code kann man zusammenfassen:

Die Blockfehlerwahrscheinlichkeit eines Codiersystems ist oft analytisch nicht angebbar und muss
per Simulation ermittelt werden. Gleiches gilt fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit.

Die Union Bound liefert eine obere Schranke fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit. Bei vielen
Anwendungen (insbesondere bei kurzen Codes) liegt sie nur geringfligig tiber dieser.

Die Bhattacharyya—Schranke liegt beim BEC—Kanal etwa um den Faktor 2 oberhalb der Union
Bound — siehe Aufgabe A1.14. Beim BSC— und beim AWGN—Kanal ist der Abstand zwischen
beiden Schranken deutlich grof3er. Der Faktor 10 (oder mehr) ist keine Seltenheit.

Die Bhattacharyya—Schranke W(f) — 1 wirkt auf den ersten Blick sehr einfach. Es sind einige
Vereinfachungsschritte erforderlich, um auf diese Form zu kommen. Trotzdem bendtigt man auch
hier Kenntnis iiber die genaue Gewichtsfunktion (&) des Codes.

Bei Kenntnis des Ubertragungskanals (BEC, BSC, AWGN oder Abwandlungen hiervon) und
dessen Parameter spricht vom Aufwand her nichts dagegen, die Union Bound als obere Schranke
fiir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit zu verwenden.
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Schranken fiir den (7, 4, 3)-Hamming—Code beim AWGN-Kanal
AbschlieBend betrachten wir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit und deren Schranken (Union Bound und
Bhattacharyya—Schranke) filir die folgende Konfiguration:

o AWGN-Kanal, gekennzeichnet durch den Quotienten Eg/N),
e Hamming-Code (7,4) = R=4/7, WX)-1=7-X+7 - X*+ X7,
e Soft—Decision nach dem ML—Kriterium.

Die Ergebnisse sind in der folgenden Grafik zusammengefasst. Im Gegensatz zur Grafik im Kapitel 1.5
ist hier die Blockfehlerrate angegeben und nicht die Bitfehlerrate. Ndherungsweise ist Letztere um den
Faktor d,;,/k kleiner, falls wie hier d,;;, < & ist. Im vorliegenden Beispiel gilt d,;,,/k = 0.75.

10° - .
Q o "
10-1 xxﬂ . : O Bhattacharyya-Schranke
= s [ ! I
= e Q. I X Union Bound
g 107 feo-e- i VL A
E xx‘ ‘xb PR [R— Simulation
Il I S S
E | N  1.44-10-4
ln_d_ E E E '-x\ ?.J____--
! ! Coohah | 12-108
: | | LA
10-¢ il
0 2 4 5 s  10dB 10-lg(Eg/N) —»

Die folgenden Zahlenwerte gelten fiir 10 - Ig Eg/Ny=8 dB = Ep/Ny= 6.31 (blaue Markierungen):

¢ Die griinen Kreuze markieren die Union Bound. Nach dieser gilt:

Pr(Blockfehler) < Z W;-Q (\/ 120 - EE,-"'.-"-"Q) =

i=idpmin

= 7-Q(4.63) + 7-Q(5.37) + Q(7.10) =
= 7166107 4+7.3.03. 10 +107" =1.2.1077.

¢ Die Zahlenwerte machen deutlich, dass die Union Bound durch den ersten Term bestimmt wird:

Pr(Union Bound) ~ Wi, - Q (Vwin 2R - Es/No) = 1.16. 1075

Allerdings ist diese sog. Truncated Union Bound nicht mehr bei allen Anwendungen eine echte
Schranke flir die Blockfehlerwahrscheinlichkeit, sondern ist eher als Ndherung zu verstehen.

e Die Bhattacharyya—Schranke ist in der Grafik durch rote Punkte markiert. Diese Schranke liegt

aufgrund der stark vereinfachten Chernoff~-Rubin Bound Q(x) < exp(— x2/2) deutlich tiber der
Union Bound. Fiir 10 - Ig Eg/N = 8 dB erhdlt man mit 8 = exp[-R - Eg/Ny] = 0.027:

Pr(Bhattacharyya) = W(3) —1=7.- 3 4+ 7.3+ 7" = 1.44 . 107*.
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Kanalcodierungstheorem und Kanalkapazitit

Wir betrachten weiterhin einen bindren Blockcode mit & Informationsbits pro Block und Codeworte der
Léange n, woraus sich die Coderate R = k/n mit der Einheit Informationsbit/Codesymbol ergibt.

Der geniale Informationstheoretiker Claude E. Shannon hat sich schon 1948 sehr intensiv mit der
Korrekturfahigkeit solcher Codes beschiftigt und hierfiir fiir jeden Kanal eine Grenze angegeben, die
sich allein aus informationstheoretischen Uberlegungen ergibt. Bis heute wurde noch kein Code gefunden,
der diese Grenze {ibersteigt, und dies wird auch so bleiben.

Shannons Kanalcodierungstheorem: Zu jedem Kanal mit der Kanalkapazitit C > 0 existiert stets
(mindestens) ein Code, dessen Fehlerwahrscheinlichkeit gegen Null geht, so lange die Coderate
Kleiner als die Kanalkapazitdt ist: R < C. Voraussetzung hierfiir ist allerdings, dass fiir die Blocklinge
dieses Codes gilt: n - oo.

Die Umkehrung ist ebenfalls zutreffend und besagt:

Umkehrschluss: Ist die Coderate grof3er als die Kanalkapazitit = R > C, so kann eine beliebig
kleine Fehlerwahrscheinlichkeit auf keinen Fall erreicht werden.

Zur Herleitung und Berechnung der Kanalkapazitit gehen wir zundchst von einem digitalen Kanal mit M,
moglichen Engangswertenx; und M, méglichen Ausgangswerten y; aus. Dann gilt fiir den mittleren

Transinformationsgehalt — kurz die Transinformation (englisch: Mutual Information) — zwischen der
Zufallsgrofe x am Kanaleingang und der Zufallsgréf3e y am Ausgang:

I B My My Pria lop Pl‘[y_l.'|-r.i:| -
(e y) = Z Z r{x;, y;) - logy W—
i=1 j=I ]
My My

— - as s Prlas . T F'l‘[y).-|.r,;}
- Z Z PI[HJ |.I,} Pl[-h} log E::‘] Pl‘lzlg;|.r1-} .pl,[“_}'

i=1 j=1

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Gleichung wurden dabei der Satz von Bayes sowie der Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit beriicksichtigt. Weiter ist anzumerken, dass hier der
Logarithmus dualis mit ,Jog,” bezeichnet ist. Teilweise verwenden wir im LN Twww hierfiir auch ,d”.

Im Gegensatz zum Buch Einfiihrung in die Informationstheorie unterscheiden wir im Folgenden auch
nicht zwischen der Zufallsgrof3e (GroB3buchstaben, X bzw. ¥) und Realisierungen (Kleinbuchstaben, x
bzw. y).

Definition: Die von Shannon eingefilihrte Kanalkapazitat gibt die maximale Transinformation /(x; y)
zwischen der Eingangsgrof3e x und der Ausgangsgrofle y an:

€ = max I{X:;Y).
Pr{z;)

Hinzugefiigt werden muss die Pseudo—Einheit ,,bit/Kanalzugriff”.

Da die Maximierung der Transinformation tiber alle moglichen (diskreten) Eingangsverteilungen Pr(x;)

erfolgen muss, ist die Kanalkapazitidt unabhdngig vom Fingang und damit eine reine Kanalkenngrd3e.
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Kanalkapazitit des BSC—Modells (1)

Wenden wir diese Definitionen auf das BSC—M odell an:

Priy =0|x =
Ixiy) = Pr(y =0]|x =0)- Pr{z = 0) - log 1(%1.[9 l-f} }+
Pr(Y = 1|z = 0)
Pr(y = 1|z = 0) - Pr(z = 0) - log,
+ Pr(y =1|x =0)- Pr(r = 0) - log, Priy = 1) +
Pr(Y =0|z = 1)
Priy =0{x=1)-Prlir=1): log
+ Pr(y | =1)-Pr{z =1)-log, Pr(y = 0) +
1 , Priy =1z =1)
+ Pr(y =1|x=1)-Pr{zx = 1) log Priy = 1)

Zur Kanalkapazitit gelangt man durch folgende Uberlegungen:
¢ Die Maximierung beziiglich der Eingangsverteilung fiihrt auf gleichwahrscheinliche Symbole:
Prir =0) =Pr{z =1) =1/2.
¢ Aufgrund der aus dem Modell erkennbaren Symmetrie gilt dann gleichzeitig:
Pr(iy =0) =Pr(y=1) =1/2.
e Beriicksichtigt man weiter die BSC—Ubergangswahrscheinlichkeiten

Priy =1|z =0) = Priy=0|r=1)=¢
Priy=0|z =0) = Pr(y=1jz=1)=1—¢.

so erhdlt man nach Zusammenfassen je zweier Terme:

- £ i l—=¢
= 2. lf? - £ - lﬂbg 1{._3 + 2 ].|_ 2. (1 — :}l lubg 1{2 =
1 1
=c.1d 2 -z log ?-I-(l—.:'}-ld?—( — ) - logs 1___:1—Hh-u.(.:‘}
mit
1
Hhml::_} =£ lﬂgg - + I:]- - :_} lﬂgg 1— -

Das Ergebnis wird auf der ndchsten Seite grafisch dargestell.
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Kanalkapazitit des BSC—Modells (2)

Die rechte Grafik zeigt die BSC—Kanalkapazitdt abhingig von der Verfilschungswahrscheinlichkeit e.
Links ist z7um Vergleich die bindre Entropiefunktion dargestellt, die bereits im Kapitel 1.1 des Buches
,Einflihrung in die Informationstheorie” definiert wurde.

H,:.(8) (&)
F 3 ]_—E F 3
L)
1
¢ a
o i
1-# i
------------------------ 0.469 1 0531
| | |
i i i
i i i
i i i
i i i
i i i
! . 1 v
T T 1 i T -
0.1 05 001 ¢ 1 %

Man erkennt aus dieser Darstellung:

e Die Verfilschungswahrscheinlichkeit ¢ fiihrt zur Kanalkapazitdt C(¢). Eine fehlerfreie Decodierung
nach bestmdglicher Codierung ist nach dem Kanalcodie rungstheorem nur dann moglich, wenn
die Coderate R kleiner ist als C(¢).

e Mite = 10% ist wegen C(0.1) = 0.531 eine fehlerfreie Decodierung nicht moglich, wenn die
Coderate R > 0.531 betragt. Bei 50-—prozentiger Verfilschung ist eine fehlerfreie Decodierung
auch bei beliebig kleiner Coderate unmoglich: C(0.5) = 0.

e Aus informationstheoretischer Sicht iste = 1 (Invertierung aller Bits) gleich gut wiee = 0
(fehlerfreie Ubertragung). Ebenso ist ¢ = 0.9 dquivalent zu e = 0.1. Eine fehlerfreie Decodierung
erzielt man hier durch Vertauschen der Nullen und Einsen, also durch ein Mapping.
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Kanalkapazitit des AWGN—-Modells (1)

Wir betrachten den AWGN—-Kanal (Additive White Gaussian Noise).
Hier gilt fiir das Ausgangssignal y =x + n, wobein eine gauB3verteilte | x

ZufallsgroBe beschreibt, und es gilt E[n] = 0 und E[n?] = P,.

Damit ergibt sich unabhdngig vom Eingangssignal x ein kontinuierliches

Ausgangssignal y, und in der Gleichung fir die Transinformation ist

My — o0 einzusetzen.

Die Berechnung der Kanalkapazitit fir den AWGN—Kanal wird hier nur in Stichworten angegeben. Die
genaue Herleitung finden Sie im Kapitel 4 des Buches , Einflihrung in die Informationstheorie™:

¢ Die im Hinblick auf maximale Transinformation optimierte Eingangsgrof3e x wird mit Sicherheit
wertkontinuierlich sein, das heif3t, beim AWGN-Kanal gilt auSer My — oo auch M, — oo.
e Wihrend bei wertdiskretem Eingang tiber alle Pr(x;) zu optimieren ist, erfolgt nun die Optimierung

anhand der WDF f,(x) des Eingangssignals unter der Nebenbedingung Leistungsbegrenzung:

= aruz_u: Iz y}. wobel gelten muss : E [.rf] < P..
ziz)
¢ Die Optimierung liefert fiir die Eingangs—WDF ebenfalls eine GauB3verteilung = x, n und y sind
gauBverteilt gemdfy den Dichtefunktionen f,(x), f,,(n), f,,(v) und den Leistungen Py, P, und P),.
e Nach lingerer Rechnung erhdlt man fiir die Kanalkapazitdt unter Verwendung des Logarithmus
dualis logy(.) — wiederum mit der Pseudo—Einheit ,,bit/Kanalzugriff”:

—_—

P P+ P 1 ' P,
O = logs ]H,'IIFH = logs bf% =5 logs (l + P ) .

e Beschreibt x ein zeitdiskretes Signal mit der Symbolrate 1/7g, so muss dieses auf B = 1/(27g)
bandbegrenzt sein, und die gleiche Bandbreite B muss man fiir das Rauschsignal n ansetzen:

-EH -Tn
-P.‘-. —i -P_‘k —ﬁ

e Somit lisst sich die AWGN—-Kanalkapazitdt auch durch die Sendeenergie pro Symbol (Eg) und
die Rauschleistungsdichte (V) ausdriicken:

1 ' EE_L;) L bit
O = —.log, |1 . Einheit ©: ————
g VB2 ( + Np H Kanalzugriff
' ! EE_L;) L. bit
C.=—=B-]_‘3".;. ]_ . E ]_‘.t: e s 1 . s
Ty Ve ( + Ny | TR citeinheit

Rechenbeispiel: Fiir das Zahlenverhdltnis E¢/Ny = 7.5 = 10 - Ig E¢/Ny = 8.75 dB erhdlt man die
Kanalkapazitit C = 1/2 - log, (16) = 2 bit/Kanalzugriff. Bei einem Kanal mit der (physikalischen)
Bandbreite B = 4 kHz, was der Abtastrate f, = 8 kHz entspricht, gilt z7udem C* = 16 kbit/s.
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Kanalkapazitit des AWGN—-Modells (2)

Ein Vergleich verschiedener Codierverfahren bei konstantem Eg (Energie pro iibertragenem Symbol) ist
nicht fair. Vielmehr sollte man fiir diesen Vergleich die Energie £ pro Nutzbit fest vorgeben. Dabei gilt:
_E.L; =R. _E]; = _E]; = Eu,ﬁ' .

Damit lautet das Kanalcodierungstheorem: Eine fehlerfreie Decodierung (bei unendlich langen Blocken)
ist moglich, falls die Coderate R kleiner ist als die Kanalkapazitit C:

R<C=1/2-log (142 - R- En/N,) .
Fir jede Coderate R Iisst sich damit das erforderliche Eg/N; des AWGN—Kanals ermitteln, damit eine
fehlerfreie Decodierung mdglich ist. Man erhilt flir den Grenzfall R = C:

Eg/Ny > (22 —1)/(2R).
Die Grafik fasst das Ergebnis zusammen, wobei die Ordinate R im linearen Maf3stab und die Abszisse
Ep/N, logarithmisch aufgetragen ist. AuBerhalb der blauen Fliche ist eine fehlerfreie Codierung nicht
moglich. Die blaue Grenzkurve gibt die Kanalkapazitit C des AWGN—Kanals an.

—-159d6 0dB 1.76dB  3.68dB 5.74dB (fiir R =2)

b | | |

1.5 = . =
: : : e,/
! ! L &
] ] N
: : 8/
1 1 Al
1 1 [Ad]
1.0 4-+------- - -
|
1
i

In dieser Region ist durch optimale Codierung
bei reellem gaullverteiltem Eingang eine
_______ fehlerfreie Decodierung miglich.

<

=
in

Zuliisvige Coderate # —»

—mmmmmmmm e mmmmmmm o

10 -lg (Eg/N,) in dB —>

-2 0 2 4 ) B 10dB

Aus dieser Grafik und obiger Gleichung lasst sich Folgendes ableiten:
¢ Die Kanalkapazitit C steigt etwas weniger als linear mit 10 - Ig Eg/N an. In der Grafik sind einige
ausgewahlte Funktionswerte angegeben (blaue Kreuze).
e Ist 10 - Ig (ER/Ny) kleiner als —1.59 dB, so ist eine fehlerfreie Decodierung prinzipiell unméglich.
Betrédgt die Coderate R = 0.5, so muss 10 - Ig (Eg/Ny) groBlerals 0 dB = Ep> N sein.

e Fiir alle bindren Codes gilt per se 0 <R < 1. Coderaten R > 1 sind nur mit nichtbindren Codes
moglich. Beispielsweise betrdgt die maximal mogliche Coderate eines quaterndren Codes R = 2.

¢ Alle eindimensionalen Modulationsarten — also solche Verfahren, die nur die Inphase— oder nur
die Quadraturkomponente nutzen wie ASK, BPSK und FSK — miissen im blauen Bereich liegen.
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AWGN-Kanalkapazitit fiir binire Eingangssignale

In diesem Buch beschrianken wir uns meist auf binire Codes, also auf das Galoisfeld GF(2"). Damit ist

e zum einen die Coderate auf den Bereich R < 1 begrenzt,
e zum zweiten auch flir R < 1 nicht die gesamte blaue Region (siehe letzte Seite) verflighar.

Die nun giiltige Region ergibt sich aus der allgemeinen Gleichung

der Transinformation durch Fye=n®)
* die Parameter M, =2 und M), - o,
e bipolare Signalisierung = x=0 > x=+1, x=1 > x =1,
e den Ubergang von bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr(X;) zu| -i-l "y

bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen,
e Ersetzen der Summe durch eine Integration.

Die Optimierung der Quelle flihrt auf gleichwahrscheinliche Symbole:
Pr(i =+1) =Pr(z = -1) = 1/2.

-1 ¥
Damit erhdlt man bei bindrem Eingang (+1) fiir die Kanalkapazitit =
Maximum der Transinformation hinsichtlich Pr(x;):
+oc - -
; . fu|.'|'=+] [U} . .f.!.'|.'|'=—] [";J'}
=1z / [fu iostly) logy =————+ f, 5__1(y) -logs ————| dy.
o oJx L . : fuly) et ; fuly)

Das Integral Iisst sich nicht in mathematisch—geschlossener Form I6sen, sondern kann nur numerisch
ausgewertet werden. Die griine Kurve zeigt das Ergebnis. Die blaue Kurve gibt zum Vergleich die auf
der letzten Seite hergeleitete Kanalkapazitit flir gaulSverteilte Eingangssignale an. Man erkennt:

e Fiir 10 - Ig Eg/Ny < 0 unterscheiden sich die beiden Kapazititskurven nur geringfligig. So muss

man bei binirem bipolaren Eingang gegeniiber dem Optimum (Gaul3scher Eingang) die Kenngrof3e
10 - Ig Ep/Ny nur etwa um 0.1 dB erhdhen, um ebenfalls die Coderate R = 0.5 zu ermdglichen.

e Ab etwa 10 - Ig Eg/N,y = 6 dB ist die Kanalkapazitit C = 1 bit/Kanalzugriff flir bindren Eingang

(fast) erreicht. Dazwischen verliuft die griine Grenzkurve anndhernd exponentiell ansteigend.

T 125

100 f-mmmmmmmmmm e S oo

In dieser Region ist durch optimale Codierung
auch bei biniirem bipolaren Eingangssignal
eine fehlerfreie Decodierung moglich.

Fuliissige Coderate &

) 0 > 4 6 8 10dB
10 -Ig (Eg/N,) in dB —>
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Gebriuchliche Kanalcodes im Vergleich zur Kanalkapazitit (1)

Nun soll gezeigt werden, in wie weit sich etablierte Kanalcodes der BPSK—Kanalkapazitdt (griine
Kurve) anndhern. In der Grafik ist als Ordinate die Rate R = k/n dieser Codes bzw. die Kapazitit C (mit
der zusitzlichen Pseudo—Einheit ,,bit/Kanalzugriff”’) aufgetragen. Weiter ist vorausgesetzt:

e der AWGN—Kanal, gekennzeichnet durch 10 - Ig Eg/N,) in dB, und

e fiir die durch Kreuze markierten Codes eine Bitfehlerrate (BER) von 107.

Zu beachten ist, dass die Kanalkapazititskurven stets flir # — oo und BER = 0 gelten. Wiirde man diese
strenge Forderung ,feherfrei” auch an die betrachteten Kanalcodes endlicher Codelinge n anlegen, so
ware hierflir stets 10 - Eg/N;, — oo erforderlich. Dies ist aber ein akademisches Problem, das fiir die

Praxis wenig Bedeutung hat. Fiir BER = 1010 ergiibe sich eine qualitativ dhnliche Grafik.

i - // : (7.4) Hamming
100 BER =10—* f GauB—Kapazitit BPSE—Kapazitit : (15,11) Hamming
. /f //-'"'_x ! ‘c : (31,26) Hamming
0.75 - i : (32,16) Golay

{32.6) Reed-Muller

255, 223) Reed-Solomon
: (2,1,32) Faltungscode
: (2,1,7)CC gem. CCSDS
: Verkettung CC +RS5

- &
/ x A
0.50 =l =H

x|

Coderate K, Kapazitiit C —»

F. moemroo wse

-2 0 2 < i) B 10
10-1g(Eg/Ny)indB —»
Es folgen einige Erlduterungen zu den Daten, die der Vorlesung [Liv10] entnommen wurden:
¢ Die Punkte A, B und C markieren Hamming—-Codes unterschiedlicher Rate, die im Kapitel 1.3
bereits ausfithrlich behandelt wurden. Sie alle bengtigen 10 - Ig Eg/N, > 8 dBfiir BER = 107>
¢ D kennzeichnet den biniren Golay—Code mit der Rate 1/2 und E einen Reed-Muller—Code.
Dieser sehr niederratige Code kam bereits 1971 bei der Raumsonde Mariner 9 zum Einsatz.
¢ Die Reed-Solomon—Codes (RS—Codes) werden im Kapitel 2 noch ausfiihrlich behandelt. Mit
F markiert ist der RS—Code der Rate 223/255 > 0.9 und einem erforderlichen Eg/N( < 6 dB.
¢ Die Markierungen G und H bezeichnen beispielhafte Faltungscodes (englisch: Convolutional
Codes, CC) mittlerer Rate. Ersterer wurde schon 1972 bei der Pioneer10—Mission eingesetzt.

¢ Die Kanalcodierung der Voyager—Mission Ende der 1970er Jahre ist mit I markiert. Es handelt
sich um die Verkettung eines (2, 1, 7)-Faltungscodes mit einem Reed—Solomon—Code.

Anzumerken ist, dass bei den Faltungscodes insbesondere der dritte Parameter der Kennung eine andere
Bedeutung hat als bei den Blockcodes. (2, 1, 32) weist beispielsweise auf das Memory m = 32 hin.

Auf der ndchsten Seite folgen noch Kenndaten von Systemen mit iterativer Decodierung,
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Gebriuchliche Kanalcodes im Vergleich zur Kanalkapazitit (2)

Mit iterativer Decodierung lassen sich deutlich bessere Ergebnisse erzielen, wie die folgende Grafik zeigt.
Das heif3t: Die einzelnen Markierungspunkte liegen sehr viel ndher an der Kapazittskurve.

- e - ¥ CCSDS Convolutional

106 BER =10-% ) (& I BPSK Turbo Codes (k = 6920)
o L = &
= .’I. 3 {'? /E'-.--_ 5 LDPC-Codes
2 075 I F ,/ Pt _ DVB-52 (n = 64800)
2 E e * LDPC-Codes
# 050 F — - E L CCSDS (k = 16384)
:\f _.I -
2 025 b : : & LDPC-Code nahe der
,E - / | : : Shannon-Grenze (Bsp.)
- -2 0 2 4 6 8 10dB

10 -lg (Eg/N,) in dB —»

Die bisher mit ,,Gau—Kapazitit” beschriftete durchgezogene blaue Kurve wird hier ,Gau3 (reell)”
genannt. Hier noch einige weitere Erlauterungen zu dieser Grafik:

e Rote Kreuze markieren sogenannte Turbocodes nach CCSDS (Consultative Committee for
Space Data Systems) mit jeweils kK = 6920 Informationsbits und unterschiedlichen Codelidngen .
Diese von Claude Berrou um 1990 erfundenen Codes konnen iterativ decodiert werden. Die
(roten) Markierungen liegen jeweils weniger als 1 dB von der Shannon—Grenze entfernt.

e Ahnliches Verhalten zeigen die durch weiBe Rechtecke gekennzeichneten LDPC—Codes (Low
Density Parity—check Codes), die seit 2006 bei DVB-S2 (Digital Video Broadcast over
Satellite) eingesetzt werden. Diese eignen sich aufgrund der sparlichen Belegung der Priifmatrix H
(mit Einsen) sehr gut flir die iterative Decodierung mittels Faktor—Graphen und Exit Charts.

e Die schwarzen Punkte markieren die von CCSDS sperzifizierten LDPC—Codes, die alle von einer
konstanten Anzahl von Informationsbits ausgehen (k = 16384). Dagegen ist bei allen weilen
Rechtecken die Codeldnge n = 64800 konstant, wihrend sich die Anzahl k der Informationsbits
entsprechend der Rate R = k/n dndert.

e Um das Jahr 2000 hatten viele Forscher den Ehrgeiz, sich der Shannon—Grenze bis auf Bruchteile
von einem dB anzundhern. Das gelbe Kreuz markiert ein solches Ergebnis aus [CFRUO1] von

2001. Verwendet wurde ein irreguliirer Rate—1/2-LDPC—Code der Codelinge n = 2 - 10°.

Festzuhalten ist, dass Shannon bereits 1948 erkannt und nachgewiesen hat, dass kein eindimensionales
Modulationsverfahren links von der durchgehend eingezeichneten AWGN—Grenzkurve ,Gaul} (reell)”
liegen kann. Fir zweidimensionale Verfahren wie QAM und mehrstufige PSK gilt dagegen die
Grenzkurve ,,Gau3 (komplex)”, die hier gestrichelt gezeichnet ist und stets links von der durchgezogenen
Kurve liegt. Ndheres hierzu im Kapitel 4.3 des Buches ,Einflihrung in die Informationstheorie”.

Auch diese Grenzkurve wurde mit QAM und sehr langen Kanalcodes inzwischen nahezu erreicht, ohne

dass sie jemals {iberschritten werden wird.
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